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I - Conceitos e Resultados

1 Funcoes Reais de Uma Variavel Real

e Funcao, Dominio e Contradominio

e Composigao de Fungoes

e Funcao Injectiva / Fungao Inversa

e Fungoes mondtonas (crescentes e decrescentes)
e Grafico de uma Fungao

e Funcoes elementares: Linear, Poténcia, Raiz, Médulo, Exponencial (a > 1e0 < a < 1),
Logaritmo (a > 1 e 0 < a < 1), Circulares Directas e Inversas, Hiperbdlicas Directas e
Inversas

Gréficos e Propriedades = Tabelas

e Equagoes

2 Limites e Continuidade das Funcoes Reais de uma Variavel
Real

e Defini¢oes de Limites (6,0): ;grbf(:c) =p/a=-00,a,a,a", +oo, p=—00, p_, p,
pT, 400 / e interpretagao geométrica

e Propriedades dos Limites

e Definicao de Fungao Continua em a, A / Continuidade Lateral

e Operagoes com Fungoes Continuas (Adigao, Multiplicagao, Divisao, Composicao)

e Interpretagdo Geométrica de Fungao Continua em Intervalo (Curva Continua)

e Continuidade das Fungoes Elementares nos Dominios (todas sdo continuas) (Tabe-
las:Graficos)

e Regras de Célculo dos Limites (Tabela)

e Limites das Funcgoes Elementares



3 Derivadas, Primitivas e Integrais das Funcoes Reais de uma
Variavel Real

e Definicao da Derivada f’(a) de f num ponto a € Dy / Derivadas laterais f/(a), f.(a)
e Fungoes Derivaveis e Diferencidveis em pontos / intervalos

e Funcoes Regulares em Intervalos

e Fungoes Continuamente Diferencidveis em pontos / intervalos

e Derivadas de ordens superiores

e Interpretacao geométrica da derivada de uma fungao continua em a (Recta tangente,
nao vertical / vertical). Derivadas > 0, =0, < 0, —00, +00

e Regras de Célculo das Derivadas das fungoes diferencidveis (Adigao, Multiplicagao, Di-
visao, Composigao, Funcao Inversa) (Tabela)

e Derivadas das fungoes elementares (Tabela). Sao diferencidveis nos seus dominios, com
as seguintes excepcoes:

— A funcao médulo nao é derivavel em x = 0
— Derivadas Infinitas:

funcao arcsin: —1, 1;

funcao arccos: —1, 1;

funcao argch: 1;

fungao raiz: 0.

e Primitiva de uma Fung¢ao Continua num Intervalo

e Propriedades e Regras de Célculo das Primitivas (Tabela)

e Equagoes Diferenciais Ordindrias de 12 Ordem: Varidveis Separadas e Lineares
e Propriedades das Fungoes Regulares em Intervalos

e Aproximacoes Linear e Quadratica de uma Funcéo

e Indeterminagoes

e Miximos e Minimos Locais e Globais

e Fungoes Convexas e Concavas

e Integral de Riemann

e Integral (definido) de uma Fungao Continua num Intervalo Fechado
e Célculo e Propriedades do Integral Definido

e Interpretacao Geométrica do Integral Definido: Areas de Regioces Planas



Funcoes com integrais
Integrais impréprios de 1# espécie
Integrais impréprios de 22 espécie

Critérios de convergéncia dos integrais improprios

Teoremas Fundamentais

Enquadramento: Seja a = —oo, a~, a, a™ ou 4+00, com a € R e I um intervalo
contendo ¢ ou com um extremo em a. Se

Voer f(z) < g(x) < h(z)

e
lim f(2) = lim h(z) = ¢
entao
lim g(z) = ¢
r—a

onde [ € RU {—o0, +00}.

Valores Intermédios: Se f é continua no intervalo [a,b] e y € R é um numero
compreendido entre f(a) e f(b), entao existe pelo menos um c €la, b tal que f(c) =y.

Weierstrass: Se f é continua em [a, b], entdo f tem um minimo e um méximo global
nesse intervalo.

Rolle: Se f é regular em [a,b] e f(a) = f(b) entao existe pelo menos um ¢ €]a, b[ tal
que f'(c) = 0.

Lagrange (valor médio): Se f é regular em [a, b] entao existe pelo menos um ¢ €|a, b
tal que f(b) = f(a) + (b—a)f'(c).

Taylor (de ordem n € N): Se f( ¢ regular em [a,b] entdo existe pelo menos um
¢ €la, b tal que

f”(a) (b— CL)2 4o+ f(n)(a) (b . a)n + f(n-i—l)(c)

n+1
2 nl CESRS

fb) = f(a)+ f(a)(b—a) +

Cauchy: Se f, g sao regulares em [a,b], g(a) # g(b) e ¢'(z) # 0, Vz € [a, b], entao
5 SO = fla) _ f'(e)
eg(6) —g(a) ~ g'(c)

Regra de L’Hopital %: Se f,g sao diferencidveis em I =]a — d,a + [ (com possivel
excepcao de a), g(x) #0, ¢'(x) #0,Ve € I —{a} e

lim f(z) = lim g(z) =0
entao

F@) o F@ (A € RU {00, +00})

5 g () wha g(x)




e Teorema da Média: Se f é continua em [a, b], entao existe ¢ €]a, b| tal que

b
/ f(@)dz = F(e)(b - a)

Nota: Teorema também é valido se a > b.

5 OQOutros Resultados Importantes

1.

10.
11.

lim f(z) =0 <= lim f(z)= lim f(x)=1¢,¢€ RU{—00,+00}

T—a r—a™t T—a~

- Veerf(z) 2 (>)0 e lim f(z) existe = lim f(z) >0

com I um intervalo e @ € I ou um ponto extremo de [

Veer g(x) > f(2)(L) e lim f(z) = 4o00(—00) = lim g(z) = +00(—00)
T—a r—a

com [ um intervalo e a € I ou um ponto extremo de I

f ¢é diferencidvel em z¢ (A) = f é continua em zy (A)

Nota: Nao é valido se f é apenas derivavel em zy. Exemplo:

arc tg% sex <0

fz) =

us —
5 sex=0
f nao é continua em x =0 e f é derivavel em x = 0, pois

arc tgt — I
'(0) = lim ——=2 2 —
fol0)= g — g =

. f é continua em a e f(a) > y(<y) = Jo>0Veeja—0,ar01f (z) > y(< y)

[ é continua em [a,b] e f(a)f(b) < 0= 3.gqpf(c) =0
f continua e injectiva em intervalo I = f é crescente ou decrescente em I.

f continua e injectiva em intervalo I = f~! é crescente ou decrescente e continua em

1.

f é monétona em Ja,b] = lim f(z) e lim f(z) existem (laterais se a,b € R).
z—a b

Se f é continua num intervalo I, entao tem uma primitiva nesse intervalo.

Se f e g sao continuas num intervalo I, entao

e Expressao Geral das Primitivas de f em I:

/f(:c)d:c =F(z)+C

com C' constante e F' uma primitiva de f em I.



- ([ i) = o)
. /f’(x)dx:f(x)+0
o VAAD: /)\f(:c)d:c:)\/f(x)dx

/[f()ig d:c—/f dxi/ud.

/f /F x)dx + C, com/f F(x)+C.

. /f(x)dx = /f [o(t)] @ (t)dt, com ¢ : t — x = p(t) continuamente derivével e

injectiva num intervalo I.

12. Se f é regular em [a, b] entao
[ é crescente (decrescente) em [a,b] == Yycjqppf'(z) > 0(< 0)
Vacjapf (z) > 0(< 0) = f ¢ crescente (decrescente) em [a, b]
13. Se f é regular em [a, ], entéo
Yaclaplf (#) = 0 <= f é constante em [a, ]

14. Aproximacao Polinomial g:

£ regular em [a,b] = g(x) =

e Aproximagao Linear (n = 1) = g(z) = f(a) + f'(a)(z — a) (Gréfico é Recta).
"

e Aproximagao Quadrética (n = 2) = g(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + me)(x —a)?

(Gréfico é Pardbola).

15. Indeterminacio £22: Se f e g sdo diferencidveis em Ja — 6, a[U]a, a + [ (5 > 0) e

lim f(z) = +o0, ligl g(x) = £o0

Tr—a
entao ,
F@) )\ e RU{—00, 400} = Tim 2% =
z—a g'(x) z—a g(x)
Nota:
lim 28 _ ~ k—o( keN, p>2)
a:—1>I-lr—loo f/f - x—1>I—|r—loo x x—1>r—|I—1c>o er P; » P



16. Indeterminagao (£00)0: Se lim f(z) = oo e lim g(x) = 0, entédo
Tr—a Tr—a

(a)
lim f(z)g(x) = lim =—* = 0

r—a rT—a ——

Nota: Por vezes nao convém fazer essa reducao. Exemplo:

x 0
I s _9
mll)%xlog\x] lim — 0
log |z
nao é boa estratégia.
(b) Se lim g(z) = 0" (07) entdo
T—a
+
lim _f(lx) — ==
r—a —— +o0

9(z)
17. Indeterminacao +o0co — oco: Se

lim f(z) = lim g(z) = infinito do mesmo sinal(4+00 ou — 00)

entao
lim [f(x) = g(z)] = lim f(x) [ B %”
Se;ig}l%:)\yélentéo

lim [£(x) — g(a)] = 400

T—ra



18.

19.

20.

21.

22.

g9(z)

Se lim =—= =1, entao

z—a f(x)

i () — )] = Jim 7o) [ 1= 53| = (o0

z—a z—a f(;c)

Se f tem minimo ou méaximo local (ou global) em xz( € interior(I) e f é derivdvel em
xg, entao f'(xg) = 0.

Nota: Nao é valido para pontos fronteiros. Exemplo: Para a fungao
fraom Ve
x = 0 é ponto fronteiro e é minimo local e global de f. No entanto f}(0) = +o0.
Se f é duas vezes continuamente diferenciavel em I e xg é interior de I, entao
f'(xo) =0e f’(x9) >0 = [ tem minimo local em z
f'(xo) =0e f’(x9) <0 = f tem maximo local em z
Se f' é regular em [a, b], entao
f é convexa (concava) em [a,b] == Yycjqp) f*(2) > 0 (< 0)
Vacjap " (2) > 0 (< 0) = f ¢é convexa (concava) em [a, b]

Se f é convexa (concava) num intervalo I, entdao todo o minimo (méximo) local de f
em [ é global.

Se f e g s@o continuas em [a, b], entao

. /f(x)dx = F(b) — F(a), com F uma primitiva de f em [a,b] (a pode ser maior

que b)
b a

o /f(:c)d:c:—/f(:c)d:c
a b

b b



23.

24.

25.

26.

27.

28.

c b c
o /f(:c)d:c = /f(a:)dx + /f(x)dx, com f continua em [a,b] e [b,c] (a pode ser
a a b

maior do que b e ¢ maior do que a e b).

b d
. /f(x)dx = /f [o(t)] ' (t)dt, com ¢ continuamente derivdvel e injectiva em |[c, d]
e p(c) =a, o(d) =b.

b
f continua em [a,b] = f tem primitiva em [a,b] = f é integravel em [a, b] (f f(z)dx € R)

a

Se f é continua e nao identicamente nula em [a, b], entao
b
Vxelab flx) >0= /f(x)dx >0

Se a,b € R, f é continua e nao negativa em [a,b| e R é a regiao plana definida por
R={(z,y): a<xz<b A 0<y<f(x)}

entdo a area A(R) de R é dada por
b
A(R) = /f(x)dx

Se a,b € R, f e g sao continuas em [a, b] tais que f(z) < g(x) para todo z € [a,b] e R
é a regiao plana definida por
R={(z,y): a<a<b A f(z)<y<gla)}

entao a area A(R) de R é dada por
b
AR) = [ lo(o) - (@) ds

Integral impréprio de 1* Espécie:

b
/ f(@)dz = [F(z)]’

com F uma primitiva de f no intervalo de extremos a e b, onde f é continua.

b

Integral impréprio: /f(x)dx = —/f(x)dx
b

a

8



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

b b
Integral impréprio: /)\f(x)dx = )\/f(x)dx, (A#0).

b b
Se /f(:c)d:c e /g(:c)d:c sao convergentes, entao /(f(x) + g(x)) dx é convergente e

b b b
[ @ gy ds = [ s+ [ gla)da
b c c
Se /f(x)dx e /f(x)dx sao convergentes, entao /f(x)dx é convergente e
a b a
c b c
/ F(@)dz = / F@)de + / F(w)da
a a b

b
Se / f(z)dx é um integral impréprio de 1 espécie, ¢ é continuamente diferencidvel
a
num intervalo de extremos c e d e
li t) = li t)=>
limp(t) = a, lim (1)

entao

b d
/&me:/fwundwﬁ

Se f é nao negativa, nao nula e continua num intervalo de extremos a e b (a < b), entao
b b
/f(x)dx > 0 ou /f(:ﬂ)d:c = +o0
a a

Critérios de Convergéncia para Fungoes Nao Negativas (Tabela)

e 1° Critério de Comparacao

e 2° Critério de Comparacao

Convergéncia de Integrais Impréprios de Fungoes com Sinal Constante em Subintervalos
— Semelhante ao caso anterior, usando a funcao simétrica de f quando f é nao positiva.



36. Integral Improéprio absolutamente convergente é convergente, isto é

b b
/|f(x)| dx é convergente = /f(x)dx é convergente

a a

/bf(ﬂ?)d:C S/blf(fﬂ)ldfC

se o integral improprio é absolutamente convergente.

Além disso,

37. Se f é limitada num intervalo de extremos a € R e b € R e tem um ntmero finito de
b

descontinuidades nesse intervalo, entao / f(z)dz é convergente.

a

Nota: Esta propriedade nao pode ser usada para integrais impréprios que tenham pelo
menos um limite de integracao a ou b infinito. As férmulas de substituicdo 6. e
de decomposicao de dominio 5. podem ser usadas para transformar esses integrais
em integrais com limites de integracao reais.

d
6 Notacao d—y para derivada
x

d
e Dada a fungdo f: x — y = f(x), a derivada f’(z) pode também ser notada por d—y e
T
a derivada de ordem n > 2, f( (x), por e Além disso tem-se
T
g,y d (@7
"2 gan  dg \ dzn !
- . d dy dz
e Adigdo e Subtracgao: o (y+z)= T + .
U dy dz
Multipl —(y-2)=z2—=> haied
* Multiplicaggo: — (y-2) i +ydx
Zdy ydz
o d oy T Yde
e Divisao: - (z) = e
e Composicao: Z—; = Z—; . Z—va,
onde f:x—y=f(x),9:y—2=9g(y),go f:x— z=g[f(x)]
e Funcao inversa: d_x = L
G versa: 0 &’
dx

onde f:x —y=f(x)efl:y—z=[f"y

10



7 Coordenadas Paramétricas e Polares

COORDENADAS PARAMETRICAS

Curva em coordenadas paramétricas:

z = o)

1. ¢ injectiva = Curva é grafico de uma funcio f : 2 — y = f(z) com f =1 op !

1 injectiva == Curva é grafico de uma funcio g : y — = = g(y) com f = po¢p~!

2. Calculo das Derivadas de uma Funcgao representada por coordenadas paramétricas:

dy
dy _ dt
dr dx
dt
i<dnly)
dy  dt \ daz"!
dx—n—T,n—2,3,...
dt

3. Tracado de uma Curva em Coordenadas Paramétricas:

e Calcular abcissas (usar ¢(t)) e ordenadas (usar ¢ (¢)) de pontos da curva, dando
valores a varidvel ¢.

e Verificar se h4 simetrias em relacao aos eixos X'X, Y'Y e & origem.

e Estudar as funcoes representadas pelas equagoes paramétricas correspondentes aos
varios subintervalos onde ¢ é injectiva.

4. Area de uma Regidao Plana definida por Curvas em Coordenadas Paramétricas

Ap = / B0 (B)dt| = / () (1)t

11



ou

ou

COORDENADAS POLARES
Curva em coordenadas polares

p = f(0) ou F(p,0) =0

1. Tracado de Curva p = f(6):

Equacoes Paramétricas:

x = f(0)cosb
{y = f(0)sin® , 0 € [0r, 0]

2. Tragado da Curva p = f(0) ou F(p,0) = 0, onde

Eixo Polar coincidente com semi-eixo OX,

Pdlo coincidente com origem O do sistema XOY'.

e Calcular pontos do plano, dando valores a 6 e calculando o respectivo p.

e Verificar se hd simetrias em relagao aos eixos X'X e Y'Y e a origem.

3. Area de uma regiao limitada por um arco de equagao p = f(0) e raios 0 = a e § = f3:

0=75

12



13



II - Desenvolvimento da Matéria

1 Modulos e Fungoes Circulares
Propriedade 1

1. = < |z|, para qualquer x € R;

2. |z +y| <|z|+ |yl, para quaisquer x,y € R.
Demonstragao:

1. Sex >0, |x| =x. Se z < 0, entao

r <0< —z=|x|
Donde = < |z| em ambos os casos.
2. Dois casos podem acontecer:

(a) Se z+y >0, entao
v +yl=z+y

Mas por 1., < |z| e y < |y|. Donde
| +y| < [z] + [y

(b) Se x4y <0, entdo
[ +yl=-(+y) =-r—y

Mas, por 1.,
—z <|—al =z, —y<|-yl=ly|

Donde |z + y| < |z] + |y|.

Propriedade 2
1. Yo € [-1,1] sin(arccos z) = V1 — 22 para qualquer x € [—1,1].
2. Va € [~1,1] cos(arcsinz) = /1 — 22 para qualquer x € [—1,1].
3. Vx € [-1,1] arccosz + arcsinz = §

R

14



Demonstragao:

1. Para qualquer a € R,

2 2

cos“a+sin“a=1
ou seja,
2 2
sin“a=1-cos” «
Portanto
.2 _ 2
sin“(arccosz) = 1 — cos”(arccos x)
= 1-2?

Além disso,
0 <arccosx <

e por isso
sin(arccos ) > 0

sin(arccos ) = /1 — a2

2. A demonstracio é semelhante & anterior, desde que se recorde que

Entao

s . s
—— < arcsinzx < —
2 2

e que por isso
cos(arcsinz) > 0

3. Seja y = arcsinz. Entdo y € [-5, 5] e siny = x. Além disso
. (T
sin (5 — arccos x) = cos(arccos z) = x
Mas arccos z € [0, 7] e portanto
T el ™ 7r]
— —arccosz € [——, —
2 272
Como a funcao seno ¢ injectiva em [—7, §], entao
. . ™ ™
x =siny = sin (5 — arccos x) =y =5 —arccosz
o que demonstra o resultado. ]

Propriedade 3
1. VzerIkezarceos (cosx) = +x + 2km;
2. Vaer3pezarcsin (sinz) = (—1)%z + kn;
J. vaceIR—{(QtJrl)g: tez}akeZaTCtg (tgz) = x + k.

Demonstragao: Iremos apenas provar 2., pois as outras duas propriedades sdao semelhantes.

15



(a) Se z € [~F, 5], entdo, por definicao de funcao inversa,
y =sinz <= x = arcsiny
com y € [—1,1]. Substituindo y por sinz na segunda equagao, vem

x = arcsin (sin )

Portanto 2. é verdadeira para k = 0.
(b) Se z €]Z,3], entdo r —x €] — 3, %] e
arcsin (sinz) = arcsin (sin(r —z)) =7 —
por (a). Entao 2. é verdadeira com k = 1.
(c) Se x & [—Z, 3], entdo existe um ¢ € Z tal que
m 37
x+ 2w € [—5, 7]
e héa dois possiveis casos:
(i) Se z + 2tw € [-7, F], entdo, por (a), tem-se
arcsin (sinz) = arcsin (sin(x + 2t7))

= z+2m=(-1)%*+2n

e portanto 2. é verdadeira com k = 2t.
(i) Se z + 2tr €]Z, 3X] entdo por (b), vem

arcsin (sinz) = arcsin (sin(z + 2tr))
m—(x+2tr) = —x+ (1 —2)m
(-2 4 (1 - 2t)7

2 Funcoes hiperbdlicas

Definicao 1 Para qualquer x € R,

X —X
chx = cte
2

et _ o7

h = —
shx 5

16



Consequéncias da definicao:

(i) chx > 0, pois e > 0 para todo z € R.

(ii) |shz| < chz, pois a soma de dois nimeros positivos é sempre superior a sua diferenca.

Definicao 2 Para qualquer x € R,

Notar que th z existe para qualquer x € R, pois chx > 0 para todo z € R. Além disso

h
tha| = 2Bl

para todo = € R.
Propriedade 4
1. chx +shx = €%, para qualquer x € R.

xT

2. chx —shx =e 7, para qualquer x € R.

3. ch?x —sh®z = 1, para qualquer z € R.

Demonstragao: Para qualquer x € R,

eF+e ™ ef—e® 2e*

1. h h = = — = z
chx +shx 5 5 e
eL4+e ™ ef—e* 2eF
2. h — h = — = = -z
chz —shux 5 5 5 e

3. ch?x —sh?z = (chz +shz)(che —shz) =¢e®- e =1

O

As férmulas das fungoes hiperbdlicas apresentadas na tabela 3 s@o consequéncias mais ou

menos imediatas das defini¢ées de ch z, shx e thz. A titulo de exemplo provemos uma dessas
propriedades.

Propriedade 5 Para quaisquer x,y € R,
ch(z+y)=chx chy+shzshy

Demonstracao: Para quaisquer x,y € R tem-se
eP+e " e¥4e Y . et —e* e¥—eY
2 2 2 2

[emey +e e Y+ (exe_y + e_mey) +ete¥ e Te Y — (eme_y + e_zey)]

chx chy+shzxshy =

NGOG,

(e"e? + e "e V) = % [e“y + ef("Hy)} =ch (z +y)

17



Funcoes hiperbdlicas inversas

(I) Fungao Argumento Cosseno Hiperbdlico

R
h x

TR —
T
)

o

nao é injectiva (ver grafico em Tabela 2) em R, mas é injectiva em [0,+oco[. Além disso
m

CD; = [1,+00[. Entao a sua restrigao a [0, 4+o00[ tem a inversa

f_lz[l,—l—oo[ — R
y +—— argchy

Da definicao de fungao inversa, tem-se
v906[07+C><>[vye[1,+oo[ [y =chx <= = = argch y]

e portanto
Vae[0,400] argch (chx) =

Vyell,+o00] Ch (argchy) =y

Para z < 0, ch x existe e tem-se
argch (chz) = argch (ch (—x)) = —x

pois —x > 0. Donde

Vzer argch (chz) = |z|

(IT) Fungao Argumento Seno Hiperbdlico

A funcao:
fix+—shx

é injectiva em R e portanto tem inversa (CD; = R):
R — R
y +— argshy

Donde
Vaer Vyer [y = shz <= z = argshy]

ou seja,

Vzer argsh (shz) =z, sh(argshz) =z

18



(IIT) Funcao Argumento Tangente Hiperbdlica

A funcio:
frzr—tha
¢ injectiva em R = D¢ e o seu contradominio é | — 1,1[. Donde tem inversa:
ft]-11 — R
y +—— argthy
Portanto

Vyel-1,1] Veer [y = thx <= 2 = argthy]

Substituindo x pelo seu valor argth y na primeira equagao, vem

Vye)-1,1 th (argthy) =y

Fazendo o mesmo com y, vem

Vzer argth (thz) =z

Para calcular os valores das fungoes hiperbdlicas inversas, tem-se

Propriedade 6

1. argchx = log (:C + vV — 1) para qualquer © > 1.

2. argshz = log (:c + Va2 + 1) para qualquer x € R.

3. argthax = %log Gi‘—m> para qualquer x €] — 1,1].

xT

Demonstracao: Provemos apenas 1., pois as demonstracoes de 2. e 3. sao semelhantes.
Seja
y = argch x

e provemos que

yzlog(m—i—\/x?—l)

Da definicao de funcao inversa, tem-se

Y1y 1
chy=z = i:x@ey+—:2x
2 ey
— e —2reY4+1=0

2r +V4x?2 —4
= Y=V 7 2:6 =zxtVaz?-1

Para x = 1 tem-se vx2 — 1 = —v/z2 — 1 = 0. Por outro lado, para x > 1, tem-se

argshz > 0= ¢ > 1
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Mas

O<z—l<z4+1 = (@@-12<22-1=/(z-1)2<V22-1

— r-l<vVrri-l—=z—-—vV22-1<1

Donde é impossivel ter-se

ey =ux—+z?2-1
Entao

ey =x+VaZ-1
e

yzlog<x+\/x2—1>

3 Funcoes Limitadas, Infimo, Supremo, Maximo e Minimo

Uma funcao f é Limitada Superiormente, Limitada Inferiormente ou Limitada se e sé se o
seu contradominio é um conjunto limitado superiormente, limitado inferiormente ou limitado
respectivamente. Da definicao de contradominio obtém-se as seguintes equivaléncias

[ ¢é limitada superiormente <= JIM € RVx € D; f(x) <M
[ ¢é limitada inferiormente <= dm € R Vx € D; f(x) >m
[ élimitada < IMecRImeRVreDym< f(x) <M
< JbeR" |f(x)| <D

O gréfico de uma funcdo limitada superiormente (inferiormente) nao pode estar acima
(abaixo) de uma recta paralela ao eixo X’X. Além disso o grafico de uma funcao limitada esta
compreendido entre duas rectas paralelas ao eixo X’X.

Um exemplo de uma fungao limitada inferiormente mas nao superiormente é a funcao
exponencial

fiz—ad" (a>1)

Na realidade a®* > 0 para qualquer x € R mas nao é possivel encontrar um S > 0 tal que
a® < B para todo x € R. Por outro lado a fungao seno é limitada, pois —1 < sinz < 1 para
qualquer x € R.

Se f é limitada superiormente (inferiormente) entdo pelo axioma da continuidade o seu
contradominio tem supremo (infimo). A esse ndmero real S (I) dd-se o nome de Supremo
(Infimo) de f e escreve-se

S = sup f(x), I = inf f(z)
€Dy z€Dy
Assim 0 é o infimo da fungédo exponencial e —1 e 1 sdo respectivaemente o infimo e o supremo
da fungao seno.
Se existe um = € Dy tal que f(x) = S, isto é, se S € CDy entao S toma o nome de
Maximo Absoluto ou simplesmente Méximo de f e escreve-se

S pr—
max f(x)
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Do mesmo modo, se existe um x € Dy tal que f(x) = I entdo chama-se Minimo Absoluto ou
simplesmente Minimo de f e escreve-se

I = mi
zrgg;f(fﬂ)

Os numeros reais onde a funcao f atinge o maximo e o minimo, isto é, os nimeros x; e
xo tais que f(z1) = S e f(x2) = I, chamam-se respectivamente Maximizante e Minimizante.
Por outro lado, se S ¢ CDy¢ (I ¢ CDy) diz-se que f nao admite maximo (minimo). Assim
por exemplo a funcao exponencial ndo tem minimo pois nao existe nenhum numero real x
tal que a® = 0. Por outro lado, 1 é o maximo da fungao seno sendo os seus maximizantes da
forma z = (4k +1)5 (k € Z).

4 Funcoes Mondtonas

Se f é uma funcao real de varidvel real entao
(i) f é crescente <= Vo € Dy Va' € Dy [z <2’ = f(x) < f(2')]
(ii) f é decrescente <= Va € Dy Va' € Dy [z <2’ = f(x) > f(a')]

Diz-se que f é Mondtona se for crescente ou decrescente.
Para verificar se uma fun¢ao é monétona, tem de se estudar o sinal de f(z) — f(z') para
quaisquer z e x’ tais que x < x’. Assim por exemplo para estudar a monotonia da fungao

f*R — R
r — y=2zx+1

sejam x, ' dois nimeros reais quaisquer tais que x < z’. Entao
flx)—f@)=02x+1)— 22 +1)=2(x—2") <0

Donde
r <2 = f(x) < f(2))

e f é crescente em R.
Em geral ¢ dificil estudar a monotonia de uma funcao a partir da definigao. Como veremos
mais adiante a derivada de uma fungao serd muito 1til a este respeito.
5 Exercicios sobre Igualdades e Desigualdades
Exercicio 1 Resolva a sequinte equagdo
arctg |x3 — 422 + 3| =0

Resolugao: O grafico da fung@o arco tangente mostra que

arctg ‘x3—4x2+3‘ =0 ‘x3—4x2+3 =0

Além disso
2% — 42 43| = 0= 2" —42° +3=0
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Portanto o problema reduz-se a determinacao das raizes de um polinémio de grau 3. Como
x = 1 satisfaz
2 — 422 +3=1-4+3=0

entao
23 — 42 +3 = (x — 1)(az® + bz + ¢)

A determinacdo do polinémio az? + bx + ¢ pode ser feita usando a Regra de Ruffini:

1 —4 0 3
1 1 -3 -3

T 3 3] 0 =R

Donde
2?42’ 43 =(x—-1)(2? -32-3)=0<=2-1=0vVa?-32-3=0
Mas
i) z—-—1=0<=z=1
(ii) Para determinar as raizes de x? — 3x — 3 = 0, tem-se
A=0b*—4ac=(-3)>—4(-3)=21>0

e portanto as raizes sao

6+ v21
rT=——""
2

Entao as raizes da equacao sao

6—1—\/21\/ 6 — /21
= €T _—

x x 5 5
Exercicio 2 Resolva a seguinte inequag¢do
logz +1 S
logz +2| —
Do grafico da fungao maédulo tem-se
yh y=lz
y=2
0 x
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I 1 I 1 I 1
og T + ‘_2@ og T + , Jogz +

logx + 2 logx +2 — logx +2 —
1 1
(i) Resolugao de oert >
logx + 2
logx + 1 - logz +1—2(logx + 2) -0
logx +2 — logx + 2 -
— (logz + 3) >0
logx +2 —
Y
b
ol ¢« B x
R y=—-2

Do grafico da funcao logaritmo, tem-se o seguinte quadro:

0 o B +o00
logz + 3 - 10|+ ]+ +
log x + 2 —|—-]—=-101]+
F -0 |+ |N| -

Os valores de « e de 3 sao determinados resolvendo as equagoes
logx = —3, logx = —2

respectivamente (pois sdo as abcissas dos pontos de intersecgao da curva de equagao
y = log x com as rectas y = —3 e y = —2 respectivamente). Donde

alogr=-3= €% =¢3 —= g =¢3

B:loger=—-2= €8T =¢ 2 —= g =¢2
Entao: ) .
08T + >2e=zxcle e’
logx + 2
1 1
(ii) Resolugao de il < -2
logx + 2
1
ogx +1 < _9 10gx—|—1+210gx+4<0
logx +2 — logx + 2 -
3(1 s
(logz + 3) <0
logz+2 —
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Procedendo como anteriormente (determinagao de v e 8 é semelhante ao caso anterior),
obtém-se o seguinte quadro:

0 « 15} 400
log:c+§ - =1—=101]+
log x + 2 10|+ ]+ +
F +|N|[—=]0]|+
Donde: 1 )
08T + <2<z 6]672,67%]
logz + 2
Entao tem-se
logz +1

logz +2| —

5
‘ >2 <= zeclede?[Vac)e?e 3]
— zecle 3 e?Ue e
Exercicio 3 Determine o dominio da sequinte funcdao:

log (arctgw — %)
Ve —1-2

Resolugao: O Dominio de uma funcao determina-se retirando ao conjunto dos niimeros reais
os conjuntos definidos pelas restrigoes apresentadas na férmula que define a funcdo. Assim,
no nosso caso tém-se as seguintes restricoes:

frxr—

(i) arctgz —§ >0
(i) e* —1>0
(ili) Ve —1#2

(i)

|
N

Tendo em conta o grafico da fungao arco tangente tem-se o seguinte quadro:

—00 o +00

™

arctgx — 7 -1 0|+
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A determinagao de « é feita a partir da fungao inversa:
™ ™
arctgr = 1 < tg (arctgz) = th = z=1

Donde v =1 e x €]1, +o0].

(i)

—00 0 +o00

Donde x > 0.
(ili) Para resolver v/e? — 1 # 2, considera-se a equagao
Ver —1=2
Entao x > 0 paraseter e —1>0¢e
(Ver —1)" =2 = " —1=4e= " =3
— 1z =1log3

Donde
Ver —1#2 <=z #log3

De (i), (ii) e (iii) tem-se
x>1Az>0Ax#log3

e portanto
Dy =]1,1og 3[U]log 3, +00]

. 5%
arcsin | cos —
4

Exercicio 4 Calcule
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Resolucao: Tem-se

. V2 s
arcsin | —— | = —=
2 4
. 5T T
arcsin (cos — | = ——
4 4

\/1—x2+ x
T V1+ a2

Donde

Exercicio 5 Mostre que

tg (arccos z) + sin (arctg z) =

Resolugao: Como

cos(arccos ) = x A sin?(arccos ) = 1 — cos®(arccos z)

entao

sin?(arccos z) = 1 — 2

Mas arccos z € [0, 7] e portanto sin(arccos z) > 0. Donde

sin(arccos ) = /1 — a2

Entao
sin(arccosz) V1 — a?
tg (arccos x) = =
cos(arccos x) x

Por outro lado,
1

tg (arctgz) = 2 A 1+ tg? (arctgz) = —5———
g (arctgz) = x A 1+ tg” (arctg x) o2 (arctg 1)

2
cos“(arct = —F
s“(arctg x) T2

Mas arctgz € }—%, 5 [ e portanto cos(arctgz) > 0. Entao

1
cos(arctg 1) = ——
Vita
Donde
tg (arctgx) = M sy — %ftgw)
cos(arctg x) o
xX
e x
sin(arctgz) = e
+x
Portanto

\/l—avz+ x
T V1 + 22

tg (arccos x) + sin(arctg x) =
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Exercicio 6 Resolva a equacdo
argsh (thx —2tgx — 3) =0
Resolugao: Do gréfico da funcao argsh tem-se
argsh (tgzx — 2tgx — 3) =0<=tg?z —2tgz —3=0
Para resolver a segunda equacao, faz-se a mudanca de varidvel y = tgx para se obter
y2 —2y—3=0

Esta equacao tem raizes y = 3 e y = —1. Donde tem-se

tgr =3Vtigr =—-1

Mas:

tgrx =3 = arctg(tgz) = arctg3
— x4+ km=arctg3, keZ
— x=arctgd+km, k€Z

tgrx =—1 = arctg(tgz) = arctg(—1)
= x—i—lm:—%, kel

= x:—%Jrlm, ke Z

Donde as raizes da equacao dada sao

x:—%—i—kw, ke

x=arctgd+km, k€%
Exercicio 7 Determine o contradominio da funcao
fix+—1+sinx

Resolucgao:
CDy={y€R: Fpep, y = f(2)}

Portanto para calcular CDy ¢ preciso determinar o conjunto dos nimeros reais y para os quais
existem = € Dy satisfazendo y = f(x). Por isso hd que primeiramente obter a expressao de x
a partir de

y=f(z)=1+sinz
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ou seja, resolver esta equagao em ordem a x. Mas

y=1l4+sinr < y—1=sinz
<= arcsin (sinz) = arcsin (y — 1)
— (-D)rz+kr=arcsin(y—1), k€ Z
— o= (-1)Flarcsin(y — 1)+ kn], k€ Z

Entao
CDf={yecR: -1<y—-1<1}=10,2]

pois:
i) y—1>-1l<=y=>0
(i) y—1<1l<=y<2

Exercicio 8 Dadas as fungoes f:x—logx =y e g : y — argch (y +5) = z, determine a
funcgdo go f e o respectivo dominio.

Resolucao: Para cada z tem-se

(9o f)(x) = g[f(z)] = argch (log z + 5)

Para calcular o dominio de g o f tem-se:

(i) x>0
(ii) logz +5>1=logz > 4=—=1>c*
y=logx
YA
x
; -
y=—4
I
Donde:
gof: [6_4,+OO[ — R
x +—— argch (logz +5)
Exercicio 9 Verifique se a funcdo f: x+—— chx € par ou impar.
Resolugao: Como Dy =R e
—x —(—z) —x x
ch(—x):e +2e — ;e =chz

entao f é par.
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6 Propriedades dos Limites de Funcgoes

Nesta seccao apresentamos as demonstragoes de quatro propriedades das operagdes com limi-
tes.

Propriedade 7 Se lim f(z) =/, lim g(x) = m e {,m sdo numeros reais, entdo
rT—a r—a

lim [f(z) +g(x)] =L+ m

r—a

Demonstracao: Consideremos apenas o caso de a ser um nimero real. Entao temos que
provar que para qualquer 6 > 0, existe um ¢ > 0 tal que

|z —a| <INz #a=|f(z)+g(x) —(l+m)| <6

Seja entao # um numero positivo qualquer e procuremos o § > 0 que torna possivel essa
implicacao. Como
lim f(x)=1¢

T—ra

entdo para 6 > 0, existe d; > 0 tal que:

9
\x—a\<51/\x7éa=>\f(x)—€]<§

Do mesmo modo

lim g(z) =m

implica que para esse 6 > 0, existe d > 0 tal que

0
|t —a| <Nz #a=|glxr) —m| < =

2
Como
|f(x) +g(z) —(L+m)] = [(f(z) =€)+ (9(x) —m)|
< |f(z) =+ |g(z) —m]|
entao para
6 = min {(51,(52}
tem-se
_ |z —a| < Az#a
|t —al <INz H#a = { w—al<GAzta
{ |[f(z) =] < §
lg(x) —m| < §
0 0
= |f(z)+g(x)— (l+m)| < 5—1-5 =0
Isso estabelece o resultado. O

Propriedade 8 Se lim f(z) =/, lim g(x) = m e £, m sdo nimeros reais, entdo
T—a r—a

lim [f(z) - g(z)] = £-m

r—a
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Demonstracao: Consideremos apenas o caso de a ser +00, pois as demonstragoes dos outros
casos sao semelhantes. Tal como anteriormente, temos de mostar que para qualquer 6 > 0,
existe d > 0 tal que

x>0 = |f(z) g(x) —lm| <6

Seja entdo # um ntmero qualquer positivo e procuremos o ntmero ¢ > 0 que torna possivel
essa implicacao. Tem-se

|f (@) - g(x) — £ml

|f(z) - g(w) — Lg(z) + Lg(z) — m]
|f(@) = 2] |g(z)| + [€] |g(x) —m)|

IN

Como

mll}I-lr—loo g(:c) - m

entao para esse 6 > 0, existe d; > 0 tal que

v > 0 = |g(z) —m| < 2
S 201+ 1)
Portanto para x > 41,
0
m—-————--<gx)<m-4+ —7——
21+ < < A
Como —|m| <m < |m|, § >0 e |¢| >0, entdo
o) < a=|m|+ 5
T a=|m|+———
! 201+ 1)
para z > 1. Por outro lado
lim f(z) = ¢
implica que para o mesmo 6 > 0, existe do > 0 tal que
> 0y = | f( )—€|<i
X 2 X %
Portanto para § = max{d;,d2} tem-se
x>0 = |g(z)—m|< A1) Alg(z)| < a
x>0 —
0
x>0 = |[f(x) -4 < —
2a
— 1f(2) - g(e) — | < ot [ <0
T AN S 5 2(1 + [{])
Isso estabelece o resultado. ]

Propriedade 9 Se lim f(z) =¢ <0 e lim g(z) = +00, entdo
r—a Tr—a

lim f(x) g(x) = —oo

T—a
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Demonstracao: Iremos apenas considerar o caso de a ser —oo. Se lim f(z) = ¢ < 0, entao
Tr—a

para qualquer 6 > 0, existe § > 0 tal que
r< —0=|f(x)—¢ <0
ou seja,
(—0< flx)<l+0
para x < —¢0. Em particular, para 6 > 0 tal que o = £+ 0 < 0, existe um d; > 0 tal que
r<—0 = f(z)<a<0

Provdmos assim que f(x) é negativa quando = pertence ao intervalo | — co, —d1][.
Para estabelecer o resultado pretendido, temos que provar que para qualquer 6 > 0, existe
um 0 > 0 tal que
r<—0= f(z)g(x) < —0
Como
lim g(x) =400

T—r—00

entdo para esse 6 > 0, existe um do > 0 tal que
r < —0y = g(x) >0
Portanto para § = max{d;,d2} tem-se
r<—0 = f(z)<0

< —0= = f(z) -g(z) < —0
r< =0 = g(x)>0

Isso estabelece a igualdade. O

1 1
Propriedade 10 Se lim f(x) =t # 0, entdo lim —— = —

T—a T—a f (:C) t .

Demonstracao: Consideremos apenas o caso de a € R. Temos que provar que para qualquer
0 > 0, existe um ¢ > 0 tal que

1

1
T —a <5/\x7£a:>‘———‘ <40
v @
Mas
11 _ [t f@)| _ @)~
flx) ¢ tf(x) |f (@) ]]
Para provar o teorema, comegcamos por mostrar que existe um « > 0 tal que
! <
o
|f (@)
Como

lim f(z) =t #0
entao para qualquer 6 > 0, existe um ¢ > 0 tal que
|zt —a|<dNzFa=1t—-0< f(z)<t+¥6

Podemos agora considerar dois casos:
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(i) Se t > 0, entdo para 6 > 0 tal que t — 6 > 0, existe um 0] > 0 tal que |z —a| < 0] e
x # a implica

1 1
flz)>t—0>0= — <

@) <=0
(ii) Se t < 0, entao para 6 > 0 tal que ¢t + 0 < 0, existe um &7 > 0 tal que
|z —al <6/ ANx#a= f(z)<t+60<0

Entao 1 1 1
—f@)> —(t+0)>0= B OO e

Em ambos os casos existe um o > 0 e um d; > 0 (] ou d7) tais que

o,
|/ ()]

Seja agora  um niumero real positivo qualquer. Como lim f(z) =t # 0, existe um J, > 0 tal
Tr—a
que

|t —al| < ANz #a=

)t
|:c—a|<52/\x75az|f(:ﬂ)—t|<%

Entao para § = min{dy,d2}, tem-se

|t —a|<h ANzx#a = T < @
|zt —al| <Nz #a =

|t —al < hNx#a = |f(x)—t|<%
T Y LIRS
() t]  [f@)  alt
e isso estabelece o resultado pretendido. O

7 Principio do Enquadramento

Principio do Enquadramento:

Seja a = —00, a”, a, a™ ou +00, com a € R e I um intervalo contendo a ou com extremo
em a. Se
Vaer f(x) < g(x) < h(x)
e
lim f(z) = lim h(x) = ¢
entao
lim g(z) =/
Tr—a

onde £ € RU {—o0, +00}.
Demonstracao: Consideremos apenas o caso em que a = +0o e £ € R. Temos que provar
que, para qualquer 6 > 0, existe d > 0 tal que

r>0=1—-0<g(x)<l+80
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Como
lim f(z)= lim g(z)=1¢

T—r+00 T—+400

entdao para esse 6 > 0, existem &1 > 0 e d2 > 0 tais que

x>0 =>0—-0<f(x)<l+0

x>0 =>0—0<h(x)<l+0
Mas f(z) < g(z) < h(z) para todo x € I e portanto § = max{d;,ds2} torna verdadeira a
implicacao pretendida. 0

Aplicagao do Principio do Enquadramento: Mostrar que

. sinx
lim
r—+oo I

=0 (1)
No célculo deste limite nao se podem usar as propriedades da Tabela 3, pois
lim sinz
r—r+00
nao existe (fungoes periédicas nao podem ter limite quando x tende para +o0o ou —oo). Mas

0<|sinz| <1

para qualquer z € R e portanto podemos suprimir sinx por enquadramento. Com efeito
tem-se

sinz | sin z| 1
0< = < =
x |z |z|
Como 1
lim 0= lim — =0
r—r+00 T—+00 ‘,’I;’
entao pelo Principio do Enquadramento, tem-se
. sin
lim =0
T—>+00 xT

Para estabelecer o resultado pretendido, notemos que —|a| < a < |a| para qualquer nimero
real. Isso torna possivel fazer desaparecer o médulo por enquadramento. Com efeito, tem-se

sinx sinx sinx
T T x
e . .
. sinx . sinx
lim = lim |- =0
r——+00 x r——+00 x
Donde .
. sinx
lim =
r—+oo I
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Como exemplo de aplicagao desse resultado, mostremos que

. 3
x sin xTH‘
lim ——— =0
z——00 x3 4+ 2
Com efeito,
. 3 +2
lim
T—r—00 €T
é mais ou menos infinito e portanto
3
. x° + 2
lim ' = +00
r—r—00 €T

Além disso quando x tende para —oo,

3+ 2 3+ 2 ' 342
> 0= —
x x
Entao de (1), vem
xsin x—”‘ sin x3+2‘
li =1 S )
z——00 x°+ 2 T——00

8 Funcoes Continuas

Como exemplo de uma demonstracao de uma propriedade das func¢oes continuas provemos o
seguinte resultado.

Propriedade 11 Se f é continua em A, g € continua em B e f(A) C B, entdo
gofrar—glf(x)]
€ continua em A.

Demonstracao: Temos que provar que para qualquer a € A,

lim g [f(2)] = g[f(a)]

T—ra

Como f é continua em A e a € A, entao

lim f(z) = f(a)

T—ra

Por outro lado f(A) C B e portanto g é continua em f(A). Donde para qualquer b € f(A),

513}) 9(y) = g(b)

Em particular para b = f(a) vem

, E?(l@ g(y) = g[f(a)]
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Entao
lim f(z) = f(a) A , ii;r(la)g(y) =g[f(a)]
Donde
lim g [f(z)] = g[f(a)]

T—ra

e go f é continua em a. Como a é um elemento qualquer de A, entdo go f é continua em A.
d
Um outro resultado importante é apresentado a seguir.

Propriedade 12 Se f ¢ continua em a € Dy e f(a) <y (f(a) > y) entdo existe um intervalo
I =la—46,a+9 tal que f(x) <y (f(x) > y) para todo x € I.

Demonstragao: Seja f continua em a e f(a) < y. Entao

lim f(z) = f(a)

T—ra

e portanto para qualquer 6 > 0, existe um ¢ > 0 tal que
z €la—0d,a+ 0= f(a)—0 < f(x) < f(a)+ 0

Em particular, para 6§ > 0 tal que f(a) + 6 < y existe um § > 0 tal que f(x) < y para
x €]la —d,a + 6[. A demonstragdo para f(a) >y é semelhante. O

9 Propriedades das Fungoes Continuas em Intervalos

Teorema dos Valores Intermédios: Se f € uma fun¢ao continua em [a,b] ey é um nimero
real compreendido entre f(a) e f(b), entao existe um ¢ €)a,b] tal que f(c) =y.

Demonstracao: Consideremos sem perda de generalidade que f(a) < f(y) < f(b). Como f
é continua em a, entao

lim f(z) = f(a)

z—at

Vo=0 Js>0 [a<z<a+0= fla)—0< f(x) < f(a)+ 0]
Seja 0 > 0 tal que y = f(a) + 0. Para esse 0, existe § > 0 tal que
Veclaars) [(T) <y
Consideremos agora o conjunto
A={tea,b]: f(x) <y para todo z € [a,t]}

Entdo A é limitado superiormente por b e existe ¢ = sup A. Para provar o teorema, iremos
mostrar que f(c) =y. Como f(c) e y sao dois nimeros reais, entao ha trés hipdteses, a saber
f(e) <y, f(c) >y ou f(c) = y. Para estabelecer o resultado pretendido iremos provar que
as duas primeiras sao impossiveis.
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(i) f(¢) <y — Como
lim 7(x) = f(c)

entao para 6 > 0 tal que f(c) + 6 < y, existe 6 > 0 tal que
c—d<zx<c+d=fle)—0< f(z)< fle)+0<y
Portanto f(x) < y para x > ¢, o que é impossivel por ¢ ser o supremo de A.
(ii) f(c) >y — Entao para 6 > 0 tal que f(c) — 6 > y, vem
c—d<z<c+d=y<flc)—0< f(x) < flc)+0

Portanto f(x) > y para < ¢ o que é impossivel por ¢ ser o supremo de A. O

Teorema de Weierstrass: Se f € uma fun¢ao continua em [a,b], entdo tem nesse intervalo
um mdrimo e um minimo.

Demonstragao:
(i) Provemos primeiramente que f é limitada em [a, b], isto é,
Imer IMer Yoepp m < flz) <M

Iremos apenas mostrar a segunda desigualdade, pois a primeira é semelhante. Para isso
usaremos o método de reducao ao absurdo. Suponhamos que

V>0 Jaeglap) f(d) > M

eseja = f(d)— M > 0. Como f é continua em [a, b], para esse § > 0, existe § > 0 tal

que
o —d <6Arz#d= f(d)—0< f(z)< f(d)+8
Donde
Viso Jsso [z —d[ <o Az #d= f(z) > M]
e
lin}lf(x):-f—oo

o que é impossivel por f ser continua em d.
(ii) Como f ¢ limitada em [a, b], entdo existem

S = sup f(z), I = inf f(x)
z€fa,b] z€[a,b]

Para provar que f tem maximo e minimo em [a, b] temos que provar que existem x; €
[a,b] e x2 € [a,]] tais que
flx) =S, flag) =1
Mostremos apenas a primeira igualdade, pois a outra é semelhante. Da definicao de
Supremo de f em [a,b] tem-se
vme[a,b] f(SC) <S5
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Vs>0 yelap) [(y) >S5 =0

Se nao existir x1 € [a,b] tal que f(x1) = S, entao f(z) < S para todo z € [a,b] e a
funcao
1
g:T— —————

S— f(z)
é continua em [a, b]. Além disso para qualquer § > 0, existe sempre um y € [a, b] tal que
) 1 o 1
9\VY) = 7 5~ %
S—fly) = ¢
Donde g nao é limitada em [a, b], o que é impossivel por g ser continua nesse intervalo.

g

E evidente do ponto de vista geométrico que se f é uma funcao continua e derivavel em
[a, b], entao
f tem méximo (mfnimo) em g €|a, b= f'(x¢) =0

mas o resultado nao é necessariamente verdadeiro para a e b.

m[ir%} f(z) = f(o), m[a)li)} f(x) = f(d) e f'(d) = f'(¢) = 0, pois as rectas tangentes ao gréfico
xr€|a, re|a,

de f em P(c, f(c)) e P(d, f(d)) sao paralelas a X'X.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
a d b

m[ir%]f(x) = f(a), m[a)lc)}f(x) = f(d) mas f'(a) # 0, pois a recta tangente & curva em
xr€|a, re|a,

P(a, f(a)) nao é paralela a X'X.
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Teorema 1 Se f € definida num intervalo I, € derivdvel num ponto interior xy desse inter-
valo e tem wm mdximo ou um minimo em xq, entao f'(xg) = 0.

Demonstragao: Suponhamos que f tem maximo em xg €]a, b[. Entao

f(@) < flxo)

para todo x € [a,b]. Por outro lado, como f é derivavel em xg, entao

f(x0) = fi(zo) = falxo)

Mas
/ - . f(x) — f(xO)
falzo) = mlfilg vz 20
felzo) = lim J@) = Jw)
Ty T — X

por estes limites existirem e x > zo (z < xg) quando z tende para zg & direita (a esquerda).
Donde
f'(zo) = 0e f'(zo) <0 = f'(z0) =0

0

Se 0 dominio de uma func¢ao continua é um intervalo I nao fechado, entao f pode nao
atingir um minimo ou um méximo nesse intervalo. Contudo é possivel demonstrar a existéncia
de limites nos extremos desse intervalo se a funcao f for mondtona.

Teorema 2 Se f é mondtona no intervalo |a,b[, entdo

lim f(z) e lim f(x)

r—a r—b

existem (limites laterais se a e b sGo nimeros reais).

Demonstracao: Iremos apenas provar o caso de b € R e f ser crescente em |a, b], estabele-
cendo as seguintes propriedades:

(i) Se sup f(z) nao existe, entdo lim f(z) = +oo.
x€a,b] T—b~

(ii)) Se sup f(z) =95 € R, entao lim f(z)=295".

z€la,b| r—b~

Para estabelecer a condicao (i), suponhamos que

sup f(z)
z€la,b|

nao existe, ou seja, que
Vo0 Jyeclap) f(y) >0
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Mas se y €]a, b, entao existe § > 0 tal que y = b — 4. Como f é crescente em |a, b[ tem-se
b—o<zx<b= f(y) < f(z)
Donde
Voso g0 [b—d<ax <b= f(z) > 0]
e lim f(x)= +oo.
r—b—

(ii) Suponhamos agora que

S= sup f(z)eR
x€a,b]

Entao f(z) < S para qualquer x €]a,b[. Por outro lado, para qualquer 6 > 0, existe y €]a, b|
tal que f(y) > S — 6. Se § > 0 satisfaz y = b — § entao, por f ser crescente, vem

b—d<z<b= f(x)> f(y)>S—10

Donde
Voo o550 b—d<z<b=5—-0< f(z) <S]
e
lim f(x)=5"
z—b—

De modo semelhante se estabeleciam as seguintes propriedades:

(i) f crescente em ]a, b = lim f(x) = I ou —oo com
Tr—a

I = inf
zé?a,b[f(x)

(ii) f decrescente em |a,b] = lin}) f(x) =17 ou —o0
z—

(iii) f decrescente em Ja,b] = lim f(x) = S~ ou 400

r—a

Teorema 3 Se f ¢ continua num intervalo I, entdo f € injectiva em I se e s6 se € crescente
ou decrescente em I.

Demonstracao: Suponhamos que f nao é crescente nem decrescente em I. Entao existem
1, To e x3 em [ tais que

z1 < 39 < x3, f(21) > f(22), fl23) > f(72)

Seja y tal que
f(x2) <y <min {f(z1), f(z3)}

Como f é continua em [z, x2], entao, pelo Teorema dos Valores Intermédios,

El!l‘oe}xl,xg[ y= f(:CO)
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Do mesmo modo, como f é continua em [x2, z3], entao

3$66}z2,z3[ Y= f((L‘())

Portanto z{, # x satisfazem f(x¢) = f(x(), o que é impossivel, por f ser injectiva.

Para provar a implicagdo inversa, seja f uma fungéo crescente ou decrescente em I. Se
x # 2’ entdo x < 2’ ou x > a’. Mas f é crescente ou decrescente em I e por isso f(z) < f(z')

ou f(z) > f(«'). Portanto f(z) # f(a') e f é injectiva em I.
Teorema 4 Se f ¢é continua e injectiva num intervalo I, entdo

(i) f crescente em I == f~1 € crescente em I.

(ii) f decrescente em I = f~1 ¢ decrescente em I.
Demonstracao: Da defini¢ao de funcao inversa tem-se
)
1 (y2)

vy =f(r1) = n1
y2 = f(z2) <= x

para quaisquer x1,x2 € Dy e y1,y2 € Dy-1. Entao

f(z2) = f(21)

T2 — I

f crescente em I <= Vg, 4, >0

Y2 — 1
= Vo [ y2) — fH ()

S y2) — f ) S
Y2 — 4%

>0

0

= Vyity

— f~! crescente em Dy

g

0

Teorema 5 Se f € continua e injectiva num intervalo I, entdo f~' € continua no seu

dominio.

Demonstracao: Se f é continua e injectiva em I, entao, pelo teorema 3, f é crescente ou
decrescente em I. Suponhamos que f é crescente em [I. Entao, pelo teorema 4, 0 mesmo
acontece com f~!. Para estabelecer que f~! é continua no seu dominio, seja yg € Dy

qualquer e provemos que

lim £~ (y) = f~" (o)

Y—Yo

ou seja, que para qualquer 6 > 0, existe um § > 0 tal que

Yo—6<y<yo+oAy#yo=f""yo)—0<f(y)<f '(yo)+0

Sejam # um nimero real positivo qualquer e x, xq tais que

{ y=f(z) <= z=f"(y)
yo = f(z0) <= z0=f""(yo)
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Entao
F ) =0 < f Y y) < fly)+0 = 20—0<z<20+0

Mas, como f e f~! sdo crescentes nos seus dominios, entao

xo—0<x9 <= flrg—0)< flzg) <= y1 <o

xo<x9+0 <= flxg)<flxzog+0) <= yo<yo
com

y1=f(xo—0), y2 = f(xo +0)
Sejam
Y1 =yo — 01, Y2 =yo + 02

com d1,02 > 0. Se § = min {41, 2}, entdo

YW—0<y<y+oé — axg—0<x<ax9g+0
= o) —0<f ') <f yo)+0

Donde f~! é continua em 7. O

10 Limites e Continuidade das Funcoes Elementares

Nesta seccao iremos comegar por mostrar que todas as fungoes elementares sao continuas nos
seus dominios.

(i) Fungoes Poténcia e Raiz

Para todo a € R,

lim 2" = a™
TrT—a

pela regra do produto do limite de fun¢es. Entao a fungao poténcia de expoente natural
é continua em R. A fungdo raiz é continua no seu dominio, por ser a inversa de uma
func¢ao continua num intervalo. Portanto

lim /2 = ¥a

T—a

sendo a > 0 no caso de n par.

(ii) Funcao Mdédulo
Para todo a € R,

lim |z| = |a]
Tr—a

Com efeito se § é um nimero real positivo qualquer, entdo existe § = 0 tal que

|zt —al <d=||z| —|a|]| < |z —a] <6

Entao a funcao modulo é continua em R.
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(iii) Funcoes Circulares

Provemos que a funcao seno é continua para qualquer a € R. Da figura tem-se
|sinz —sina| = |PQ| < |z — a]
e portanto para qualquer 6 > 0, existe 6 = 0 > 0 tal que
|t —al| <d ANz #a=|sinz—sina| <0
Donde

lim sinx = sina
Tr—ra

A demonstracao para a funcdo cosseno é semelhante. Além disso a funcao tangente
é continua no seu dominio, pois é o quociente de duas funcées continuas em R e o
denominador é nao nulo. Finalmente as funcoes circulares inversas sao todas continuas
nos seus dominios devido ao teorema 5.

(iv) Funcoes Exponencial e Logaritmo

Provemos que a fungéo exponencial é continua para qualquer a € R. Para x > a tem-se
e >1e
le® —et| =e*e" " — 1| =e*(e" ¢ = 1)

Mas,
0 0
-1l — & <4 —
e e?

(1+5)
< r—a<log|l+ —
e

Portanto para qualquer 6 > 0, existe
0
d=log(l+— ] >0
ea
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tal que
a<zr<a+d=le" —e <O

o que estabelece
lim e* =e”
z—at

Para mostrar que o outro limite lateral é também igual a e%, tem-se

. . a1 . 1
lim e* = lim (e z) = lim —
r—a~ r—a~ r—a— €%
Seja y = —x. Entao
. . 1 1
lm e = lim —=— =¢%
T—a~ y——at €Y e @

Como os limites laterais sao iguais, entao

lim e* = e
r—ra

e a funcao exponencial é continua no seu dominio.

Devido ao teorema 5, a fungao

f:0,4+00[ — R
xr +— logx

é continua no seu dominio. Mas para qualquer base a €]0, 1{U]1, +00[ tem-se

log

1 =
08a ¥ log a

e portanto a fungao logaritmo de uma base a # e é também continua em ]0, +-o00[. Pelo
teorema 5, a fung@o exponencial de base a # e é também continua em R.

(v) Fungoes Hiperbdlicas

Para estabelecer a continuidade das fungoes hiperbdlicas directas basta notar que

e +e % e —e % shz
hr=——— shz=———— thzx=—
chz 5 , shzx 5 , x .

e que a funcdo exponencial é continua em R. As fung¢Ges hiperbdlicas inversas sao
continuas nos seus dominios, devido ao Teorema 5.

(vi) Limites das Func¢oes Elementares nos Pontos Extremos dos dominios

i Eo_
Jim oz +oo (k par)

lim z¥ = —oo, lim z* = 400 (k fmpar)
T——00 T—+00

Sao consequéncias da regra do produto de limites de fungoes.
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lim {/x = +oo (k par)

T—+00
lim ¥z = +oo, lim ¥z = —oo (k impar)
T—+00 T——00

Para provar os dois primeiros resultados, seja 8 > 0 qualquer e determinemos § > 0 tal
que
r>0= Vx>0

Como
Ve >0 x>0~

entao 0 = 0% > 0.
Para mostrar a dltima igualdade, tem-se

lim {/r=- lim v-z=- lim {y=—-cc

T——00 T—>—00 Yy—+00

lim |z| =400, lim |z]|=+o0
T—r—00 r—r+00

Sao consequéncias da definicao de médulo de um ntimero real.

a>1 = lim o®*=0", lim a" =400

r——00 T—+00
0<a<l = lim & =+o0, lim a®*=0"
r—r—00 r—-+00

Consideremos que a > 1 e provemos primeiramente que

lim a* = 400
r—-+00

Para isso, seja 6 > 0 qualquer e determinemos § > 0 tal que
r>0=a">1+6

Como
a®>14+0 <=z >log,(1+6)>0

entao 0 = log,(1 + @) verifica a implicagao e estabelece o resultado pretendido. Para provar
o segundo limite, tem-se

. . 1 .
lim o= lim = lim — =0T
T—>—00 x——oco q~ T y——+oo a¥
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Se 0 < a< 1, tem-se é > 1 e portanto
1\ * 1\?
lim ¢ = lim <—> = lim <—> = 400
T——00 r——00 \ 4 y—+oo \ a

1\ 7° 1\Y
lim ¢ = lim ( —) = lim ( —> =0"
r— 00 r— 400 a Yy——00 a

a>1 = lim log,z = —o0, lim log,x = 400

rz—0+t T—>+00
0<a<l = lim log,x =400, lim log,x = —0o0
z—0t T—+00

Comegamos por provar que
lim logx = +o0 (2)

r—r-+00

ou seja, que
Yo=0 J5>0 [ac >0 = logz > (9]

Como
logz >0 <z > ¢’

entdo § = e’ torna a implicacao verdadeira.
Agora tem-se

1\ ! 1
lim logx = lim log (—) = — lim log (—>
z—0t z—0t x z—0t X

= — lim logy = —
Y—r—+00

As férmulas anteriores sdo agora obtidas a partir de (2), (3), de

e do facto de

a>1 = loga >0
0<a<l = loga<0

As funcoes circulares directas ndo tém limites quando x tende para 400 ou —oo. Além
disso tem-se

lim tgr = +oo
o (2k+1)% "

lim tgr = —o©
a—(2k+1) 2+
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pois
lim cosz=0"e lim cosr =0~
z—(2k+1)Z ™ —(2k+1) T T

As fungGes arco seno e arco co-seno sao definidas e continuas em intervalos fechados. Em
relagdo a funcao arco tangente, tem-se

li ter = =
Lopareter =g

lim arctgx = ——
T——00 2

Para demonstrar a primeira propriedade tem de se provar que

Yoo Js>0 {x >0 = g —0 < arctgz < g}

Como
i 77
arctgx > 5—0<:>x>tg (5—9)

= (59

entao

torna a implicacao verdadeira.
Para provar o segundo resultado, tem-se
T+

lim arctgx = — lim arctg(—z) = — lim arctgy = ——
T——00 T——00 y—r+oo 2

lim chx = 400, lim chx =400
T—+00 T—r—00
lim shx = 400, lim shz =—o00
r—r-+00 T——00
lim thx =1, lim thz=-1
T—+00 T——00
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De acordo com as defini¢oes dessas fungoes, tem-se

x —x
lim chx = lim ete” = 400
r—+00 x—+00 2
x —z
lim chx = lim etre’ = 400
T—>—00 T—>—00 2
R
lim shzx = lim c-° _ 400
r—+00 x—+00 2
A
lim shz = Ilim £ ° _ —00
T—>—00 T—>—00 2
A
lim thz = lim £ ¢
T——+00 r—+o00 et + e 7
1— 2x
z—+oo 1 + 2%
lim the = — lim th(—z)=— lim thy=-1
T——00 T——00 y—r+00

lim argchz = 400

T—r+00
lim argshx = +oo, lim argshax = —o0
T—+00 T——00
lim argthx = 400, lim argthx = —o0
z—1— z——17F

Usando as férmulas que relacionam essa fungoes com os logaritmos, tem-se

lim argchz = lim log (ac +Va?— 1) = 400

r—r+00 T—r+00

lim argshz = lim log (ac + Va2 + 1) = +00
T—>+00 T—r+00

lim argshx = — lim argsh(—z)=— lim argshy = —o0
T—r—00 T—r—00 Yy——+00

1 1
lim argthz = lim —log Ral 400
z—1— z—1— 2 l1—=x
1 1+

lim argthz = lim —=lo = -0

z——11 & z——1+ 2 & <1 — (L‘>

Notemos ainda que para calcular

lim [f(2)]°)

r—a

transformamos essa funcao numa exponencial a partir da definicdo de logaritmo:

[f(2)]9®) = elealf @) _ co(x)log f(@)
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Usando esta férmula e a propriedade do limite da composicdo de fungoes torna-se facil o
calculo deste tipo de limites. Assim, por exemplo:

lim (Sh x)argshz — lim eargsh z-log(shz) _ +00
T—r+00 T—r+00
pois
lirf argshzx - log (shz) = 400
T—r+00
(§

lim €Y = +o00
Yy—+00

11 Funcgoes Derivaveis e Diferenciaveis

f é uma funcao Derivavel em xg se e s6 se a derivada de f em xg
f(@) — f(xo)
T—rxQ Tr — X0

existe (isto é, se o limite existe). Se esse limite é um nimero real, entao f diz-se Diferencidvel
em xg. Assim por exemplo a funcao

fiaxr— Jx
é derivavel em x = 0 e z = 1, pois
vz — /0 1
/ = 1' 7:1' _ =
f (0) a:gr%) Xr — 0 a:gr%) x2/3 oo
Jr — V1 —1
F1) = lim YTV~ i 2
z—=1 x—1 y=1ly3 —1
y—1 1 1

v—=1 (2 +y+ 1)y —1) v=1924+y+1 3

mas nao é diferenciavel em 0.
Uma funcao diferencidvel em x(y é continua em xg mas o resultado nao é necessariamente
verdadeiro para uma funcao apenas derivavel em xg.

Férmulas das Derivadas das Funcoes Hiperbdlicas (Tabela 3)

Tal como no caso dos limites dessas funcoes, as férmulas das derivadas sao obtidas a
partir das correspondentes formulas das fungoes exponencial e logaritmo e das operagoes com
derivadas. A titulo de exemplo, provemos que

1

shz) =chz e (argshz) = ——
(sha) (amgsha) = ———

para todo x € R. Com efeito tem-se

(shz)" = (#)/:%(ex_ex)/
]



!/
, 5 / ($+\/1‘2+1>
argshz) = (lo (:c+ x —l—l)) =
(argeh.z) . PR
4t @) YT
- +5 (@ +1) 2T (g2 4)s
- 1 - 1
x4+ (22 +1)2 x+ (x2+1)2

T+ (ac2 + 1)%

@2+ 1 1
T4 (@241)7  (22+1)2 2?41
Dessas duas igualdades e da féormula da derivada da funcao composta, tem-se

(shf(x)) = chf(z)- f'(z)

/ 1 / f’(x)
(argsh f(z)) — (7)) = ——
V0@ +1 Vi@ +1

que sao duas das férmulas apresentadas na Tabela 3.

12 Propriedades das Primitivas

Propriedade 13

(i) VA€ R /)\f(x)dx _ )\/f(x)dx

(m)/ )+ g(x dx—/f dxi/()d

com f e g funcdes continuas num intervalo I e A € R.

Demonstragao: Provemos apenas (ii), pois (i) é semelhante. Para estabelecer (ii) basta

provar que
(/s d:ci/u) F@) % g()
(e far) — ([ sis) = ( foors)

= [flx) £ g(2)

Mas

Propriedade 14 Se f ¢é continua e g é continuamente derivdvel num intervalo I, entdo

[ @@ = Fwgte) - [ Py @i+ c
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Demonstragao: Basta estabelecer que para todo x € I,
/
(F@ste) - [ Fag @it ) = wata)
Mas

(F(ac)g(x) -/ F(w)g'(m)dx> = Pla)g(e) + F(a)d(z) — F(a)d ()

Propriedade 15 Se f ¢é continua num intervalo I e ¢ € uma fung¢do injectiva e continua-
mente deriwvdvel num intervalo I tal que CD, C I, entao

[ t@s = [ i) o

Demonstragao: Como ¢ € injectiva e continuamente derivavel em I e CD,, C I entao:

/ Fle(t)] ¢ (Dt

é um numero real. Seja

Como ¢ ¢ injectiva em I, tem-se

[ o1 ¢ @t = P @) +©
Para provar o teorema basta mostrar que

Veel: (Fe H(z) +0) = f(xz)

Mas:
_ ! , 1
(Fe @) +0) = F)
, 1
= fle@®]¢'(#) 10
= flpt) = f()
e isso demonstra o teorema. L]

13 Equagoes Diferenciais Ordinarias de 12 Ordem

(i) Definicao e Existéncia de Solugao

Uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equagdo que contém como incégnitas as
varigveis independente z e dependente y e algumas derivadas v/, ...,y™, para n > 1. A
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resolucao de uma EDO consiste em encontrar uma Solugao Particular y = f(x) que a satisfaca
ou a Expressao Geral das suas solugoes.
Como exemplo, consideremos a EDO

dy

—=x 1
T (1)

1 2 -
e suponhamos que a pretendemos resolver para todo x € R. Se y = 3% entao

dy

— =2

dx

1
e portanto y = 5562 é uma Solugao Particular da equagdo dada. A expressdo geral é obtida
por primitivacao e tem-se
2
x
y:/xdx+C:>y:7+C
com C' uma constante.

A Ordem de uma Equacao Diferencial Ordinéria é a ordem mais elevada das derivadas
existentes na equagdo. Assim, por exemplo, a equagdo (1) é de 1 ordem, enquanto que a

equagao
By’
(d—‘Z) +2cosy =0
x

é de 3% ordem.
Toda a equacao de 1* ordem pode escrever-se na forma

y/ = f(:t?,y)
W e 6

com f uma funcdo continua num subconjunto de R?. Neste curso iremos apenas tratar este
tipo de equacoes.
Uma Equagao Diferencial Ordindria de 12 Ordem diz-se Linear se tiver a forma

() % 1 by = cfa) Q

com a, b, ¢ fungbes continuas num intervalo I C R.
O seguinte problema é normalmente considerado na resolucao de Equacoes Diferenciais
Ordindrias de 1* Ordem e sera discutido neste curso.
Problema da EDO de 12 Ordem com Valores Iniciais
Determinar uma solugao particular y = g(z) da EDO
y' = flz,y), €1, yla) =c

com I C R um intervalo e a € I, ¢ € R dados.
Para este problema possivel estabelecer o seguinte resultado de existéncia e unicidade de
uma solucao (ver R. Burden, J. Faires e A. Reynolds, Numerical Analysis, Capitulo 5):
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Teorema 6 Seja D = {(z,y): a<x<b, yc R} C R? e f uma fungdo continua em D.
Se f € Lipschitz continua em D na varidvel y, isto €, satisfaz

3250 Yay) Yy F(@,91) = f(2,92)] < Lly1 — o

entdo o Problema de EDO de 1* Ordem com Valores Iniciais tem uma e uma s6 solugao
y = g(x), de dominio [a,b].

A demonstracao deste teorema necessita de teoria das funcoes de duas varidveis e portanto
nao pode ser apresentada neste curso.

Como referimos anteriormente, um dos objectivos da resolucao de uma equacao diferencial
ordindria de 1% ordem consiste em determinar a expressao geral das fungdes y = g(x) que
satisfazem a equagao. Se tal for possivel, entao a solugao do Problema de EDO com CondicGes
Iniciais é facil de obter determinando a constante C' da condicao inicial. Nas préximas secgoes
iremos apresentar alguns casos em que esse objectivo é conseguido. Outras EDOs de 1? ordem
necessitam da analise matematica das funcoes de duas variaveis para esse efeito e nao serao por
isso estudadas. E importante acrescentar que todos estes casos sao muito especiais, pelo que
em geral apenas é possivel obter uma solucao aproximada do Problema EDO com condigoes
iniciais usando um método numérico.

(ii) Equagoes de 12 Ordem de Varidveis Separadas
Sao equagoes diferenciais onde as varidveis x e y estao separadas em duas fungoes g(x) e h(y),
isto é,

fz,y) = g(x)h(y) (4)
ou se podem transformar nessa forma por simples manipulagdes. Se tal acontecer, entao
tem-se

Y - by = =5 = al@)
T U e
%( / g(z)dz ) = g(x)
Portanto, [
Se

—

>

< =
=
<

|

=
>
_|_
Q



Exemplos

(i) Consideremos a EDO

dy

dx
/dy = /e_xdx

y=—-¢e*+C

Entao

e portanto

representa a expressao geral das solucoes da EDO dada.

(ii) Consideremos agora a EDO

G
dr /1 + 22
Entao 1 1
—dy = / —dx
/ y Y V14 22
e portanto

1og\y! = argshz + C <~ ’y‘ _ eargshq; L C

representa a expressao geral das solucoes da EDO.

(iii) Equagoes Lineares de 12 Ordem

De acordo com a definigao (3), se a(x) # 0 para todo x € I, entdo podemos escrever a equagao
na forma

dy

2Lt pay = r(2) (5)
com p e r fungoes continuas num intervalo I C R. Dois casos devem ser considerados e sao

discutidos a seguir.
Caso 1: p é a func¢ao nula. A EDO reduz-se a uma equagao de variaveis separadas.

Caso 2: p(x) nao é identicamente nula em I. Como p é uma fungao continua em I, entao é
primitivavel nesse intervalo. Seja

/ p(x)dz = Q(x) + C (6)

Entao
Q@ W | Q@) )y — Q@) ()
dx
Mas
% <yeQ(m)) — j_ieQ(w) + Q@ p(z)
e portanto
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para todo x € I. Portanto
yeR@) = /eQ(m)r(az)dm

Como a fungao
g:x — eQr(2)
é continua em I, entao
/eQ(x)r(x)dx =S(x)+C (7)
portanto
ye®® = S(z) + C (8)

representa a expressao geral das solugoes da EDO. Assim, uma equagao linear de 12
ordem ¢ resolvida a partir da aplicagao sucessiva das férmulas (6), (7) e (8).

Exemplo: Determinar a solucao particular da EDO

dy
— 4+ YCosST = CcoST
dx

que satisfaz a condicao inicial y(§) = 2.
De (6), vem

/cosxd:c =sinz +C = Q(z) =sinz.

Mas de (7) tem-se
/eSi“ cos xdr = 5% + C

Entao, por (8), ' '
yesula: — eSlnm + C

y = 1+Ce—sinz

é a expressao geral das solugoes da equacao dada. Para calcular a solucao particular pedida,
substitua-se na expressao geral x = § e y = 2 para obter a constante C'. Mas
2=1+Ce?

Donde C =e e
y = 1 + elfsinx

é a solucao pedida.

Existem também alguns casos de EDOs de 1# Ordem que nao sao lineares nem de varidveis
separadas, mas que se podem transformar, por mudancas de varidveis, num dos dois primeiros
tipos. A titulo de exemplo, discutimos essas transformacoes para a conhecida Equacao de

Bernoulli
dh(y) dy

“dy dr + p(z)h(y) = q(z)
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Fazendo a mudanca de variavel z = h(y), tem-se

dz  dh(y) dy

dx dy dz

e portanto a equacao reduz-se & EDO linear de 12 ordem

d
=+ )z = q(a)
Exemplo: Consideremos a EDO
d
chyﬁ—l—shy:x (9)

Seja z = shy. Entao

de _dzdy _ | dy
de dydx T

e a equagao transforma-se em

d
ﬁ—i—z:x (10)

Como /dx =z + C entao Q(z) = x. Mas /e“mdw =e"(z — 1) + C e portanto

ez=€e"(z—-1)+C

representa a expressao geral das solugoes da equagao (10). Substituindo z pelo seu valor shy
obtém-se a expressao geral das solugoes da EDO (9):

e’shy=€e“(z—-1)+C

A resolucdo de outras equagdes através de mudancas de varidveis serd tratada nas aulas
praticas.

14 Teoremas das Funcoes Regulares

Uma fungao é Regular em [a,b] se é continua nesse intervalo e derivével pelo menos no seu
interior |a,b[. Notar que toda a funcdo diferenciavel em [a, b] é regular em [a, b].

Teorema de Rolle: Se f € regular em [a,b] e f(a) = f(b), entao existe pelo menos um
¢ €la, b tal que f'(c) = 0.

Demonstracao: Se f é regular em [a,b], entdo é continua em [a,b] e pelo teorema de
Weierstrass tem um maximo e um minimo nesse intervalo. Como f(a) = f(b), entao ha dois
possiveis casos:

(i) f é constante em [a,b], isto é, f(x) = f(a) = f(b) para todo = €]a,b[. Entao f'(z) =0
para todo o x €]a, b| e o teorema fica demonstrado.

(ii) Existe pelo menos um z €]a,b[ tal que f(z) # f(a) = f(b). Entao f tem um méximo
ou minimo num ponto ¢ €la,b[. Como f é derivavel em [a,b], entdo f'(c) existe. Pelo
teorema 1, f'(c) = 0 e isso demonstra o teorema neste caso.
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Teorema de Lagrange: Se f € reqular em [a,b], entdo existe pelo menos um ¢ €la,b| tal
que

Demonstracao: Seja A € R tal que

fb) = fla) =A(b—a) =0
e provemos que
ElcE]a,b[ f/(C) =A

Consideremos a funcao
g:la,b) — R
x — f(z)— Az
Entao
9(b) —gla) = f(b) = Ab—(f(a) — Aa)
f(0) = fa) =A(b—a) =0

Além disso g é regular em [a, b], pois g é continua em [a,b] e derivivel pelo menos em ]a, b]
por f ser regular em [a,b]. Entao, pelo teorema de Rolle,

ElcE]a,b[ g/(C) =0
Mas

e isso demonstra o teorema. O

Notar que o teorema também é verdadeiro para a > b e portanto podemos escrever para
qualquer z € R,

Jeetnt(n) f(x) = fa) + f'(c)(x —a)

onde Int(I) ¢ o interior do intervalo fechado I de extremos a e z em que f é regular. Esta
igualdade é conhecida como Férmula dos Acréscimos Finitos.
Aplicagoes da Formula dos Acréscimos Finitos
(i) Estudo da Monotonia de uma Funcao Regular
Teorema 7 Se f € reqular em [a,b], entdo

(i) Yaclap) f'(x) > 0= f € crescente em [a,b]

(1) Vyclap f'(x) < 0= f € decrescente em [a, b]
Demonstracgao:

(i) Sejam x1 e z numeros reais de [a,b] tais que 1 < x5 e provemos que f(z1) < f(x2).
Como f é regular em [z1,x3], entdo pela Férmula dos Acréscimos Finitos,

Fooeleraal f(@2) = f(21) = f'(20) (22 — 21) > 0

e isso demonstra o resultado. A demonstragao de (ii) é semelhante. O
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Notas

(i) f pode ser crescente ou decrescente num intervalo I e a sua derivada ser nula em pelo
menos um g € I. Assim por exemplo consideremos a fungao

f:z—ad
Entao f é continua em R. Além disso
f'(w) = 32

para x # 0. Donde f é regular e crescente em | — 00,0] e em [0, 400 e portanto é
crescente em R. No entanto f'(0) = 0.

(ii) Para uma funcao regular num intervalo fechado, basta saber o sinal da derivada no seu
interior para poder concluir a monotonia dessa fungdo. Assim por exemplo,

f x> arcsinx

é regular em [—1,1] e
1

Vae-1,1] ['(2) = —=—=

z€]-1,1] ( ) m

Portanto podemos concluir que a fungao arco seno é crescente em [—1, 1] sem necessidade
de calcular a derivada de f nos pontos fronteiros.

>0

(ii) Expressao Geral da Primitiva de uma Fun¢ao Continua num Intervalo

Teorema 8
(i) Se h € uma fungdo regular em [a,b], entdo
Varelab| W(z) =0+ vxe[a,b]h(x) =C
onde C € uma constante.
(ii) Se f e g sao funcoes regulares em [a,b], entao
vgce}m,b[ f’(x) = g'(x) — vze[a,b]f(x) =g(z) +C
onde C' € uma constante.
Demonstracgao:
(i) Para qualquer z €]a, b], tem-se
Jeelael (@) = h(a) + W(c)(z — a) = h(a)

e portanto h é constante em [a,b]. Por outro lado, se h é constante em [a, b, entdao a
sua derivada é nula para todo z €]a, b|.
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(ii) E consequéncia de (i), usando a funcéo h definida por

hz) = f(x) - g(x)
O

Seja agora f uma funcao continua num intervalo I. Portanto f admite uma primitiva F’
tal que

Voer F'(z) = f(2)
Se G é uma outra primitiva de f em I, entao
Voer G'(z) = f(2)

Portanto pelo teorema anterior G difere de F' por uma constante e dai podermos escrever a
expressao geral das primitivas de f em I na forma

/f(x)dx =F(z)+C

com C uma constante.

(iii) Demonstracao de Igualdades

Consideremos uma igualdade da forma

Vzel f(fL') =«

com f uma funcao regular num intervalo I e o € R. Se Int(/) é o interior do intervalo I e
provarmos que

vaaeInt(I) f’(x) =0
entao pelo teorema anterior
Vaier f(.’E) =C
e basta provar que C' = « escolhendo um determinado T € I e mostrando que f(Z) = a.
A titulo de exemplo, provemos que

. m
Vee[-1,1] arccosz + arcsinz = 5

Consideremos a fungao
-1 — R
x +—— arccosz + arcsinx
Entao f é continua em [—1,1] e
V1) f'(z) = VG 1_ — i 1_ .
Portanto f é regular em [—1, 1] e a sua derivada é nula em | — 1, 1[. Entao

Vxe[—l,l} flx)=C

=0

Para = 0, tem-se
7r
f(T) = arccos 0 + arcsin 0 = 5

e a igualdade é verdadeira.
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Férmula de Taylor e Aplicagoes

Seja agora f uma fungao diferencidvel em [a,b]. Entado a derivada de f é um nimero real
para todo x € [a,b] e portanto podemos considerar a fungao derivada

fifa b — R
z — flx)

Teorema de Taylor (n =1): Se f' € reqular em [a,b], entdo existe pelo menos um c €|a, b|

tal que
! ! (b — a)2 "
fo) = fla) + (b= a)f(a) + ——5——f"(c)
Demonstragao: Seja A € R tal que
—a)?
£6) -~ F(@) — b - a)f(a) - N =

e provemos que existe um ¢ €|a, b[ tal que
fe)=A
Para isso consideremos a funcao:

g:la,b] — R

T N € )
r — f(x) - f(a) — (x —a)f'(a) 5 A

Entao g é continua em [a, b] e para qualquer z € [a, b]
g'(x) = f'(z) = f'(a) — (x — a)A

¢ um numero real por f ser diferencidvel nesse intervalo. Portanto g é regular em [a, b]. Além
disso

g(a) =g(b) =0
pela definicao de A. Por isso, pelo Teorema de Rolle, existe d €]a, b] tal que
g'(d)=0

Como f’ é uma fungdo regular em [a,b], entdo também o é em [a,d] e 0 mesmo acontece a
fungao ¢’. Além disso ¢'(a) = ¢'(d) = 0, o que implica que existe um ¢ €]a, d] tal que

g"(c)=0

Mas
g'(e) = "(e) = A

e isso demonstra o teorema. O

E agora facil de provar usando o mesmo tipo de raciocinio o seguinte resultado:
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Teorema de Taylor: Se f(") ¢ uma funcgao reqular em [a,b], entao existe pelo menos um
¢ €la, b tal que

b_ n
MOS0
n:

(b _ a)nJrl

CF FU D (e)

f) = fla)+ (b—a)f'(a) + ——— Fa)+

Notar que f tem de ser n vezes diferencidvel em [a, b] para que a fungao f (") exista. Este
teorema também é valido para a > b. Portanto podemos escrever,

(z —a)"

(z —a)?
n!

2!

(x —a)"*!

CESY] F (o)

f(x) = fla)+ (x —a)f'(a) + fa)+...+ F(a) +

desde que f seja n vezes diferencidvel num intervalo de extremos a e z, e f() seja regular nesse
intervalo. Além disso ¢ é um nimero real desconhecido pertencente ao interior do intervalo I
de extremos a e x. Esta igualdade é conhecida por Férmula de Taylor e permite aproximar
uma funcao f por um polinémio de grau n:

N @) g
Pua) = Y0 E D )

k=0
(onde assumimos que () (a) = f(a)). O erro que se comete nessa aproximagcio é

(1‘ _ a)nJrl

CE] F(e)

e pode ser muito pequeno para n grande. Como ¢ nao é conhecido, ndao podemos saber
exactamente qual é o erro cometido. No entanto, em muitos casos podemos calcular um
majorante para esse erro. A titulo de exemplo consideremos a funcdo exponencial

fixr— e
Entao é facil de ver que para qualquer n € N,
f™(z) = €, para todo z € R

Fazendo a = 0 na Férmula de Taylor tem-se

no_k
Vaeer € —

x
k!
k=0
e portanto e pode ser aproximado por

"1

R Ayx]
k=0

O erro cometido por essa aproximacao é (neTcl)' Mas 0 < ¢ < 1 e portanto

1 < e < 3
m+1)!  (n+1)! " (n+1)!
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o que é manifestamente pequeno mesmo para n pequeno. Assim por exemplo fazendo n = 8,
tem-se

1+1+1+1+1+1+1+—1 +—1
e~ — -t — 4+ —+ =
2 6 24 120 720 5040 @ 40320
que d4 um valor aproximado de e com um erro inferior a
3
~8x107°
362830

A Férmula de Taylor permite também estabelecer algumas desigualdades interessantes.
Assim por exemplo, provemos que

2
chx>1+%parat0doxeR—{O}

As derivadas da funcéao f : x — chz sdo dadas por

(chz) = shx
(chz)" = chz
(chz)® = sha
(chz)® = cha

Entdo f@ é regular em [0, z] para qualquer € R e portanto existe ¢ €]0, z[ tal que

72 3 xd
chz :chO—}—:cshO—l—EchO—l— gsh0+zch(c)

Mas ch(c) > 0, ch0 =1 e sh0 = 0 implicam que para x # 0,

2
chx>1+%

o que demonstra a igualdade pretendida.

15 Aproximacgoes Linear e Quadratica de uma Funcgao

Se f’ é uma funcao regular num intervalo I e a,z sao pontos interiores de I, entao, pelo
Teorema de Taylor, existe ¢ €]a, x| tal que

1) = f(@) + S @)~ a) + T2 @ — a?
A Aproximacao Linear de f em a é a funcao

g:x— f(a)+ f'(a)(z — a)

e o seu grafico é uma Recta. Da definicao apresentada imediatamente se conclui que

r—a 2
Ve ela,b] |f() — gla)] < E=

< g
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que representa o erro cometido ao aproximar a funcao f pela funcao g em = € Dy. Notar
que esse erro nao é conhecido pelo facto de ¢ nao o ser. Assim s6 podemos obter estimativas
desse erro.

A titulo de exemplo, consideremos a funcao

fiz—a®
e seja a = 1. Entao
f@) = &8 = fO) = 1
fllx) = 3% = f(1) =
') = 62 = f"(c) = 6¢

e portanto a Aproximacdo Linear de f em 1 é a funcao
g:x—1+3(x—1)=3x—-2

e o seu grafico é a recta de equacao y = 3z — 2 (ver figura)

y=3x-:

Notar que
6¢

F(@) — g(a)] = S(w — 1)

com c¢ €|1, z[. Portanto a aproximacao de f s6 é razoavelmente precisa quando x estd préximo
de 1.

Se f” é regular num intervalo I e a, x sao pontos interiores de I, entao, pelo Teorema de
Taylor, existe ¢ €]a, x| tal que

f"(a) (z —a)’

£() = @)+ F@)e — a) + 2 @ — a4 T g
A Aproximacao Quadratica de f em a é a funcédo
gioe fla)+ @) —a) + T o ap

e 0 seu grafico é uma parabola, havendo dois casos possiveis representados na figura a seguir.
Entao, tal como anteriormente, tem-se

(x - a)®

(o

V x €la,b] |g(x) — f(z)] =

e esse erro sera pequeno se x estd préximo de a.
A titulo de exemplo, consideremos novamente a fungao

fiz— a3
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Entao a aproximacao quadratica de f em 1 é dada por
6
g(z) = 1+3(x—1)+§(x—1)2 =1+3(x—1)+3(x—1)°

Para calcular b tem-se

1 1
g'(x):0<:>3+6(x—1):0:>b:§eg(b):z
O gréfico da funcao f e da sua aproximacao quadratica sao apresentados a seguir:

A

y=1+3(x—1)+3(x—1)2

7/ RE ) fffj:;::,,,:
0

Notar que neste exemplo o erro nao depende do ponto ¢, pois
VeeR: f"(z)=6

Donde
VeeR: [glx) - f(z) = (x—1)°

16 Indeterminacoes

0

Indeterminagao

Iniciamos esta sec¢ao por enunciar e demonstrar o chamado Teorema de Cauchy.
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Teorema de Cauchy Se f e g sao fungoes requlares em [a, b] tais que g(a) # g(b) e ¢’ (x) # 0
para todo x €a,b], entao existe pelo menos um c €|a, b tal que

f)—fla) _ f(
g(b) —gla)  g'(

Demonstracao: Consideremos a fungao

h: f(z) = Ag(x)

)
)

com \ o nimero real definido por

1)~ f(a)

9(b) — g(a)
Entao h é uma funcao regular em [a,b]. Além disso da defini¢ao de A vem

h(b) = f(b) = Ag(b) = f(a) — Ag(a) = h(a)
Portanto, pelo Teorema de Rolle, existe pelo menos um ¢ €la, b tal que
h'(c) =0
Mas
h(c) = f'(¢e) = Ag'(e) =0

e ¢'(c) # 0 implica que

Isso estabelece o teorema. O

Regra de L’Hopital Se f e g sdo duas fungoes diferencidveis em I =|a — d,a + 6[, com
a € R, tais que g(x) #0 e ¢'(x) # 0 para x € I — {a} e
lim f(z) = lim g(z) =0
entao ,
tim £ 3 g L8
z—a g'(z) z—a g(x)
Demonstragao: Como f e g sdo regulares no intervalo |a — 6, a + §| entao, pelo Teorema de
Cauchy, para qualquer = €]a — 4, a + J],

. fx) = fa) _ f'(c)
ol gle) —gla) ~ ¢(c)

Mas f, g sao continuas em |a — d,a + 0| e por isso

f(@) = lim f(z) = 0

g(a) = lim g(z) =0

Tr—a
Donde
f@) _ £1o)
gx)  g'(c)
e portanto a implicagao é verdadeira. O

vme}a—é,a—l—é[ Elc:c(z)e}a,a:[
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Notas:

(i) O teorema permanece verdadeiro se f e g sdo apenas diferenciaveis em |a—d, a[U]a, a+0[
ou se a = £oo.

(i) A Regra de L’Hopital permite calcular a derivada de uma funcdo continua em I e
diferencidvel pelo menos em I — {a}, com I um intervalo que contém a, quando f’(a)
nao se pode calcular usando as Regras de Calculo das Derivadas. Assim por exemplo,
considere-se a fungao

f:x+— arcsinzx

Entdao Dy =[-1,1] e

1
/
) = ——
Fo ==
para todo z €] — 1, 1[. Contudo a férmula nao se pode usar para z = 1 ou z = —1. Mas

f é continua em 1 e portanto

1 1
/ . / _ _ -
Do mesmo modo,
— f(1 1 1
fc/l(_l) = lim M = lim —— = — = +c0

r——11 x—1 z——11 /1 — 72 0+

Indeterminagao i%
Teorema 9 Se f e g sio diferencidveis em la—0,a+d0[—{a} = I tais que g(x) # 0 e ¢'(x) # 0
para € I e lim f(z) = £oo, lim g(z) = £oo entdo

r—a r—a

i )y L)
2 (@) 5 g(a)

Demonstracao: Consideremos apenas o caso de a € R. Seja x €]a — §,a + [, x # a e x9
um ponto compreendido entre a e . Entao pelo Teorema de Cauchy, para cada x existe x1
compreendido entre zg e x tal que

Portanto o)
f@ |1 5@ | _ S @)
g(z) |1 — glzo) g (x1)
g(z)
Mas
[@o) _ o olao)
z—a f(x) " z5a g(x)



pois lim f(x) = £o0 e lim g(x) = £o00. Donde
T—ra T—ra

) Pl _
g N T Mg
@)
=

Calculo de Alguns Limites Notaveis

et —1
lim =1
z—0 xT
Trata-se de uma indeterminacao %. Como
T 1 / x
lim u = lim € - 1
x—0 x z—0 1
entao o resultado é obtido pela Regra de L’Hopital.
sinx
lim =1
z—0 X
Como ) ,
S cos
lim (sinz) = lim - 1
z—0 x’ z—0 1
entao o resultado é obtido como no caso anterior.
Viro lim (1 + kz)s = ¥
im T)e = ¢
k70 z—0
Tem-se ) ou(100)
lim(1+4kz)z = lime =

z—0 z—0

Para calcular o limite do expoente, utiliza-se a Regra de L’Hopital e vem

1 1 k / L
i 08 +R2)) TR
z—0 x! z—0 1
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Portanto pela regra do limite da composicao, tem-se

8=

lim (1 + kx)
z—0

B\ B\
V0 mll)rfoo <1 + E) = ek, mli)r_noo <1 + E) — ¢k

Com efeito

=

=
7N

—

+

8 |
—
8

Il

i
—
+B
8

N

—

+

w
SR
N
zq\»—t|>~

r—r-+00

= lim(1+ ky)% =¥
—0

e 0 mesmo acontece com o outro limite.

lim = lim —= lim — =0
z—+oo ¥z T—+o00 I z—+o00 et

com k,p inteiros e k > 1.

Provemos apenas o ultimo resultado, pois as demonstragoes das outras igualdades sao
semelhantes. Usando o teorema 8, tem-se

. (2P - paP?
lim = lim
T—+00 (e:v)/ z—+oo  e¥

Se p = 1, entao o valor desse limite é nulo e o resultado esta provado. Se p > 1, a aplicacao
do mesmo raciocinio p vezes conduz ao resultado pretendido.
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17 Funcoes Convexas e Concavas

Apresentamos a seguir duas propriedades das fungoes convexas e cOncavas continuamente
diferenciaveis.

Propriedade 16 Se f ¢ uma funcao continuamente diferencidvel num intervalo I, entdo
(i) f € convexa em I <= Vger Voer—z f(x) > f(T) + f'(T)(z —T)
(it) f € concava em I <= Vzer Voer—z f(z) < f(T)+ f'(T)(z — T)

Demonstragao: Iremos apenas provar (i), pois a outra demonstragao é semelhante. Para
provar a implicagdo =, sejam x # T e

y=M+(1-\)7T
com A €]0,1[. Como f é convexa em I, entdo tem-se

fly) <Af(2) + (1 =N f(@) = F@) + A[f(2) = f(@)] ()

Além disso f é regular em I e, pelo teorema de Lagrange, existe ¢ pertencente ao interior do
intervalo de extremos y e T tal que

fly) = f@+ [y -7
= f@) +Af'(c)(x —7T)
De (5), vem .
F@) = 1@ > 5 [f6) ~ S@)] = f()e )

Fazendo tender y para T, também c tende para T e como f é continuamente diferencidvel em
I, f'(c) tende para f'(T). Donde

f@) - @) = f'@)(z - 7) (6)
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Para provar que a desigualdade é estrita, suponhamos que existe £ € I — {T} tal que
f@) = f@) + f'(@)(& - 7) (7)
Como f é convexa em I, entao para qualquer A €]0, 1],
FOZ+ (1 =)2) <Af(@) + (1= A)f(2) (8)
Mas de (7) vem

M@ +A=-Nf@) = M@ +0-X3)[f@) + @)@ -7)]
= )+ (1 r—T

Se x = AT + (1 — \)Z, entdo

Da igualdade anterior e de (8), vem

fl@) < f@) + f'@) (@ —7)

o que contraria (6) e assim demonstra a implicacdo =—.
Para provar a implicacdo <=, suponhamos que para quaisquer x e T pertencentes a I e
distintos se verifica

f@) > f@) + @) (@ —7)
Para provar que f é convexa em I, sejam x1,z9 € I com 1 # x5 € mostremos que

fQz1 4+ (1= N)x2) < Af(z1) + (1= A) f(22)

para todo A € [0,1]. Se y = Azx1 + (1 — A)zg, entdo por hipdtese

flx) = fly) > fF—y)
flx2) = fly) > fy)(r2—y)

Portanto

Af() + (L= A) f(z2) = fQAzr+ (1 = Nz2) = Af(z1) + (1 = A)f(z2) — f(y)
= AM(21)+ ( = A f(z2) = A+ (1 =N f(y)
= Af(z) = fW+ A =N [f(22) = f(¥)]
> Af'(y) (@1 — y) 1 =N f(y) (@2 —y)
= W) [Mar—y) +( /\)(wz—y)]
= [y )[M1+(1—>\)x2—y]

Donde f é convexa em I. O

Propriedade 17 Se f ¢ uma funcao continuamente diferencidvel num intervalo I, entdo
(i) [ € convexa em I <= f’ € crescente em I.

(ii) f € concava em I < [’ € decrescente em I.
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Demonstracao: Provemos apenas (i), pois a demonstracao da outra equivaléncia é seme-
lhante. Para estabelecer a implicacao =, sejam x; < xo dois nimeros reais de I quaisquer
e provemos que f'(z1) < f’(x2). Da propriedade anterior, vem

flxa) > flzr) + f(x1)(zg —21)
flxr) > flxa) + f(x2) (21 — 22)
Entao
f(a2) (w2 — 1) > flaz) — fx1) > f'(z1) (22 — 21)
Donde
[f'(w2) — f'(21)] (w2 — 1) > 0
e f'(z1) < f'(x2).

Para provar a implicacdo <=, sejam x e T dois niimeros de I quaisquer tais que T < .
Pelo teorema de Lagrange existe ¢ €]T, x| tal que

f@)=f@) + f(e)(z —7)
Como [’ é crescente em I, entao f'(c) > f/(T) e
f@) > f@) + f'(@)(z - 7)
Entao f é convexa pela propriedade anterior. ]

Por este teorema a convexidade e a concavidade de uma funcao f com funcao derivada f’
regular num intervalo I pode ser estudada a partir do sinal de f”(x) para = € Int(I).

Exemplos:

(i) Consideremos a funcao

fiz— a3

Entdo Dy =R, f'(z) = 32% e f"(z) = 6z. Portanto f’ é regular em R. Donde

0
ffle) | = | 0| +
f N ~—r
Entao f é concava em | — 00,0], convexa em [0, +oo[ e tem um ponto de inflexdo em

x =0 de valor f(0) =0.
(ii) Consideremos a funcdo quadrética
fix—ar’+br+c
onde a # 0. Entao
f'(x) = 2azx+0b
f'(x) = 2a
e portanto f’ é regular em R. Entao

a>0 = f éconvexaem R
a<0 = féconcava em R
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a>0 a<0

18 Grafico de uma Funcao Real de Uma Variavel Real

A matéria ensinada neste semestre é uma ajuda preciosa para a construcdo do grafico de uma
funcao f. Com efeito, os seguintes temas sao muito importantes para esse efeito:

(i) Dominio e Continuidade.
(ii) Limites nos extremos dos intervalos do dominio.
(iii) Monotonia.
(iv) Convexidade e concavidade.
(v) Interseccao com o eixo X'X (raizes da equacdo f(z) =0).

Em particular é possivel construir todos os graficos das funcoes elementares. A titulo de
exemplo, consideremos a funcao exponencial

fix—€"
Entao
(i) Df =R e f é continua em R.

(i) lim e* =0, lim e*=+oc.
T——00 T—+00

(iii) Vier f'(z) =€® >0 => f é crescente em R.
(iv) Vier f"(z) =€® > 0= f é convexa em R.
(v) €* =0 é impossivel, pelo que o gréfico de f nao intersecta o eixo X'X.

E agora facil de construir o gréafico de f baseado nesta informacgao. Esse grafico aparece
na tabela 1 (a > 1).
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19 Maximos e Minimos Locais

Teorema 10 Se f € uma funcao n vezes continuamente diferencidvel num intervalo I e xg
€ um ponto interior de I satisfazendo

Flao) = f(wo) = ... = fU" Dag) =0, f (o) #0
com n par, entao

f™(x0) <0 = f tem wm mdzimo local em g
f™(20) >0 = f tem um minimo local em x

Demonstracao: Se f é uma funcao n vezes continuamente diferenciavel em [ e zg € I,
entao, pela Formula de Taylor, para qualquer x € I, existe um ¢ pertencente ao interior do
intervalo de extremos x( e x tal que

x — xp)? x—xo)" ! x — )"
R L e R

Como f'(z¢) = f"(x0) = ... = f™®D(z9) =0, vem

F(@) = flag) + T2

n!

Mas f(™ é uma funcio continua e portanto se £ (xq) < 0, existe um intervalo |zo — 6, 2o+ |
tal que f((z) < 0 para todo x €]zg — 8,29 + 6[. Como n é par, entdo para qualquer x
pertencente a esse intervalo

(x — )"

") <0

Donde f(z) < f(zp) para todo z nesse intervalo e f tem um méximo local. A demonstragao
da outra implicacao é semelhante. O

A determinacdo de méximos e minimos de uma funcéo é feita do seguinte modo:
(1) Calcular o dominio da fungao e a derivada de f no interior do dominio.
(2) Determinar os candidatos a minimos e maximos, que podem ser um dos seguintes pontos:

(i) interiores onde f é derivével e f'(zg) = 0.
(ii) interiores onde f nao é derivavel.
(iii) fronteiros.
(3) Verificagao se os candidatos sdo minimos ou méximos, para que o se utiliza o teorema
9 no caso (i) e o sinal da derivada antes e depois do ponto candidato (antes ou depois

no caso de um ponto fronteiro) quando ocorrem os casos (ii) e (iii) ou o teorema 9 nao
pode ser aplicado no caso (i).
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Exemplos
(1) Considere-se a funcao
f:iz—a?
Entdo Dy = R e f'(x) = 2x. Portanto f é derivdvel em R e os tnicos candidatos
satisfazem
f(z)=22=0<2=0
Para verificar se 0 é minimo ou méaximo, calcula-se a segunda derivada de f e tem-se
f(@) =2
Entao f”(0) > 0 e f tem um minimo em 0.
(2) Considere-se a funcao
fix — |z
Entao Dy = R e a derivada ¢ dada por

1 se z>0

f'(x):{ —1 se <0

Portanto nao ha candidatos em pontos onde f é derivavel (a derivada é sempre nao
nula). Por outro lado para z = 0 tem-se

fz) | -
Fol

Nl

e f tem um minimo em z = 0.
(3) Considere-se finalmente a fungao
f:x — argchz

Entdo Dy = [1,+o00[. A derivada para x € [1, 400 é dada por

Entao f/(x) > 0 para qualquer x € R e f nao tem minimos em |1, +oo[. O ponto z =1
é fronteiro e tem-se

+
f /!

Donde f tem um minimo em x = 1.

Nota: O teorema 9 nao é verdadeiro para n impar. Com efeito considere-se a fungao f :
r — 3. Entdo Df=Re

fl(x) =322 =0<=2=0
Além disso f"(z) = 6z = f”(0) =0e f”(0) =3 > 0. Contudo a fungio f nao tem minimo
em 0, pois é crescente em R.
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20 Integral de uma Funcao Continua num Intervalo Fechado

Definicao 3 Se f ¢ uma fungao continua em [a,b], entdo

b
/ f(x)dx = F(b) - F(a) = [F(z)]"

com F uma primitiva de f em [a,b].

Notas

(i) Integral de uma funcdo continua num intervalo fechado existe sempre e é um nimero
real.

(ii) O integral nao depende da primitiva. Com efeito se G é outra primitiva de f em |a,b],
entao

Gz)=F(z)+C
com C uma constante. Portanto

G()—G(a) =F(b)+C — (F(a)+ C) = F(b) — F(a)

(iv) / f(z)dz =0

Propriedade 18 Se f é continua em [a,b] e em [b,c|, entao

/cf(:c)dx:/bf(x)d:c+/cf(x)dx
a a b

Demonstragao: Como f é continua em |a, c], entao
c
/ f(x)dz = F(c) - F(a)
a
com F' uma primitiva de f em [a,c|. Entao F' é também primitiva de f em [a,b] e em [b,c] e

/ f@)de = F(c)— F(b)+ F(b) — F(a)

b

_ /f(x)dx—i—/cf(x)dx
b

a
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Nota: O teorema é também valido se a, b e ¢ nao estiverem ordenados.

Propriedade 19 Se f ¢é continua em [a,b], ¢ € continuamente diferencidvel e injectiva em
[e,d] e ¢(c) =a, p(d) =b, entao

b d
[ t@yae= [ 1ie)e e a
Demonstracao: Da propriedade 15, vem

/f(x) dr = /f [o(t)] ¢/ (t)dt = F(t) + C = Flp™ ! ()] + C

Entao

b

/ f@yde = [F (o7 @)]) = F (7' (1) ~ F (¢ (a))

a

0

Teorema da Média: Se f € continua em [a,b], entao existe pelo menos um c €|a,b| tal que
b
(RGN CI
a
Demonstragao: Como f é continua em [a, b],

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

com F uma primitiva de f em [a,b]. Mas F'(z) = f(x) para todo = € [a,b] e portanto F
é continuamente diferencidvel (e regular) em [a,b]. Entao pelo teorema de Lagrange, existe
¢ €a, b[ tal que

F(b) = F(a) = F'(c)(b — a) = f(c)(b — a)

Propriedade 20

(i) Se f € continua, nao negativa e nao identicamente nula em [a,b], entdo

b

/f(:c) dz > 0

a
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(ii) Se g e h sao continuas e distintas em [a,b], entao

b b
Vacas) 9() < h(z) = / o(x) de < / h(z) da

a

Demonstragao:

(i) Por hipdtese existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) > 0. Como f é continua em
[a, b], entao ha pelo menos um intervalo I de extremos c e d tal que

Vzel f(SC) >0

Consideremos sem perda de generalidade que a < ¢ < d < b. Entao

b

/bf(x)dx:/Cf(x)dx—i—/df(x)dx—i—/f(x)dx

d

Pelo teorema da Média, o primeiro e terceiro integrais do membro direito sdao nao
negativos e o segundo é positivo. Isso demonstra o resultado.

(ii) E consequéncia de (i) usando a funcio f definida por f(z) = h(z) — g(x).

21 Funcoes com Variaveis nos Extremos dos Integrais

Seja f uma fung@o continua num intervalo I. Se a € I, entao para qualquer x € I,

/xf(t)dt e /af(t)dt:—if(t)dt

sao numeros reais. Portanto podemos considerar as funcoes

Entao

vrel gla)= / F(t)dt = F(z) — Fla)

com F uma primitiva de f em I. Portanto verificam-se as seguintes propriedades:
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() Vo e T ¢'(z) = f(z), H(z) = —f(x)
(i) g(a) = ha) = / f(ydt =0

e g é a primitiva de f em I que satisfaz g(a) = 0. E ainda facil concluir que:
(iii) Dy = Dj, = maior intervalo que contém a e onde f é continua.
(iv) f e g s@o continuamente diferencidveis (e portanto diferencidveis e regulares) nos seus
dominios.
Exemplos de Fungoes com Variaveis nos Extremos dos Integrais
(i) Funcao Logaritmo
Seja
1
fit— =

t
e a = 1. Entdao podemos considerar a funcao com integral

x
1
g:xr—)/;dt
1

que tem dominio |0, +oo[. Além disso nesse intervalo

1
/;dt:logt—l—C

e portanto
€T

1
g(x) = / Zdt =logx —logl =logx
1
Mostramos assim que a fungao logaritmo se pode escrever na forma

x
1
g:xl—>/¥dt
1

Como ilustracao da utilidade desta definicao, provemos de seguida que
Va,y > 0: log(xy) =logx + logy

usando a igualdade
€T

1
Vo >0: logx:/zdt
1
Como z > 0 e y > 0, entdao também zy > 0 e

Yy T Ty
1 1 1
log(zy) :/fdt:/fdt—'—/zdt
1 1 T
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Para estabelecer a propriedade basta provar que

Ty

1
/ Zdt =logy

Fazendo a substituigao:

T
entao
t r — u 1
t Ty = u =y
e
Ty Yy . Yy . Yy .
/—dt:/—xdu:/—du:/—dt
ux U t
z 1 1 1
Portanto

1 1
log(xy) :/Zdt—i—/; =logx + logy
1

como desejavamos provar.

(ii) Funcao Arco—Tangente
Seja

1

1+ ¢2
Entao f é continua em R e portanto podemos considerar a fungao

fit—

xT

/ 1 gt

T S a——

g 1+
0

que tem dominio R. Além disso

1
/ mdt = arctgt + C
e portanto

T

1
g(x) = / mdt = arctg x — arctg 0 = arctgx
0

Chegamos assim a conclusao que a fungao arco-tangente se pode escrever na forma

xT
1
o [ ——at
g /1—|—t2
0

Esta expressao da funcao arco—tangente permite-nos estabelecer a seguinte propriedade
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Propriedade 21 Para qualquer x € R, existe pelo menos um ¢ compreendido entre 0 e x tal
que

3 5 n 2n+2
z £ (D" oni1 1€
tgr =0 — — + — — ... ———g*" B L e
arctew = 3+5 +2n—|—1x +(=1) 1+62x
Demonstragao: Para qualquer y # 1, tem-se
1— n+1
lty+12+.. +y=—?
I-y
Fazendo y = —t? nesta igualdade, vem
1 — (—t2)ntl
11—+t — ... = 7
+ +(=1) 142
e portanto
1 —1_ t2 + t4 _ + (_1)nt2n + (_1)n+1ﬁ
1+1¢2 o 1412
Entao
xX xX x x xX xX
1 2 4 n 2n n+1 t2n+2
mﬁm:/ﬁ+ﬂﬁ:/MF/}ﬁ+/tﬁ<“+ED/}dﬂ%ﬂ) /Lwﬂt
0 0 0 0 0 0
Calculando os n primeiros integrais a partir da defini¢ao, tem-se
x
3 5 2n+1 2n+2
T T T t
tgr=x——+——...+(=1)" —1"*1/ dt
aetgT =TT 3t g Y T 1+ 2
0
Pelo Teorema da Média, existe ¢ compreendido entre 0 e x tal que
T 2n+2 2n+2
t c
dt = -0
/ 14 ¢2 14 ¢? (z-0)
0
e isso estabelece o resultado pretendido. ]

Calculo de 7

O teorema anterior permite calcular um valor aproximado para o ntimero 7. Assim, fazendo
r =1, vem

1 1 (_1)n 62n+2
tgl=1—=-+—-—... B L
ares 3753 T TV Tz
com 0 < ¢ < 1. Para n elevado,
(2n+2
14 c2

¢ pequeno. Por outro lado arctg1 = 7% e portanto obtemos

e (CF
_;02k+1 (4)

e~
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Notar que como 0 < ¢ < 1, entao

e portanto

T i (="
4 2n+1
n=0
que ¢é conhecida como Férmula de Leibniz e que define 7 como a soma de uma série numérica
alternada convergente (as séries numeéricas serao estudadas na disciplina de Anélise Ma-
temética II do 2° Semestre).
E f4cil de concluir que a determinacao do valor de 7 a partir da Férmula (4) necessita de
muitas parcelas para se obter uma boa aproximacao. Na prética é usada a igualdade
us 1 1

— = 4arctg = — arctg ——
1 arctg - — arctg ooo

1\ 2k+1 1\ 2k+1
4= — =
6" ()|

e portanto sao necessarias muito menos parcelas para obter um bom valor aproximado de .
Sugerimos como exercicio a determinacao de m com n = 10 (ou seja, usando 11 parcelas) e a
comparacao do valor obtido com o dado por uma méaquina de calcular.

Entao, tem-se

N~ (CDF
~2 %it1

k=0

N

(iii) Extensao: Fungao Composigao

Seja h uma funcao real de uma varidvel real e consideremos a sua composicao com a fungao
com variavel no extremo do integral

Y

g:y—>/f(t)dt

a

isto é, a funcao
h(z)

p=goh:x — /f(t)dt

Da definicao de composicao de funcgoes tem-se
D,={x € Dy : h(z) € Dy}

onde D, é o maior intervalo que contém a e onde f é continua. Assim, por exemplo, se
log z
prx— / argtht dt
0

entao
D,={zeR: 2>0Alogz €] —1,1[}
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Mas
logx €] — 1,1 <= logz>—1 Alogzx <1

1 1
<~ x>——/\x<e<:>x€}—,e[
e

e
1

D :}—,e[
e

Em relagao a continuidade e diferenciabilidade da funcao p, verifica-se o seguinte resultado

Donde

Propriedade 22
(i) Se h € continua em Dy, entdo p € continua no seu dominio.

(it) Se h € continuamente diferencidvel em D,, entdo p € continuamente diferencidvel em
D, e
Vaen, 1 (x) = f(h(x)) (z)

Demonstragao:
(i) E consequéncia do facto da composicao de fungoes continuas ser continua no seu dominio.
ii) Se h é continuamente diferenciavel em D,,, entdo para qualquer z € D, tem-se
P P
p'(z) = g'(h(z))W (z) = f(h(z))K (z)

Como f é continua em D, e p’ é o resultado da composicao e multiplicacao de fungoes
continuas, entdo p’ é uma fungao continua em D, e p é continuamente diferencidvel em

D,.

g

Exemplo: Consideremos o problema da determinagdo dos minimos e maximos locais da
funcao

log x
pix— /argthtdt
0

1
o= o]

e pela propriedade anterior, p é continua em D,. Para calcular a derivada da fungao p, tem-se

Como vimos anteriormente,

th(l
p/(x) = argth (logz) (log )" = argth(log 7)
x

Entéo p é continuamente diferencidvel (e portanto regular) em D,. Como D, é um intervalo

aberto, entdao os unicos candidatos a minimos e maximos siao os pontos que satisfazem p'(z) =

0. Mas nl
t
p’(x):0<:>w:0<:>10gx:0<:>x:1
X
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Donde x = 1 é o tnico candidato. Para verificar se é minimo ou maximo calcula-se a segunda
derivada de p em 1

1

Py = <(argth(logw))—+(i)largth(l()gx)ox:l

x

1 1 1
1—log“z = 1 1—-log“x/ ,.—

Entao p tem um minimo local (e global) em x =1 de valor

log1 0
p(l) = / argtht dt = /argthtdt =0
0 0

22 Integrais Improprios

b b
Propriedade 23 Se a,b € RU{—o00,+00} e os integrais /f(x) dx e /g(:c) dx sao conver-
a

a
gentes, entao

€ convergente e

Demonstragao:
(i) Consideremos primeiramente o caso em que f é continua em [a,b] com b € R. Entao

xT

b
/f(x) dx = liIgl_ f@)dt

xT

g(x)dx = lim [ g(t)dt
T—b~

g\@
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sdo numeros reais. Das regras dos limites e dos integrais definidos, vem

T

b
/ (F@)+g@) de = Tim [ (F(t) + g(t)) dt

r—b—

= lim [jf(t) dt—i—/mg(t) dt]

= lim /f ) dt + hm g(t)dt
T—b~

= /bf(x)dx—l—/g(x)dx

As demonstragoes dos casos em que b = 400 e do intervalo |a, b] sdo semelhantes.
(ii) Se f é continua em ]a, b[, entao para c €|a, b[ tem-se

b c

[ @)+ gty do= [ (@) + gla) do+

a a

) da

q\@
—
=
&

+
Q

Mas por (i), vem

b
/ (f(z) +g(z) dz =

(iii) Se o integral é de 2% espécie, entdo é soma de n > 2 integrais impréprios de 1? espécie

Ak+1

/ (f(z) + g(x)) da

ag
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comk=1,...,n,a1 =aeapy; =b e tem-se

b n Q41

0

Propriedade 24 Se f ¢ positiva e tem um numero finito de pontos de descontinuidade no
intervalo de extremos a e b (a,b € RU{—o00,+00}), entdo

b b
[1@ar=0ou [ s)ar=soc

Demonstracgao:

(i) Consideremos primeiramente o caso em que f é continua em [a,b]. Iremos apenas
assumir que b € R, pois a demonstragao para b = +oo é semelhante. Entao a fungao

é crescente em [a, b[, pois
\v/zé]a,b[ g,(x) = f(SC) >0
Portanto pela propriedade do limite das fungées mondtonas

xT

b
/f(x) dx = liIgl_ f@)dt

existe e é igual a sup g(x) > 0 ou diverge para +oco.
z€la,b|

A demonstragao para o caso de ]a,b] é semelhante & anterior usando a funcao

hiabl — R

xr — /bf(t)dt
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(ii) Se f é continua e positiva em |a, b[, entao para ¢ €la, b| tem-se

/bf(:c)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx

e o resultado é consequéncia da regra da soma dos limites de fungoes.
(iii) Se o integral é de 22 espécie, entao podemos escrever

k41

b n
a/f(x)dngl f(z)dx

coma=a; < ay <...<apt1 = be oresultado é também consequéncia da regra da
soma dos limites de fungoes.

d
Nota: A propriedade também é véalida se f é ndo negativa e nao nula no intervalo de extremos
aeb.

23 Critérios de Convergéncia dos Integrais Improéprios

12 Critério de Comparagao: Se [ e g sao duas fungoes com um nimero finito de pontos
de descontinuidade num intervalo de extremos a e b, satisfazendo

du>o0 vxe[a,b} 0< f(.%') < Mg((L‘)

entao

b b
(1) /g(x) dx € convergente = /f(x) dx € convergente e
a

a

/bf(w)deM/bg(fﬂ)dw

(i1) /bf(x)dx:+oo=>/bg(x)dx:+oo

Demonstracgao:

(i) Consideremos primeiramente o caso do intervalo [a,b[ com b € R. Como
b
/ g(z)dx
a
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é convergente, entao
xT

b
/g(a:) dr=5= sup /g(t) dt
s x€la,b] J

Mas por hipétese

xT

/f(t) dt <MS

para qualquer z € [a,b[. Entao

xT

b b
/f(x)d:c: liIgl_ f(t)dtSMS:M/g(:c)dx

As demonstragoes dos casos de b = 400 e do intervalo ]a,b] sdo semelhantes. Se f é
continua em |a, b[, entdo para ¢ €|a, b|

/f(a:)d:c - /Cf(a:)d:c+/bf(a:)dx

a

IN

M/Cg(x)d:c+M/bg(x)d:c

- M/bg(x)dx

Finalmente consideremos o caso de um integral de 2 espécie. Entao

b n Q41
[t@ar=3" [ @
a k=1 ag
coma=a; <ag <...<dapr; =0b. Como a propriedade é vélida para integrais de 1?
espécie, entao
ag41 Ak+1
flx)de <M / g(z)dx
ag ag
e
b n k1 b
/f(a:)d:c < MZ / g(z)dx :M/g(:c)dx
a k=1 ay a

Exemplo: Consideremos o integral de 1* espécie

+o0

/ e dr

1
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Como nao se consegue calcular uma primitiva da sua funcao integranda, iremos primeiramente
estabelecer a sua convergéncia para depois podermos calcular um seu valor aproximado por
um método numérico. Como e > x para todo = € R (ver figura), entao

2
vze]R e’ > $2

Y
y=e"
y==x
T
X
Donde 1
2
vme]Rex <?
Mas N
D
1 17+ 1
—2de — =— lim —+1=1€R
X X 1 r——+o00 I

1

e portanto é convergente. Entao o integral dado é convergente e o seu valor é menor que um.

29 Critério de Comparacao: Sejam b € R U {400}, d = b~ ou o0, f e g duas fungoes
continuas, nao negativas e nao identicamente nulas em [a, b|.

(i) Se
lim % — x>0

b b

entao os integrais / f(z)dx e / g(x)dz sio da mesma natureza (isto €, ambos

convergentes ou dwergentes pam +00).
(ii) Se
—d g(x)

entao
b

b
/g(x) dx convergente — /f(ac) dx convergente
a

a

b

/f( )dx—+oo:>/ ) dx = 400

a
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Demonstracao: Provemos apenas (i), com b € R, pois as demonstragoes dos outros casos
sao semelhantes. Da defini¢do de limite de uma funcao tem-se

f(z)

Voso Jo>0 |- 0 <z <b=>A—0<—=< A+ 0
g9(z)

Se escolhermos 6 > 0 tal que A — 0 > 0, entdo existe um J > 0 tal que

Vacposnt (@) < O+ 0)g(x) A g(x) < 1 f(2)

O resultado é agora consequéncia do 1° Critério de Comparacao. O
Nota:
(i) Se
lim @ = +00
—d g(x)
entao
g(x) _

lim £\ _
ovd f ()
e a propriedade (ii) é valida substituindo f(z) por g(z).

(ii) A propriedade é também vélida para fungdes continuas em ]a,b], com a € RU{—o00} e
usando o limite
f(z)

z—d g(x)

em que d = a™ ou —oo.

Exemplo: Consideremos o integral

0/ s1n:c
7,

Como f é continua e ndo negativa em |0, 7], entdo podemos usar o 2° Critério de Comparagao.

Como .
sinx
. 2
lim ’”T = lim
z—0t = z—0t T

sinx
=1>0

entdo o integral dado é da mesma natureza do integral

™

1

/ dx = [log z]§ =logm — lim logz = +o00
X x—07t

0

Entao o integral dado é divergente para +oo.
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