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Introducao

A Optimizagao é seguramente uma das areas mais importantes da Matematica Aplicada e
Investigacao Operacional, ndo sé pelo seu interesse intrinseco mas pelo elevado nimero de
suas aplicagoes em varias areas da ciéncia, engenharia, economia e finangas. Um problema
de Optimizacao consiste em minimizar ou maximizar uma funcao linear ou nao linear num
subconjunto admissivel X de IR™ definido por restrigoes lineares ou nao lineares. Em muitos
casos, todas ou algumas das varidveis do problema assumem valores inteiros, dando lugar
a chamada Optimizacao Discreta. Neste texto iremos debrucar-nos na Optimizagdo Nao
Linear Diferencidvel, em que as varidveis assumem valores reais e que a funcao a minimizar
ou maximizar e as func¢Oes associadas as restricbes sao continuamente diferencidveis num
subconjunto aberto de IR"™ que contém o conjunto admissivel. Contrariamente a denominada
Optimizagao Global que se dedica a determinacao de 6ptimos globais, a Optimizacao Nao
Linear preocupa-se com o estabelecimento de condigoes de optimalidade para minimos ou
maximos locais e algoritmos para os obter. Este texto debruga-se sobre o primeiro assunto, isto
é, dos fundamentos da Optimizacao Nao Linear e dos seus algoritmos. Houve a preocupagao de
tratar apenas os tépicos essenciais, apresentando-os de forma didética, com recurso frequente a
exemplos e ilustragoes. Pretendeu-se portanto, proporcionar uma leitura facil e autocontida,
susceptivel de ser utilizada como bibliografia de referéncia num curso de optimizacao nao
linear e assim fornecer ao leitor um espaco de aprendizagem que suscite o interesse e promova
a vontade de aprofundar a sua formagcao nesta area.

O livro estd dividido em dois capitulos. O primeiro retine uma série de conceitos ma-
tematicos que o leitor deve dominar para poder progredir na sua aprendizagem. E neste
contexto que se recorda a nocao de conjunto e de sucessao, ambos indispensaveis para a com-
preensao da teoria de optimizagao. Efectua-se depois uma revisao das principais propriedades
das funcoes reais com variaveis reais continuas e diferencidveis. O tépico das func¢oes conve-
xas/concavas e a analise das suas propriedades é também desenvolvido na primeira parte do
texto.

O segundo capitulo é dedicado as condigoes de optimalidade necessérias/suficientes para
Programagao Nao-Linear. Optou-se por apresenta-las segundo uma complexidade crescente
das restrigoes. Assim, comecga-se com os problemas de optimizagao nao linear sem restricoes,
seguindo-se o estudo das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker para as restricoes lineares e nao
lineares (primeiro as de igualdade e depois as de desigualdade). Uma lista de livros importan-
tes para um melhor entendimento das propriedades da Programacao Nao Linear e um estudo
aprofundado dos seus algoritmos e das suas aplicagoes é apresentada no final do livro.






Notacao
e Seja f: IR™ — IR, entao:
— o gradiente de f em z, V f(z), é o vector de IR" definido por
2 (@)

o1

Vi(z) =

o
%(95)

— a hessiana de f em x, V2f(x), é a matriz de ordem n x n definida por

02 0?2
2w (@)
V2 f(z) = : . :
2 2

e Se F:IR" — IR™, entao:

— o gradiente de F' em z, VF(x), é a matriz de ordem n x m definida por

VF(z) = [ VFi(z) --- VFu(z) ] ,
isto é o  emy
o1 (l‘) 0z (SL‘)
VF(z) = : : :
frn(e) o @)

— o Jacobiano de F' em z, Jp(z), é a matriz de ordem m x n igual a transposta do
gradiente de F em x, isto é, Jp(z) = VF(z)T.

e Se A é uma matriz de ordem m x n, entao:

— o nucleo de A é o conjunto N(A) = {x € R" : Az = 0};
— 0 espago gerado pelas colunas de A é o conjunto Rank(A) = {Axz:x € R"};

— a caracteristica de A é denotada por car(A).

e Se X é um subconjunto de IR", entao

— | X| representa o cardinal de X;

— int(X) e fr(X) representam o interior e a fronteira do conjunto X.






Capitulo 1

Revisao de calculo em R"

1.1 Conjuntos

Chama-se Bola aberta e Bola fechada de centro a € IR™ e raio € > 0 aos conjuntos
B(a,e) ={x e R" : ||z —a|| < €}

clB(a,e) ={z € R" : ||z —al| < €}

com [|.|| uma norma de IR".

Dado um subconjunto C de IR"™, a € C' é um Ponto Interior de C se existe uma bola
de centro em a totalmente contida em C'. O conjunto dos pontos interiores de C', chama-se
Interior de C' e representa-se por int(C'). Um ponto a € IR" diz-se Ponto Aderente de C
se qualquer bola de centro em a tem intersec¢ao nao vazia com o conjunto C'. O conjunto
dos pontos aderentes de C' diz-se Aderéncia de C' e representa-se por c/(C). Das defini¢oes

apresentadas tem-se
int(C) C C C el(C),¥C C R".

Um ponto a € IR"™ diz-se Ponto Fronteiro de C se é aderente de C' mas nao é interior.
O conjunto dos pontos fronteiros de C' chama-se fronteira de C' e representa-se por fr(C).
Portanto,

c(C) =int(C)U fr(C).

Um ponto a € IR™ diz-se Ponto de Acumulagcao de C se qualquer bola de centro em a
intersecta o conjunto C num ponto diferente de a. O conjunto dos pontos de acumulacao de
C representa-se por C'.

Na figura 1.1 ilustram-se estes conceitos para o conjunto

C={zeR*:1/2 <|lz|]| <1} U{(0,0)}.
Neste exemplo, constatamos que

int(C) = {zeR?:1/2<||z|| <1}

(C) = {zeR?:1/2<|z|| <1} U{(0,0)}
fr(C) {z e R?: ||zl = 1/2V ||z]| = 1} U {(0,0)}
¢ = {zeR*:1/2< |}z <1}.
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Figura 1.1: Pontos interiores, pontos aderentes e pontos fronteiros de C.

Um conjunto C diz-se Aberto se todos os seus elementos sdo pontos interiores, isto é, se
C = int(C). Um conjunto C é Fechado se contém todos os seus pontos fronteiros, isto é, se
fr(C) C C, ou seja, se C' = ¢£(C). Uma bola aberta é um conjunto aberto enquanto que uma
bola fechada é um conjunto fechado. O conjunto C' apresentado na figura 1.1 nao é aberto
nem fechado.

Um conjunto C' C IR™ ¢ limitado se existir um nimero real L > 0 tal que ||z|| < L para
todo z € C. Um conjunto C' diz-se Compacto se é limitado e fechado.

Como iremos ver no decorrer deste curso, o conceito de conjunto convexo tem um papel
muito importante em Optimizacao Nao Linear. Se z!, ..., 2¥ sdo k vectores de R™ e \1,. .., A
sao k ntumeros reais nao negativos tais que A\; + ...+ A = 1, entao

n
2= Mz +...—|—)\kxk = Z)\imi
i=1

1

é uma combinacdo conveza dos vectores z!, ..., z*. Se k = 2, entéo

z =t + (1 — \)z?
com 0 < A <1 é uma combinacio convexa de z! e z2. Os conjuntos
' 2% ={z€eR":z =Xzt + (1 = Nz?, 0< A< 1}

2l 2?[={z € R": z =Xz + (1 - N)z?, 0<A<1}

1 e 22, Um conjunto C' é Convero se para quaisquer pontos

sao os Intervalos de extremos x
x!, 2% de C, o intervalo [z!, 2%] est4 contido em C.

Para mostrar que um conjunto nao é convexo é apenas necessario encontrar um valor
A €[0,1] tal que Az! + (1 — N2 ¢ C com x! € O, 22 € C. Assim, o conjunto representado
na figura 1.2 (a direita) nao é convexo. Por outro lado, o outro conjunto é convexo pois
Azl + (1 — \)a? € O para quaisquer z*,2%2 € Ce A € [0,1].

A tabela 1.1 resume as notagoes introduzidas nesta seccao.

1.2 Swucessoes

Como iremos discutir em capitulos posteriores, os algoritmos para resolucao de problemas de
optimizagao nao linear sao iterativos, isto é, geram uma sucessao de vectores cujo limite é a
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=A'+(1-Nz?gC
Ae[01]

Conjunto Convexo Conjunto Nao Convexo

Figura 1.2: Exemplo de um conjunto convexo e de um conjunto nao convexo.

B(a,¢) = {zeR":|jlz—al <&}

clB(a,e) = {zeR":||lz—a|| <e}

acint(C) < 3Fe>0:B(a,e)CC

accl(C) <& Ve>0:B(a,e)NC#D

ac fr(C) < aec(C)\int(C)

aeC & Ve>0:(B(a,e)\{a})NC #0

[zt 2?] = {zeR":z=Xx'+(1-N2%0<A<1}
|zt 22 = {zeR":z=Xal+(1-N2%2,0< <1}

Tabela 1.1: Notacoes

solugdo do problema. Nesta sec¢do iremos rever os conceitos de convergéncia e de taxa de
convergéncia de uma sucessao.
Uma sucessao de vectores (z")men de IR™ diz-se convergente para x* € R" se

lim [|z™ —2%|| =0.
m—00

O vector z* € IR" diz-se Limite da Sucessao e escreve-se

¥ = lim =™
m—00

Se z* é o limite da sucessao (z"),eN, entao para qualquer 6 > 0 existe p € IN tal que
m>p=|lz™ -z <6

O limite de uma sucessao é unico. Além disso, se uma sucessao é convergente entao
qualquer subsucessao é convergente para o mesmo limite. Pode no entanto acontecer que
uma sucessao nao tenha limite, mas contenha uma subsucessao convergente. O limite dessa
subsucessao diz-se um Ponto de Acumulacdo da sucessdo dada. Além disso, verifica-se o
chamado Teorema de Bolzano-Weierstrass:

Teorema 1.1 (Bolzano-Weierstrass) Toda a sucessdo limitada tem, pelo menos, um ponto
de acumulacao.

E ainda possivel caracterizar conjuntos fechados e compactos em termos de sucessoes.
Assim, verificam-se os seguintes resultados:



Teorema 1.2

1. Um conjunto C € fechado se e so se o limite de qualquer sucessao convergente de ele-

mentos de C pertence a C.

2. Um conjunto C' é compacto se e so se contém todos os pontos de acumulagdo de sucessoes

de elementos de C.
Dada uma sucessao (x)ren de nimeros reais, podemos considerar os seus supremo sup Ty,
k

e infimo i%f x que sao elementos de IR U {—o00, 00} satisfazendo

sup zy = sup{xy : k € IN}
k

iréf xp = inf{xg : k € N}
Entao podemos construir as sucessoes (Ym)menN € (Zm)meN a partir de
Ym = sup{xg : k > m}
Zm = inf{z : k > m}

Portanto, (¢m)meN € uma sucessao nao crescente (isto é, ¥, > Ym+1 para todo m € IN) e
(zm)meN € nao decrescente (isto é, z,, < z;,+1 para todo m € IN). Entao estas sucessoes tém

limite, possivelmente infinito, e podemos escrever
lim sup x,, = lim y,,
m m
lim inf x,, = lim z,,
m m
Além disso, verifica-se o seguinte teorema
Teorema 1.3
1. Para qualquer sucessao (xp)gen de nimeros reais

—o0 < iréf T < liin inf x;, < lillgrnsup zp < supzp < 400
k

2. (zk)ken € convergente se e so se

liminf 2, = limsup z; = lim x,
k k k

3. limg sup zy, (limy inf 2y ) é 0 maior (menor) ponto de acumulagdo de (xy)reN

Como iremos ver mais adiante, em optimizacao nao linear é muito importante estabelecer
a velocidade de convergéncia dos termos de uma sucessao para o seu limite ou ponto de
acumulacgao. Seguidamente, iremos introduzir as defini¢oes das tazas de convergéncia mais

importantes.



1. A sucessdo (2¥)ren converge linearmente para T se existe ¢ € [0, 1] tal que

[a"* — 2] < clla” — 2]

para todo o k > k com k € IN.

2. A sucessdo (zF)pen converge superlinearmente para T se existe uma sucessio (cx)reN
de nimeros nao negativos e convergentes para zero tal que

[a* — 2| < ex [Ja* — 2]

3. A sucessao (xk)keN converge para T com ordem p se existe ¢ > 0 tal que

[a" — 2] < clla® — [P

A convergéncia diz-se quadratica se p = 2.
As definigoes apresentadas permitem concluir que a convergéncia linear pode ser muito
lenta se a constante ¢ é relativamente elevada e préxima de um. Assim, por exemplo, consi-

deremos a sucessao (i)]C cn due é convergente para zero. Como

2k
1 1
9k+1 — 9 9k
entdao a sucessao tem convergéncia linear com constante ¢ = % Uma andlise aos termos

desta sucessao indica uma grande lentidao na convergéncia para zero. No entanto, a sucessao
(m%)k N também tem convergéncia linear, mas a sua velocidade é muito maior. Notar que
c= 1—10 neste ultimo caso. Portanto, o valor da constante ¢ é muito importante na rapidez
da convergéncia da sucessao e a convergéncia linear s6 é rdpida se houver a garantia do valor
dessa constante ser muito pequena.

A convergéncia superlinear é caracterizada por uma grande rapidez quando z* estd re-
lativamente préximo do limite . Assim, por exemplo, consideremos a sucessao (%)

Entao

keN"’

1 1 1 1 ) 1

lim — = 0 - 2 lim—— =0
TR R+l k41l K R E+1

pelo que a sucessao converge superlinearmente para zero. Apds os primeiros termos relativa-
mente elevados, a sucessao comeca a convergir para zero de um modo muito rapido. Assim, hé
a garantia de a sucessao convergir rapidamente quando os termos estao suficientes préximos
do limite.

Consideremos agora a sucessao (2%) Entao,

keN"

by L g L 1 1)
Bk TV oorrt T gokn T | 9ok

pelo que a sucessao converge quadraticamente para zero. A semelhanca do exemplo anterior,
também neste caso se verifica uma grande rapidez na convergéncia dos termos da sucessao
para zero. Alids, a convergéncia quadratica implica a convergéncia superlinear, pois
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k| lah—a] |y -z -3 w7
1] 5.00E-01 1.00E-01 1.00E-00  2.50E-01
2 | 2.50E-01 1.00E-02 5.00E-01  6.25E-02
3| 1.25E-01 1.00E-03 1.67E-01  3.91E-03
4| 6.25E-02 1.00E-04 4.17E-02  1.53E-05
5 | 3.13E-02 1.00E-05 8.33E-03  2.33E-10
6 | 1.56E-02 1.00E-06 1.39E-03  5.42E-20
7| 7.81E-03 1.00E-07 1.98E-04 2.94E-39
8 | 3.91E-03 1.00E-08 248E-05  8.64E-78
9 | 1.95E-03 1.00E-09 2.76E-06 7.46E-155
10 | 9.77E-04 1.00E-10 2.76E-07 5.57E-309

Tabela 1.2: Erros para os dez primeiros elementos das sucessdes (2¥)ren, (¥%)ren, (2F)ren €
(W*)ken.

¥t =zl < ella® - a7
= c|lz* — || []a* — ]
= c|l2* - 7]
e
lim ¢ = lim¢||z* — Z|| = 0.
k k

Por isso, sucessoes com convergéncia quadritica terem taxas mais rapidas do que as que
possuem os outros dois tipos de convergéncia.

Para exemplificar a rapidez das convergéncias linear, superlinear e quadratica, considere-
mos as quatro sucessoes referidas anteriormente

(@ Veens Wken,  (FF)rens (WM )ken.

Todas essas sucessoes sao convergentes para £ = 0 e verificam

1

1
k = k -
|2° —z| = |lw® — x| = 5o

k 7

k _
|‘T _'1"‘:277

1

Tok’

Os erros para os dez primeiros elementos destas sucessoes estao indicados na tabela 1.2.
Assim, podemos observar que a sucessio (z¥)ren vai convergindo lentamente para o limite z,
necessitando cerca de trés iteragoes para atingir mais uma casa decimal de precisao (isto é,
obter uma aproximagao com um erro 10 vezes inferior). Na sucessao (yk)keN cada elemento
contribui com uma nova casa decimal de precisao, pelo que converge mais rapidamente do
que a sucessdao (zF)ren. A sucessdo (2¥)ren inicia-se com uma convergéncia lenta para Z,
aumentando a rapidez de convergéncia & medida que se consideram mais elementos (é uma
caracteristica da convergéncia superlinear). Note-se que, considerando valores de k superiores
a 10 na tabela anterior (e, portanto, 1/k < 1/10), a sucessdo (2¥)ren comegaria a convergir
mais rapidamente para z do que a sucessio (y¥)ren, obtendo-se |[2F+1 — z|| < |jy*+! — 7|
para todo k > 25. Finalmente, a sucessdo (w¥)ycn praticamente duplica o nimero de casas
decimais de precisao para cada elemento da sucessao.
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1.3 Funcao real de varias variaveis reais

Uma fung¢do de n varidveis é uma correspondéncia entre vectores de um subconjunto de IR™
e o conjunto de nimeros reais. Assim, por exemplo

f: R* — R
x = (z1,T2,73,24) +— XT1Tox3+ m%e‘“ + x4 log x1

é uma funcao de IR* em IR ou uma funcéo de 4 varidveis. Normalmente escrevemos
Yy = f(:El,ZL'Q, . ,l’n)
para representar a funcao f. Assim,
Y = T1ToT3 + x%e_“ + x4log 21

representa a funcao do exemplo anterior.
Dada uma funcao de n variaveis, uma Superficie de Nivel é representada por uma equagao
de forma

flx1, e, ... xn) =k

com k € IR. Se n = 2, entao a equacao f(z1,z2) = k representa uma curva de nivel. Cada
fungdo de n varidveis tem associada uma infinidade de superficies de nivel. A figura 1.3
apresenta o gréafico (A esquerda) e duas curvas de nivel (& direita) da fungio y = 22 + 3. O
grafico da funcao foi obtido utilizando o software MatLab executando as seguintes intrugoes:

[X, Y] = meshgrid(-1:0.1:1, -1:0.1:1);
Z=X."2+Y.72;

mesh(X, Y, Z);

xlabel(’x_1°);

ylabel(’x_27);

zlabel(’y’);

Substituindo o comando “mesh(X, Y, Z)” por “contour(X,Y,Z,[0.5 1])” obtemos as
curvas de nivel f(z1,z2) = 0.5 e f(x1,22) = 1. Note-se que o comando “meshc” permite
visualizar o grafico e as curvas de nivel na mesma figura.

Uma func¢do de n varidveis diz-se Linear se se puder escrever na forma

n
y:b+clx1+...+cn$n:b+20i:ﬁi

i=1
com b, cy, ..., c, numeros reais. Dada a definicao de produto escalar de dois vectores, obtemos
a expressao vectorial da funcao linear
_ _ T
y=b+c.x=b+c'zx
com ¢ = (c1,...,¢p) € x = (21,...,2,). B de notar que em IR? as curvas de nivel da funcao

linear sao rectas.
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2 i X X

Figura 1.3: Gréfico e curvas de nivel da fungdo y = 2% + 3.

Uma fung¢do de n varidveis diz-se Quadrdtica se se puder escrever na forma
T LT
y=b+c x+§a: Hz. (1.1)

E de notar que uma funcao quadratica pode ter varias representagoes equivalentes na forma
vectorial. De facto, é facil encontrar outras matrizes H' verificando 2V H'z = 2" Hz,Vx € R™,
como por exemplo H' = %(H T + H). Contudo, se impusermos que H seja uma matriz
simétrica, entao h& unicidade na representacao vectorial. Por isso assumimos que H é
simétrica em (1.1) e tem-se

1
y=b+(c1m1 +...+comy) + §h11x% + hiaw1@2 + ... + hinT1Tn + ...+

1 1
§h22x% + ...+ hopxoxy, + ...+ §h7ml‘% (1.2)

n 1 n n
=b+ Z Cixi + 5 Z h“xf + Z Z hijxixj
=1 i=1

i=1 j=i+1

n 1
=b+ Zcixi + 5 Z Z hijxixj.
=1

i=1 j=1

A passagem da forma analitica para a vectorial é facil de efectuar se tivermos em conta
as expressoes (1.1) e (1.2). Com efeito, para se obter a forma vectorial a partir da analitica
basta notar que H ¢ simétrica e que se tem

—hy; = coeficiente de 2%,i=1,...,n
2 (¥ B ) 9
hij = coeficiente de z;x;,7 < j.
Assim, por exemplo, consideremos a fungdo quadratica de 4 varidveis

y=3+2x1 —x3+ 224 + 33:% + 22129 — 124 + x% — X9x3 + ToTy — 31:% + r314 — xi.
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Entao,
6 2 0 —1
2 2 -1 1
0 -1 -6 1
-1 1 1 -2
Sejam agora dadas m funcoes f; de n variaveis. Uma func¢do vectorial F' de n varidveis
com m valores é definida por

F: R — IR™

b=3, c¢c=[20-12, H=

Uma fungéo F' é linear se todas as fungdes f; o forem. Assim, F' ¢é linear se e s6 se para
qualquer x € IR"
b1 +anxr + ...+ anx,

bo + as1x1 + ...+ a9ptn

F(x) = =b+ Az

b + @izl + ...+ QnTn

com b= [b;] € R" e A = [a;;] € R™*". Assim, toda a funcao linear tem associada uma e
uma, s6 matriz A que se chama Matriz da Funcao Linear.

1.4 Continuidade

Apresentamos nesta seccao a definicao e algumas propriedades da continuidade de uma dada
funcao. Assim, f diz-se Continua num Ponto a pertencente ao dominio D C IR" se e sé se

lim f(2) = f(a) < lim [|£(a) — f(a)]| =0
& V0 >0,3e >0:2 € Bla,e)ND = ||f(z) — f(a)|]| <86.

Uma funcao diz-se Continua em A C D se for continiua em todos os pontos de a € D.
O seguinte teorema indica algumas propriedades importantes sobre funcoes continuas.

Teorema 1.4 Sejam f e g duas funcdes reais de n varidveis reais continuas em D C IR™.

1. Se A € R, entdo hy : © — \f(x) € continua em A.

2. As fungoes

sao continuas em D.

3. A funcdo

é continua em {x € D : g(x) # 0}.
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4. Se h € continua no seu dominio Dy C IR, entdo
he : x — h(f(x))
¢ continua em {x € D : f(x) € Dy}.

Como consequéncia desta propriedade podemos concluir que se f é continua em D C R"

entao N

hy iz —  [f(z)] (n € IN)

hs :x — | f(z)]

hg :x — </ f(x) (k € N, k é {impar)
sao continuas em D e

hio:x — X/ f(z) (p € N,p é par)

é continua em {z € D : f(z) > 0}. Além disso, se F': IR" — IR™ é continua em D C IR" e
||.|| ¢ uma norma qualquer, entao

hi1:x — || F(z)]]

é continua em D.
Ainda como consequéncia imediata da defini¢ao de fungao continua num ponto a, podemos
estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 1.5 Se f: R" — IR € uma fungdo continua em a € R™ e f(a) >0 (< 0), entao
existe € > 0 tal que f(x) >0 (< 0) para todo x € B(a,¢).

1.5 Derivadas direccionais

Dada uma funcao f : R™ — IR, chama-se Derivada Direccional de f em x € IR" na direcc¢ao

p € IR" ao numero real
of v _ . fla+hp) - f(z)
o =i T

A derivada direccional aparece assim como generalizacdo da derivada de uma fungao de

uma variavel. A Derivada Parcial em ordem a x; em x denota-se por %(x) e é a derivada
3

direccional na direccao €*, onde e* é o vector

i i i i 1, sej=i
e =(e},...,e), ej:{o se?’;&i
Assim,
of .\ _ . fla+he) - f(z)

O Gradiente de f em x € R™ é o vector V f(z) € IR"™ cujas componentes sao as n derivadas
parciais de f em x, isto é,
Vf(z)=[Vif(z)] e R"
com 5
Vif(z) = 8;:(95), i=1....n.

Das definicoes apresentadas facilmente se conclui que:
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1. Se f é linear (f(z) = b+ c'xz), entdo Vf(x) = ¢, para todo z € R". Portanto, o
gradiente de uma funcao linear é constante.

2. Se f é quadrética (f(z) = b+c'x + %xTHx), entdo Vf(x) = ¢+ Hx para qualquer
x € IR"™. Portanto, o gradiente de f em x é uma fungao linear em z.

Se F': IR"™ — IR™ é uma fungao vectorial, entao podemos agrupar os m gradientes V f;(z)
das m fungoes f; que constituem F' e formar uma matriz de ordem m x n de forma

Vi)'
Jp(z) = VF(z)" = N
V fm(z)T

que se chama Jacobiano de F em . E facil de concluir que o jacobiano de uma funcao
vectorial linear é constante e igual & matriz A a si associada.

Uma fungao f : R™ — IR é Gateauzr Diferencidvel em x € IR™ se as derivadas direccionais
%(x) existem para todas as direcgoes p € IR". Entao, V f(z) existe e satisfaz

af

oy (@) = V@)

o que permite calcular facilmente a derivada direccional de f em z na direc¢ao p. Uma funcao
é Gateaur Diferencidvel em D C IR™ se o é em cada x € D.

Diz-se que uma fungao f : IR"™ — IR é Frechet Diferencidvel em x se é Gateaux dife-
rencidvel em x e além disso

i M@ +y) = f@) = Vi) Tyl

=0.
y—0 1yl

Além disso, f é Frechet diferencidvel em D C IR™ se 0 é em cada x € D.

E facil de ver que toda a funcao Frechet diferencidvel em x é continua nesse ponto, mas
esse resultado nao é necessariamente verdadeiro para funcoes apenas Gateaux diferenciaveis.
A titulo de exemplo, podemos indicar as funcoes

2

TiT2
fl(ﬂfl,l’Q) = { :E‘ll-i-m%’ se (xlaxQ) 7£ (0,0)

0, se (x1,x2) = (0,

x‘;’xg
e folw,z2) = { gy S (71,22) 7 (0,0

0, se (x1,22) = (0,0)

~—

cujos graficos estao representados na figura 1.4. A fungao f; é Gateaux diferenciavel em (0, 0)
e

112
=Gy em, oo { B 020
Porém, uma vez que esta derivada nao é uma funcao linear em p, entdo fi; nao é Frechet
diferencidvel no ponto (0,0). Por outro lado, a funcao fo é Gateaux diferencidvel em (0,0)
com %—J;Q((O, 0)) = 0 para todo o p € IR?, sendo portanto um operador linear. No entanto, fo
nao é Frechet diferencidvel em (0, 0) pois nao é continua nesse ponto, como se pode facilmente
constatar calculando o limite da funcio ao longo da direccdo definida por =1 = t, zo = t3,

teR.
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Figura 1.4: Gréfico de duas fungbes Gateaux diferencidavel em (0,0) que ndo sao Frechet
diferencidveis nesse ponto.

Uma fungao vectorial F' : R" — IR™ é (Gateaux, Frechet) diferencidvel em z (em
D CIR") se cada funcao f; o for.

Seja agora uma funcao f : IR" — IR diferencidvel num subconjunto D C IR". Entao,
podemos considerar uma funcao vectorial em D

Vf: R® — R"
xr = Vf(x)’

Se esta fungdo é continua em x, diz-se que f é Continuamente Diferencidvel em x. A funcao
f é Continuamente Diferencidvel em D, e escreve-se f € C'1(D), se o for em cada x € D. Do
mesmo modo, uma funcio vectorial F' : IR® — IR™ é Continuamente Diferencidvel em x se
cada f; o for. Além disso, F' é Continuamente Diferencidvel em D, e escreve-se F' € C1(D),
se o for em cada x € D.

Consideremos novamente uma funcao f diferenciavel em D C IR". Se a funcao V f definida
anteriormente ¢é diferencidvel em = € D, entao existe o jacobiano de V f em z. Essa matriz é
quadrada de ordem n, chama-se Hessiana de f em x e satisfaz

0% f

20

Vi) = [axz‘ O; (x)] T
ji=l,..n

Dada uma funcao diferenciavel f : R — IR, chama-se Sequnda Derivada Direccional de

f em x na direc¢go p ao nimero real

0 o)
I
Op? h—0 h ’

A fungao f diz-se Duas Vezes Diferencidvel em x se a segunda derivada direccional em x
existe para qualquer direccao p. E entao possivel provar que a hessiana em z satisfaz

0% f

8792(96) =p V2 f(2)p.
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A funcdo f é Duas Vezes Continuamente Diferencidvel em x se a funcao vectorial V2f :
R" — IR™™ é continua em x. A fungao diz-se duas vezes continuamente diferencidvel
em D C IR" se o for em cada € D e escreve-se f € C?(D). Se tal acontecer, é possivel
mostrar que a hessiana é simétrica. E ainda facil ver que toda a funcao quadratica definida
por f(z) =b+c'z+ %:pTHx 6 C?(IR™) e tem hessiana constante e igual & matriz H, isto é,
V2f(x) = H para todo z € IR". Em particular, a hessiana de uma funcao linear é nula para
cada x € R™.

1.6 Teoremas das funcoes continuamente diferenciaveis

Nesta seccao apresentamos alguns teoremas de funcées continuamente diferencidveis que serao
muito uteis em capitulos posteriores. Assim, verifica-se o chamado teorema dos Acréscimos
Finitos, cujo enunciado e demonstracao sao apresentados a seguir.

Teorema 1.6 (Acréscimos Finitos) Se D C IR" é um conjunto aberto e convexo e f € C1(D),
entao para quaisquer x,x + p € D, existe um nimero real X €]0,1[ tal que

fa+p) = f(z) +Vi(z+p)"p.
Demonstracao: Consideremos a funcao
g: R — R
. 1.3
b o) =S+ ) 3

Entao, ¢ ¢é continuamente diferencidvel em [0,1] por ser a composicdo de duas fungoes
nessas condigoes. Além disso,

9(0)=f@),  g()=fle+p), gO)=Vf(e+ip) p.
Pelo teorema dos Acréscimos Finitos para fungoes de uma varidvel, existe A €]0, 1] tal que
9(1) = g(0) + g'(N)(1 - 0).

Substituindo os valores de g(1), g(0) e g'(A\) obtém-se o resultado pretendido. O

xlxg

A figura 1.5 ilustra o grafico das fungdes f(z) = sin(=52) e g(t) (no caso de x = (0,0)
e p = (1,—1)). Representa-se ainda nesta figura, em baixo, o grafico de g apenas numa

dimensao.
Se agora considerarmos a Formula de Taylor com Resto de Lagrange para a fungao g
anterior e tendo em conta que

0% f

=g @t tp) = p  Vif(z +tp)p

g"(t)

é facil de obter o seguinte resultado.

Teorema 1.7 Se D C IR" é um conjunto aberto e convezo e f € C?(D), entdo para quaisquer
xz,x +p € D existe X €]0,1] tal que

fla+p) = f() + VI Tp+ 5TV + Anp,
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z = (x) = sin(x, x3/2)

T

SREIIIEIN
PR Se et et
SIS

3
O

2 =g(t) = f(x + tp) = sin(t-1)%2), x = (-1, 1), p = (1, -1)
1 T T T

Figura 1.5: Exemplificacao do teorema dos acréscimos finitos.

Utilizando agora a chamada Férmula Fundamental do Célculo Integral para fungoes de
uma varidvel é possivel estabelecer a seguinte propriedade.

Teorema 1.8 Se D C IR" é um conjunto aberto e convezo e f € CY(D), entdo para quaisquer
z,x+peD

1
f(z+p)=f(z) +/0 Vf(z+tp)Tpdt.

Demonstracao: Consideremos novamente a fungao dada em (1.3). FEntdo, como vimos na
demonstracao do teorema 1.6, vem

g(0) = f(z),  g(1)=f(z+p), ¢t)=Vf(z+tp) p.

Mas, pela Féormula Fundamental do Célculo Integral, tem-se

1
o) =900 = [ (e)at.
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Substituindo os valores anteriormente calculados na igualdade anterior, obtém-se o resultado preten-
dido. O

Contrariamente ao teorema dos acréscimos finitos, este teorema pode ser facilmente ex-
tendido a fungoes vectoriais. Com efeito verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 1.9 Se D C IR" é um conjunto aberto e convezo e F € C*(D), entdo para quaisquer
z,x+peD

1
F(x+p)=F(z)+ / VF(z+tp)p dt.
0
Demonstragao: Pelo teorema anterior tem-se

1
fi(x+p):fi($>+/0 Vi(z+tp)Tpdt, i=1,...,m.

O resultado obtém-se a partir da defini¢do de F(y) e de VF(y). O

Definigao 1.10 Uma func¢do h : D C IR — IR diz-se Continua a Lipschitz em D se existe
6 > 0 tal que
|h(z) = h(y)| < dlz —yl, Vz,y,€D.

Para representar essa propriedade escreve-se h € Lips(D). O menor valor de § que verifica
esta desigualdade ¢ denominado Constante de Lipschitz da fungao h.

Como consequéncia destes dois ultimos teoremas, podemos estabelecer o seguinte resul-
tado.

Teorema 1.11 1. Se D C IR"™ € um conjunto aberto e convero, v € D, f € CY(D) e
Vf € Lips(D), entao para quaisquer z,x +p € D

Flatp) < @) + V5@ D+ 5ol

2. Se D C IR™ € um conjunto aberto e convexo, v € D, F € CY(D) e VF € Lips(D),
entao para quaisquer r,x +p € D

1P+ p) ~ Pla) ~ VF@) ol < Il

Demonstracao: Iremos apenas provar (2), pois (1) é uma consequéncia desse resultado. Do teorema
1.9 vem que

F(z+p)— F(z) — VF(z)Tp= /0 VF(z+tp)Tp dt —VF(z)Tp

! T
/ (VF(z +tp) — VF(z)) p dt.
0

Considerendo que as normas matricial e vectorial sdo compativeis, tem-se

1
|F(z +p) — F(x) = VF(x) | S/O IVF (2 +tp) — VF(x)]| [[pl] dt.
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Como VF € Lips(D), entdo ||VF(x +tp) — VF(z)|| < d||tp|| = ¢ |t]||p||- Portanto,

1
)
1#G@ ) = (o) = VF@) Tl <31l [ ede= ol

1.7 Funcoes convexas e concavas

Seja D um conjunto convexo. Uma funcao f : IR® — IR diz-se Convexa em D se para
quaisquer z!, 2% € D,

FOxt + (1 =N)2%) < Af@@h) + (1= N f(e?), vae[o1].
Se se verificar a desigualdade estrita para x1 # xs, isto é, se
Ozt + (1= N2?) < Af@h) + (1= N f(?), VA€o

entao f diz-se Estritamente Convexa em D.
Uma fungdo diz-se Concava (Estritamente Concava) em D se —f é convexa (estritamente
convexa) em D. Assim, f é concava em D se para quaisquer x', 22 € D,

FO + (1= N)a?) = M) + (1= NfE2), YA€, 1]
e f é estritamente concava em D se para quaisquer z', 22 € D distintos,
FOat + (1= N)a?) > Af(@h) + (1= N fa?), vA€o,1].

Estas definicbes tém interpretacoes geométricas muito interessantes para fungoes de uma
variavel (ver figura 1.6). Assim, f é estritamente convexa em D se para quaisquer x1,z2 € D,
o segmento de recta que une os pontos Pi(z1, f(x1)) e Py(x2, f(x2)) estd acima da curva
y = f(x) que contém esses pontos. Se a fungao é convexa mas nao é estritamente convexa,
entdo a curva e o segmento podem coincidir. Do mesmo modo, para fung¢oes concavas (estri-
tamente ou nao) a curva y = f(z) estd acima do segmento que une os pontos P (z1, f(z1)) e
Py(z2, f(x2)), onde x1,29 € D,i € {1,2}.

Das definicoes apresentadas podemos estabelecer os seguintes resultados.

Teorema 1.12
1. Toda a norma € uma funcdo convera.

2. Se [ € [estritamente] convera (concava) em D C R™ e g € [estritamente] conveza
e crescente (concava e decrescente) em {y € R : y = f(x),xr € D}, entio go f €
[estritamente] convexa (concava) em D.

Demonstragao:

1. Sex!, 22 € R™ e X € [0,1], entdo

Az + (1= X2 < e[|+ [1(1 = N2?[] = Ml + (1 = N)]2]].
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E(t) =ty + (1 — )y J(8) = tf (@) + (1 - 1) f(22)
o = Azr1+ (1 — Az yo=Af(z1) + (1 = A)f(z2)

y=flx)

((t),g(t)
Sy

(=(t),5(t)) Yo = flmz)

1
: pY !
. 1
! ™ f (o) : : .
a0 Fai) Ha] H A I iy} ] T
funcao estritamente convexa funcao convexa nao estritamente convexa
K7 _ _
f(z0) _ (@#).9(0)

yo = flxg)

((t),u(t)

N i y=rlxr) |

i y=f(x)

a0 Fy] dra a Ty Fy] Lo i

funcao estritamente concava funcao convexa nao estritamente concava

Figura 1.6: Exemplos de funcoes [estritamente| convexas/concavas.

2. Sejam 2!, 22 € R" e A € [0,1]. Como f é convexa, entdo
O+ (1 - N)a?) < Afh) + (1 - N f(2).
Mas g é crescente e convexa e por isso

g(fOat + (1= N)z?)) < g(Mf(ah) + 1 =N f(2?) < Ag(f(z!)) + (1= Ng(f(«?). O

Assim, por exemplo, a funcao
n 2
fria— eXim T

é estritamente convexa em IR", pois é composicio de f :  — ||z||3 com a funcdo exponencial
g.

Em geral, as defini¢oes apresentadas sao pouco tteis para estudar se uma fungao é convexa
ou concava. Seguidamente iremos estabelecer algumas propriedades que em alguns casos faci-
litam imenso essa tarefa. Antes de as apresentarmos, notemos que toda a fungao estritamente
convexa (cdncava) é convexa (concava) e que f é convexa se e s6 se —f é concava. Por isso,
limitar-nos-emos a demonstrar os resultados para fungoes convexas.

Teorema 1.13 Se D é um conjunto aberto e convezo e f € CY(D), entdo

1. f € convexa em D se e s6 se para cada T € D

fl@)> f(@) + V@) (x—2z), VoeDb.
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2. f € estritamente convera em D se e s se para cada T € D
fx)> f@) + Vi@ (x—2), VeeD-{z}

Demonstragao:

1. Para provar a implicacio "=", seja
y=Ar+(1-\Nz, \e]o,1].
Como f é convexa em D, entdo
Fy) < Af@)+ (1= Nf@) = (@) + A (f(2) - [(2)). (1.4)
Além disso f € C'(D) e portanto, pelo Teorema 1.6, tem-se
F) = f@+ Mo —7) = () + \Vf(n)' (z—7) (1.5)
com 7 €]z, y[. De (1.4) e (1.5) vem

F@+AVI)T (=) < f(@) + A (f(2) — f(@))
S VImT (- ) < f(2) - f(@).
Fazendo tender y para Z, também 7 tende para T e como f € C1(D) entao
Vfn) = V@)

Portanto, f(z) > f(z) + Vf(z)T (z — z).
Para provar a implicagao reciproca, suponhamos que para cada T € D

f@) > f(@) + Vi@ (x-27), VYreD
e provemos que f é convexa em D, isto é, que
fOat + (1= N)a®) < Af(2') + (1= N f(2?)

para quaisquer 1,22 € D e A € [0,1]. Se y = Az! + (1 — \)2?, entdo

FaY) = ) V)T (" - y)
F@®) = fy) 2V )T (2° —y)
Portanto,
M) + (1= N f(?) = fFOa! + (1= Na?) = M (@h) + (1= N f(?) - f(y)

= M)+ (1= NF@?) — (A+ 1= N) f»)
=Mf(=") = f») + A =N () = f))
> AV T (@ —y) + (1= NV (@2 —y)
=V T (M@t —y) + (1 - —y))
= Vf(y)T ()\xl +(1- )\)x2 — y) =0

e isso demonstra que f é convexa em D.
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2. A demonstracao da implicacdo ”<" é semelhante a do caso de f ser convexa. Provemos entéo a
implicacao ”=". Como toda a fun¢éo estritamente convexa é convexa, pelo item anterior tem-se

fl@) > f(@) + Vi@ (@ 1) (1.6)

para quaisquer x # Z. Para provar a desigualdade estrita, suponhamos que existe & € D — {z}
tal que

f(@) = f(3)+ V@) (@ - 7). (1.7)

Seja agora & = AZ + (1 — A\)& para certo A €]0, 1[. Como f é estritamente convexa em D, entao
f(@) = fAZ+ (1= N)2) <Af(Z) + (1= A)f(2).
Mas de (1.7) vem

M@) + (1= Nf@) =M@ + 1= N (f@) + V@) (@ -z)
= f@)+ Q- NV (@ - 2).

Como & —Z = (1 — ) (£ — ) entdo

f(@) < f@)+ Vi@ (@ - 1)

o que contraria (1.6). O
Se f é uma fung¢ao de uma varidvel, entao Vf(z) = f'(Z) e a condi¢ao

f(x) > f(z) + f'(z) (v — z), paratodo = € D — {z}

significa que a recta tangente em cada ponto P(Z, f(Z)) estd abaixo da curva de equagao
y = f(z) (ver figura 1.7).

1
|
|
|
I

Figura 1.7: Exemplificacao do teorema 1.13.

Este teorema tem interesse essencialmente tedrico e nao é por isso normalmente usado
para estabelecer se uma funcao é convexa ou estritamente convexa. Para isso é bastante
importante o seguinte resultado.

Definigao 1.14 Seja A € R™*".

1. A ¢ Semi-Definida Positiva (PSD) se 1 Az >0, Ve R™
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2. A é Definida Positiva (PD) se z' Az >0, Yz e R"—{0}.
3. A ¢é Semi-Definida Negativa (NSD) se ' Az <0, Va e IR™
4. A ¢é Definida Negativa (ND) se z1 Az <0, VzeIR"—{0}.

5. A é Indefinida (IND) nos restantes casos, isto €, se existe x,y,€ R" tal que 2TAz <0
eyl Ay > 0.

Além disso, usamos as notagoes SPSD, SPD, SNSD, SND e SIND para indicar que a
matriz é simétrica e PSD, PD, NSD, ND ou IND, respectivamente.

Os seguintes critérios permitem estbelecer condicoes necesséarias e suficientes para averi-
guar se uma matriz é SPD.

Teorema 1.15 Seja A € R™™™ uma matriz simétrica. A é SPD se e s6 se
1. todos os valores proprios de A sdo positivos;
2. A=LDL" com d;; > 0, para todo ot =1,...,n;

3. todas as submatrizes lideres (isto €, as submatrizes quadradas de A formadas pelas k
primeiras linhas e colunas de A) tém determinante positivo.

4. todas as submatrizes principais (isto €, as submatrizes quadradas de A cuja diagonal
principal estd contida na diagonal principal de A) tém determinante positivo.

Estes critérios podem ser ajustados do seguinte modo para o caso das matrizes SPSD.

Teorema 1.16 Seja A € R™ "™ uma matriz simétrica. A é SPSD se e sd se
1. todos os valores proprios de A sdo nao negativos;

2. existe uma matriz de permutacao P tal que PAPT = LDLT com d;; > 0, para todo o

1=1,...,n;

3. todas as submatrizes principais (isto €, as submatrizes quadradas de A cuja diagonal
principal estd contida na diagonal principal de A) tém determinante nao negativo.

Note-se que o terceiro critério do teorema anterior nao pode ser utilizado para matrizes
SPSD, como acontece para as matrizes SPD. De facto, a matriz

111
111
110
nao é SPSD, mas todas as submatrizes lideres tem determinante nao negativo.

Atendendo a definigdo de matriz SNSD e SND, conclui-se facilmente que A é SNSD (SND)
se e s6 se —A é SPSD (SPD) o que conduz ao seguinte resultado.
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Teorema 1.17 Considere A € R™ "™ simétrica.

1. A € SND se e sd se
(a) todos os valores préprios de A sao negativos;
(b) A= LDLT com dy; <0, para todo 0 i=1,...,n;

(c) todas as submatrizes lideres de ordem par tém determinante positivo e as subma-
trizes lideres de ordem impar tém determinante negativo.

(d) todas as submatrizes principais de ordem par tém determinante positivo e as sub-
matrizes principais de ordem impar tém determinante negativo.

2. A € SNSD se e sd se

(a) todos os valores préprios de A sao ndao positivos;

(b) existe uma matriz de permutagio P tal que PAPT = LDLT com d;; < 0, para
todo o1 =1,...,n;

(c) todas as submatrizes principais de ordem par tém determinante nao negativo e as
submatrizes principais de ordem impar tém determinante ndo positivo.

Teorema 1.18 Se D C IR™ ¢ um conjunto aberto e convezo e f € C?*(D), entdo
1. f é convexa de D < V2f(x) é SPSD para qualquer x € D.
2. Se V2f(x) é SPD para qualquer x € D, entdo f é estritamente convera em D.

Demonstragao:

1. Iremos mostrar =" por reducao ao absurdo. Seja T € D e suponhamos que
ul v2 f(@)u<0

para um certo vector v € IR™. Como D é um conjunto aberto e convexo e f é duas vezes
continuamente diferencidvel em D, entao existe ¢t > 0 tal que

WV f(Z+tu)u <0, Vtelo,1.
Mas, pelo teorema 1.7,
T T =
f(@+tu) = f(2) + V(@) v+ Su V2f(Z+tu)p

com 0 < £ < t. Donde
f@+tu) < f(&)+tV @) Tu

o que ¢é impossivel pelo teorema 1.13.
Para provar ”<” tem-se para z,z € D

fla) = £@) + V@)@ -2 + 5o -2 TV () (2 - 2)
com 7 €]z, Z[. Como V2f(x) é SPSD para todo o = € D, entdo

f@) = f@) + Vi@ (@ —z)

e f é convexa pelo teorema 1.13.
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2. A demonstragao é semelhante a da parte <" da alinea anterior.

d

Como referimos anteriormente, é possivel obter facilmente destes dois teoremas as seguin-
tes caracterizagoes para funcgoes concavas.

Teorema 1.19 Seja D C IR™ um conjunto aberto e convezo.

1. Se f € CH(D), entao

f € concava (estritamente concava) em D se e sé se para cada T € D
f@) < f@)+ Vi@ (z-2), VeeD-{z} (<.

2. Se f € C?*(D), entdo
f € concava em D < V2 f(z) é SNSD para todo = € D.
V2f(x) é SND para qualquer x € D = f ¢ estritamente concava em D.

E ainda de notar que a hessiana de uma funcéo estritamente convexa (concava) pode nao
ser SPD (SND) em algum ponto do seu dominio. Com efeito, a fungao

fi R — R
xr = 2t

é estritamente convexa em IR. Além disso, para qualquer x € IR,
f(x) = (41‘3), = 1222

Portanto, f”(x) =0 para z = 0.

Este teorema fornece o critério de maior aplicacao pratica para verificar se uma funcgao é
convexa, estritamente convexa, concava, estritamente concava ou nao convexa. Consideremos,
por exemplo, a funcao

f(z1,z2) = 2] + 23 + 22120,

Entao,

%f — 2
of ) o2 (z) 1227
——(z) =427 + 222 =
(9331 an

Foom (1) = 2
af 0% f
© 2
9 | 1227 2
Vof(x) = [ 5 o |

Deste modo, V2 f(z) ndo é SNSD, pois o seu segundo elemento diagonal é positivo.
Para verificar se V2f(x) ¢ SPD ou SPSD podemos optar por determinar a decomposigio
LDLT de V2f(x) ou da sua permutacio principal

2 9
PV (@)he = [ 2 1242 } '
1
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Entao tem-se

) 2 2 J_[1ro0][2 o L1
Plzvf(ﬂf)PH—[z 12x§]_[1 1]{0 1233?—2][0 1}

10 2 0
L‘[1 1}’ D‘[o 1235%—2}

Portanto, dois casos podem acontecer e sao discutidos a seguir.

Donde

1. Se 623 —1 > 0, P1aV2f(x) P12 é SPSD. Entao, também V2f(x) é SPSD e f é convexa
nos conjuntos

1 1
z1,29) €ER?: 0 < —— e z1,1) € R?: > —
{(@1.22) ARG 7
sendo estritamente convexa pelo menos no interior de cada um dos conjuntos.

2. Se 622 — 1 < 0, entdo P;aV2f(x)Pjo é SIND. Portanto, V2f(z) é SIND e a funcio é
nao convexa e nao concava em

1 1
{(x1,22) €R?*: 627 —1 <0} = {(x1,22) ER?: ——= <21 < —=}.

V6 V6

A figura 1.8 mostra o grafico de f em [—1,1] x [-1,1] (& esquerda) e em [—0.2,0.2] x
[—0.2,0.2] (& direita), ilustrando que f nao é convexa em quando x; € (—LG, iﬁ) .

1(x1, x2)

Figura 1.8: Gréfico da funcdo f(z1,72) = 27 + 23 + 27129 em [—1,1] x [-1,1] (3 esquerda) e
em [—0.2,0.2] x [—0.2,0.2] (& direita).

Apesar deste critério da hessiana ser de muita maior aplicacao préatica do que a definicdo
para verificar se uma funcgao é convexa ou concava, é em geral dificil de estudar a convexidade
ou concavidade de uma fun¢éo usando este processo. Com efeito, a expressao da hessiana
depende em geral do ponto x = (z71, ... ,:L'n)T e é bastante dificil estudar todos os casos onde
V2 f(x) é positiva ou negativa semi-definida.

Se uma funcao é quadratica, entdo a sua hessiana é constante e o processo de verificar
a convexidade ou concavidade da funcdo em IR™ limita-se a estudar se a matriz associada é
SPD, SPSD, SND, SNSD ou SIND. Com efeito, verifica-se o seguinte teorema
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Teorema 1.20 Seja f : R" — R a fun¢ao quadrdtica definida por f(z) = b—i—ch—i—%xTH z.
Entao

1. f € estritamente convera em R"™ < H é SPD.
2. f € convexa em R < H é SPSD.
3. f € estritamente concava em R"™ < H é SND.
4. f € concava em R™ < H é SNSD.

Demonstracao: Tendo em conta os teorema 1.18 e 1.19 e as relagoes entre fungoes convexas e concavas,
basta provar que se f é estritamente convexa quadratica, entdo H é SPD. Suponhamos que tal nao
acontece. Como toda a func@o estritamente convexa é convexa entao, por 2, H é SPSD. Agora se
H nao é SPD entao H é singular, ou seja, existe £ # 0 tal que ZVHz = 0. Como f € estritamente
convexa,

FAO+ (1= X)2) <Af(0)+ (1= A)f(2),
para qualquer X €]0,1[. Mas

FOO+ (1= N)F) =b+cT (A0 + (1 —N)z) + %(AO + (1 - /\)J_C)TH (AN +(1=N)z) =

1

=b+(1-Nc'z+ 51— N2ZTHz=b+(1-Nc'z

Donde
FAO+(1=NZ) =b+ (1 =NeTZ=2+(1—A) (b+cT2) = Af(0) + (1 - \) f(2)
para qualquer A €]0,1[, o que é impossivel. Portanto, H é SPD. O
A titulo de exemplo, consideremos a funcao
flx1,29,23) =24+ 21 — 23 + %x% + 23 4 423 + 19 — 2123

E f4cil de ver que

1 1 -1
H=| 1 2 0 |=LDL"
-1 0 8
1 00 1 0 0
L=|1 10|, D=0 10
111 00 6

Como d;; > 0,Vi € {1,2,3}, entdo H é SPD e f é estritamente convexa em IR". Por outro
lado, a fungao
g(z1,22) = 2122

nio é convexa nem concava em IR? (ver figura 1.9), uma vez que

01/,
H—{l 0}eSIND.

Ainda, como aplicacdo deste teorema, verifica-se o seguinte resultado.



29

f(x‘, x2)

Figura 1.9: Gréfico da funcdo f(x) = zjxg, ilustrando uma funcdo quadrética que nao é
convexa nem concava.

Teorema 1.21 Se M ¢é uma matriz SPD, entdo a norma
fio— |z} =2"Mz
€ uma funcgao estritamente convexa em IR™.

Em particular, a funcdo f : * — ||z||3 é estritamente convexa em IR™, pois obtém-se da
norma anterior quando M é a matriz identidade.
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Capitulo 2

Condicoes de optimalidade para
programacao nao linear

2.1 Definicoes e primeiras propriedades

Uma funcao de n varidveis diz-se Limitada Superiormente num conjunto D C IR"™ se existe
b € IR tal que f(z) < b, para todo o z € D. Se existe a € IR tal que f(x) > a, para todo o
x € D, entao f diz-se Limitada Inferiormente. Finalmente, f diz-se Limitada se é limitada
superiormente e inferiormente, isto é, se existem a, b € IR tais que a < f(z) < b para qualquer
r €D.

O numero real S diz-se Supremo da fun¢do f num conjunto D C IR"™ e escreve-se

S = sup f()
zeD

se S é o menor dos nimeros reais b tais que f(z) < b. Entao, S é supremo de f em D se
1. f(z) < S, para todo = € D;
2. Para qualquer 6 > 0, existe y € D tal que f(y) > S — 6.

De igual modo, o niimero real I diz-se Infimo da fun¢do f no conjunto D C IR e escreve-se

1=

se satizfaz as seguintes condigoes:
1. f(z) > I, para todo = € D;
2. Para qualquer 6 > 0, existe y € D tal que f(y) < I + 6.

O supremo (infimo) diz-se Mdzimo (Minimo) de f em D se existe um = € D tal que
f(@) =S (f(z) =1I). Com um certo abuso de linguagem, diz-se que Z é maximo (minimo)
de f em D. Portanto, tem-se

1. z éum méximode fem D < z € De f(z) < f(z),Vz € D;

2. z éum minimo de fem D < z € De f(x) > f(z),Yx € D.

31
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Também se diz que T é maximo (minimo) global para o distinguir de maximo (minimo)
local, conceitos a introduzir na seccao seguinte.

As defini¢oes apresentadas indicam que sé as fungoes limitadas inferiormente (superior-
mente) num conjunto D C IR™ podem ter minimo (méximo). Contudo, f pode ser limitada
inferiormente (superiormente) e nao ter minimo (maximo). Assim, por exemplo, a fungao
exponencial de uma varidvel real é limitada inferiormente por zero e ndo tem minimo em
IR. O préximo teorema garante a existéncia de minimo e maximo para certas categorias de
conjuntos e fungoes.

Teorema 2.1 (Weierstrass) Se f € uma funcao continua num conjunto compacto D C IR",
entao f € limitada em D e tem minimo e mdzimo nesse conjunto.

Demonstragao:

e Para provar que f é limitada em D é necessdrio provar que f é limitada superiormente e
inferiormente nesse conjunto. Como as demonstracoes sao semelhantes, iremos apenas provar
a primeira parte e fa-lo-emos por redugao ao absurdo. Suponhamos que f nao é limitada
superiormente em D. Entdo, para qualquer M € IR existe x € D tal que f(x) > M. Seja
(Mp)nen uma sucessdo de ndmeros reais divergente para +oo. Entdo, existe uma sucessao
(z™)nen de elementos de D tal que
f(z™) > M,.

Mas, lim,, M,, = +o0 e portanto lim,, f(z™) = 4oo.
Como D é compacto, a sucessdo (z")pen € limitada e, pelos teoremas 1.1 e 1.2, tem uma
subsucessdo (297),en convergente para um dado & € D. Como f é continua, entdo

lim f(2%) = f(2).

Mas (f(2%"))pen é uma subsucessdo de uma sucessdo divergente para +oo e, portanto, nio
pode ser convergente. Este resultado demonstra que f ¢é limitada em D.

e Como f é limitada superiormente e inferiormente, entao existem e sao nimeros reais
S =sup{f(z) :x € D}, I=mf{f(z):xe D}
Para demonstrar o teorema, basta provar que existem Z e z* tais que
f@)=Se fz") =T

Iremos apenas demonstrar a primeira parte, ja que a segunda é semelhante. Suponhamos que
ndo existe x € D tal que f(x) = S. Entéo, por defini¢ao de supremo tem-se

1. f(z) < S,Yxe D
2.¥0>0,JyeD: f(y) >S5 —06.

Consideremos agora a fungao
g: D — R
1 .
S €
A fungéo g é continua em D, por ser o quociente de duas fungoes continuas e f(z) < S. Além
disso, de f(y) > S — 6, vem
1 1

Portanto, g nao é limitada superiormente, o que é impossivel. Entao S é atingido, isto é, existe
Z € D tal que f(z) = S. Esse ponto T é o mdximo procurado. |
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Um Problema de Optimizacdo pode ser escrito na forma

Minimize  f(z) (2.1)

sujeito a: zeD

com D um subconjunto de IR” e f : IR® — IR. Como iremos ver no decorrer deste curso, o
conjunto D nao é em geral compacto. Nesses casos é dificil garantir a existéncia de minimo
global para esse programa. A coercividade de uma funcao é importante nesse sentido. Diz-se
que uma fungao f : IR" — IR é coerciva se

im
[|z||—+o0
isto é, se para qualquer 6 > 0 existe 6 > 0 tal que
l|z|]| >0 = f(x) > 6.
Entao verifica-se o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Se a fungdo f € continua e coerciva, entdo tem um minimo global em IR™.

Demonstracao: Seja & € IR". Como f é coerciva, existe r > 0 tal que f(z) > f(Z) para todo o = tal
que ||z|| > r. Por outro lado, o conjunto

A={zeR":|jz|| <r}

é compacto e portanto, pelo teorema anterior, existe & € A tal que f(Z) < f(z) para todo o z € A.
Seja y € R", o vector definido por

Entao, é evidente que y é minimo global de f em IR" e isso demonstra o teorema. a

Infelizmente, a maioria das funcdes nao sao coercivas, pelo que o teorema anterior tem
pouca aplicagao préatica. E também facil obter uma condicao suficiente semelhante para a
existéncia de um maximo global de uma funcao. O préximo resultado apresenta uma condigao
suficiente para a unicidade do minimo ou maximo global de uma funcao.

Teorema 2.3 Se f é uma fungdo estritamente convera (concava) num conjunto convexo
D CR" e se o programa (2.1) tem um minimo (mdzimo) em D, entdo esse minimo (mdximo)
€ unico.

Demonstracio: Se z! e 22

sao dois minimos de f em D, entao
f(z') = f(z*) < f(z), para todoo z € D.

Como f é estritamente convexa em D, entdo para qualquer 0 < A < 1 tem-se

FOa + (1= Na?) < Af(@h) + (1= N f(2?) = fz') = f(z?).
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2

Portanto, ! e 22 ndo podem ser minimos e isso demonstra o teorema. A demonstracio para o caso

do méximo de uma funcgao estritamente concava é semelhante. O

E importante notar que este teorema nao garante a existéncia de minimo global para uma
funcéo estritamente convexa. Assim, por exemplo, a fungao exponencial de uma varidvel real
é estritamente convexa em IR mas nao tem minimo global nesse conjunto. Como exemplo de
ilustragao destes teoremas, consideremos o programa

min 22
z€R

Como f : x —» 2 é continua, coerciva e estritamente convexa em IR e 22 > 0, para todo
x € IR, entao x = 0 é o inico minimo global do programa dado.

Para terminar esta secgdo, seja D C IR™ um conjunto convexo e fechado, y € IR"™ um
vector nao pertencente a D e consideremos o programa

min ||z — yllir = (z—y) " M(z —y) (2.2)

com M uma matriz SPD (figura 2.1). Entao verifica-se o seguinte resultado.

Figura 2.1: Solucao (gréfica) do programa (2.2).

Teorema 2.4 (Teorema da projecgao) Se D C IR"™ € um conjunto convezo e fechado,
entdo o programa (2.2) tem um unico minimo global.

Demonstracao: Se z € D, entdo o programa (2.2) pode ser escrito de forma equivalente
min f(z) = [lz — y||3,
xzeD

onde D = {z € D : ||z —y||nm < ||z — yllm}. Como D é um conjunto compacto e convexo e, pelo

teorema 1.21, a funcio f é estritamente convexa em D, entdo existe um tinico minimo global Z desse
programa, que também é minimo global de (2.2). O

A solugao 6ptima tnica z do programa (2.2) diz-se a Projec¢io de y sobre o conjunto

convero D e representa-se normalmente por [y];\} p ou simplesmente por [y]T, quando nao

houver necessidade de mencionar o conjunto D e a norma euclideana for a usada.
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2.2 Maximos e minimos locais

Considere o programa

min f(x) (2.3)

zeD
com f:IR®" — IR e D C IR™. Dizse que T é Minimo Local de f em D se existe § > 0 tal
que
f(@) < f(x),Vz € DN B(z,0).

A definicdo de Mdximo local obtém-se da anterior substituindo < por >.

Uma fungao f pode ter zero, um ou varios minimos (maximos) locais. Além disso, podem
existir minimos (méximos) locais para o programa (2.3) e ndo haver minimo (maximo) global.
Assim, por exemplo, a funcao

f:r R —
x = a3 —3x

tem um minimo local em z = 1, um maximo local em x = —1, mas nao tem minimo nem
méximo globais (ver figura 2.2). No entanto, se f tem minimo (maximo) global em D, entao
esse ponto é o minimo (méximo) local com menor (maior) valor da fungao. Se a funcao
é convexa (concava), basta determinar um minimo (mdximo) local para obter o minimo
(méximo) global. Com efeito, verifica-se o seguinte resultado.

Figura 2.2: Fungao com minimo e maximo locais, mas sem minimo ou méximo globais.

Teorema 2.5 Se D C IR"™ ¢ um conjunto convexo e f : D — IR € uma fungao convexa
(concava) em D, entdo todo o minimo (mdximo) local é global.

Demonstracdo: Iremos apenas provar o teorema para o caso de uma funcido convexa e usaremos o
método de reducao ao absurdo. Suponhamos que Z é um minimo local de f que nao é global. Entao
existe € > 0 tal que
f(&@) < f(z),Yx € B(z,e) N D.
Além disso, como Z nao é minimo global, f(z*) < f(Z) para certo z* € D. Como D é convexo, entao
[Z,z*] C D. Se
i € B(z,e) N[z, x]
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entdo existe A €]0, 1] tal que

z

AT+ (1= A)z" e f(2) S Af(Z) + (1 =N f(") <Af(@) + (1 =N f(T) = f(7)

o que impossivel por & € B(Z,¢) (ver figura 2.3). 0

Figura 2.3: Exemplificacao do teorema 2.5.

Na pratica, é muito dificil verificar se £ ¢ um minimo local ou nao a partir da sua de-
finicao. Dali ser necessario estabelecer condicGes necessédrias e suficientes de optimalidade.
Consideremos novamente o problema

min f(x)

zeD
com D C IR" e seja T € D. Diz-se que p € IR" é uma Direcgdo Admissivel em T se existe
A > 0 tal que Z+ Ap € D para todo 0 < A < \. A figura 2.4 ilustra esta definicdo. E evidente
que p é uma direccao admissivel se e s6 se para qualquer p > 0, up também o é. Além disso,
se D é um conjunto convexo, entdao para qualquer z € D e p > 0 a direcgao p = u(x — ) é
admissivel em Z. No entanto, essa igualdade nao é verdadeira para um conjunto nao convexo
(ver figura 2.4).

Figura 2.4: Exemplo de uma direcgdo admissivel (p) e de uma direcgdo nao admissivel (p')
em .

Seja f € C*(S), com S C IR"™ um conjunto aberto contendo D. Diz-se que Z € D é um
Ponto Estaciondrio de f em D se
Vf (a’:)Tp > 0, para toda a direccao admissivel p.
Portanto, se D é convexo, T é ponto estacionério de f em D se

V(@) (z—z) >0V e D.
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O proximo teorema mostra a importancia do conceito de ponto estacionario na deter-
minacao de um minimo de uma funcao.

Teorema 2.6 Se f € C1(S), com S C IR™ um conjunto aberto contendo D, entio todo o
minimo local de f em D € um ponto estaciondrio de f nesse conjunto.

Demonstracdo: Suponhamos que T nao é ponto estacionario de f em D. Entdo, existe
pelo menos uma direccio admissivel p (isto é, T + A\p € D,V € (0, \]) satisfazendo

V) p<o.

Como f € Cl(S’),Hj\ > 0 tal que Vf(Z + )\p)Tp < 0, para todo 0 < A < A< A Mas, pelo teorema
1.6, para qualquer 0 < A < ), existe A € (0, \) tal que

F(@+ M) = f(Z) + AV f(Z + 2p) Tp.

Portanto, V f(z + S\p)Tp <0e f(Z+ Ap) < f(Z) para todo 0 < A < . Entao, £ ndo é minimo local
de f em D. O

Como exemplo de ilustracao deste teorema, consideremos o programa

Minimize f(x1,z2) = 2% + 23
sujeito a x1+x2 >1 (2.4)
v <122 <1

Como o programa sé tem duas variaveis, pode ser resolvido geometricamente, bastando
para isso encontrar o menor valor k para o qual a curva de nivel 22 + x3 = k intersecta o
conjunto D definido pelas restrigdes. Tal como é representado na figura 2.5, z = (1/2,1/2) é

esse minimo global (e local). O gradiente f em z é Vf(Z) = [ ;il ] = { 1
2 .

Figura 2.5: Exemplo de ponto estaciondrio que é um minimo global (e local).

E facil de ver que qualquer direc¢ao admissivel p faz um angulo agudo a com V f (z) (figura
2.5)e
V(@) Tp = cos(a) [IVf(@)]]2 |lpll2 > 0.
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Nestas condigoes, T é um ponto estacionario de f em D.
E de notar que o inverso deste teorema nao é, em geral, verdadeiro. Assim, por exemplo,
consideremos o programa:
min 2>
zeR
Entao f'(z) = 322, f'(0) = 0 e 0.p > 0, para todo o p € IR. Portanto, f tem um ponto
estaciondrio em T = 0. No entanto, esse nimero real ndo é minimo local, pois a funcao
¢é estritamente crescente em IR. O proximo teorema mostra que essa implicacao inversa é

verdadeira para fungoes convexas.

Teorema 2.7 Se S C IR" é um conjunto aberto contendo o conjunto convezo D e f € C1(9)
€ convexa em D, entdo T € um ponto estaciondrio de f em D se e s0 se T € minimo global
de f em D.

Demonstracao: Devido ao teorema 2.6, basta provar que se T é ponto estacionario de f em D, entao
é minimo global de f em D. Mas se f é convexa, entao pelo teorema 1.13,

fx) > @) + V@) (z—z), VzeD.

Além disso, Vf(2)T (z — Z) > 0, por & ser um ponto estaciondrio. Donde f(z) > f(Z) para todo o
x € D e  é minimo global de f em D. O

Consideremos novamente o programa (2.4). Como z = (1/2,1/2) é um ponto estaciondrio
de fem D e f é convexa em IR", entdao  é minimo global de f em D. Além disso, T é o
unico minimo global, por f ser estritamente convexa em IR".

2.3 Condicoes de optimalidade para conjuntos abertos e con-
Vexos

Para alguns subconjuntos de IR™ é possivel caracterizar pontos estacionarios a partir de
critérios préaticos. Assim, verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 2.8 (Condigao necessaria de optimalidade de primeira ordem)
Se f € CY(D), com D C R"™ um conjunto aberto e convezo, entdo T é um ponto estaciondrio
de f em D se e sé se Vf(z)=0.

Demonstracao: Se T é ponto estaciondrio de f em D, entao Vf(aﬁ)Tp > 0 para toda a direcgao
admissivel p. Seja e’ o i-ésimo vector da base canénica de IR", isto é,

i 1, se j=1
7 0, se j#1i

Como D é aberto e convexo, entdo e e (—e?) sdo direc¢oes admissiveis para todo o i = 1,...,n. Entao

Vif(@) =Vi@)Te>0
~Vif (@) = VI@)T (=e') 2 0.
Donde V;f(Z) = 0 para todo o i € {1,...,n} e Vf(Z) = 0. Inversamente, se Vf(Z) = 0, entdo é
evidente que V f(Z)p > 0 para toda a direccao admissivel p e T é ponto estaciondrio de f em D. O
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Como consequéncia deste teorema e dos teoremas 2.6 e 2.7 podemos enunciar o seguinte
resultado.

Teorema 2.9 Seja f € CY(D), com D CIR™ um conjunto aberto e convero.
1. Se & é minimo local de f em D, entiao V f(z) = 0.

2. Se f é convexa em D, entao T é minimo global de f em D se e sé se Vf(z)=0.

Este teorema indica que a determinacao de um minimo global de uma funcao convexa
num conjunto convexo e aberto D C IR" se resume a resolucao de um sistema de n equagoes
a n incognitas. Contudo, em geral, a resolucao desse sistema pode nao fornecer um minimo
local para a funcdo f. Assim, por exemplo, a funcdo f : © — 2> tem gradiente nulo em
x = 0, mas esse ntimero nao é minimo local de f em IR.

A caracterizacdo de minimos locais de funcoes necessita de outras condi¢bes que envolvam
derivadas parciais de segunda ordem. Assim, verifica-se o seguinte teorema.

Teorema 2.10 (Condigao necessaria de optimalidade de segunda ordem)
Seja f € C?(D), com D C IR™ um conjunto aberto e convexo. Se T é um minimo local de f
em D, entdo

Vf@)=0 e V2f(z) ¢ SPSD.

Demonstracao: Devido ao teorema anterior, basta provar que se T é minimo local de f em D, entao
V2f(z) é SPSD. Suponhamos que tal ndo acontece. Entdo, existe p € IR" tal que z +p € D e

pTV2f(Z)p < 0. Como f € C2(D) e D é convexo, existe A €]0, 1[ tal que
pTVQf(er Ap)p <0

para todo 0 0 < A < X. Mas, pelo teorema 1.7, tem-se
T .2 T y
f@+p) = f(2) + AV (@) 'p+ Sp V(@ +A0)p

com 0 < A<\ Como Vf(Z)=0ep! V2f(Z+ Ap)p <0, entdo f(Z + Ap) < f(Z), o que contradiz o
facto de T ser minimo local de f em D. O

Apesar de muito 1til para indicar pontos estacionarios que nao sao minimos locais, esta
condicao nao pode ser utilizada afirmativamente por ser apenas uma condicao necessaria de
optimalidade. Com efeito, se considerarmos novamente a funcio f : + — 23, entdo z = 0
satisfaz as duas condigbes do teorema anterior mas nao é minimo local de f em IR. O proximo
teorema mostra que se pode obter uma condigao suficiente de optimalidade substituindo SPSD
por SPD no teorema anterior.

Teorema 2.11 (Condigao suficiente de optimalidade de segunda ordem)
Seja f € C%(D), com D C IR™ um conjunto aberto e convezo. Se

Vf(z)=0 e V2f(z) é SPD,

entdo T € um minimo local de f em D.
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Demonstracio: Se V2f(z) é SPD, entdo pTV2f(:i)p > 0 para todo o p # 0. Como D é aberto e
convexo e f € C%(D), existe A > 0 tal que
Vif(z+Mp)p>0

para todo 0 < A < X\. Mas, pelo teorema 1.7, tem-se
T4+ \p) = f(7) + AV (@) T XTW*X
F@+2p) = f(2) + AV (@) 'p+ 5  Vf(Z+ Ap)p
com 0 < X < A. Como Vi) =Oep-rVQf(ic—|—/:\p)p>O7 entao

f@+2p) > f(z)
para todo 0 < A < X e para todo o p € IR". Assim, f tem um minimo local em Z. O
Tendo em conta estes teoremas e que T é minimo local de f em D se e s6 se é maximo local
de — f nesse conjunto, entao podemos considerar os seguintes casos respeitantes a existéncia

de minimos e maximos locais de uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel num
conjunto aberto e convexo D C IR".

1. Se Vf(z) #0 ou Z ¢ D,  nao é minimo nem méaximo local de f em D.

2. Se Vf(z) =0, € D e V2f(z) nao é SPSD (SNSD), entdo & ndo é minimo (méximo)
local de f em D.

3. Se Vf(z) =0,z € D e V2f(z) 6 SPD (SND), entdo Z é minimo (méximo) local de f
em D.

4. Se Vf(z) =0,z € D e V2f() # 0 é SPSD (SNSD) singular, entdo # nio é maximo
(minimo) local, podendo ser minimo (méximo) local ou néo.

A tabela 2.1 resume as observacoes acabadas de realizar.

Vf(@) =0ez e D? | V*f(z) singular? V?f(z) é: | minimo méximo ponto sela

Nao Qualquer Qualquer — — —
Sim SPSD ? — ?
Sim mas SNSD — ? ?
#0 SIND — — X
SPD X — —
Sim Nao SND — X —
SIND — — X

Tabela 2.1: Existéncia de minimos/maximos locais de uma funcio f € C?(D) em D, com
D C IR™ um conjunto aberto e convexo.

A titulo de exemplo, consideremos a funcao
2 2 2 2
f(z1,29) = 2x125 + xow] + 2] + 5

cujo grafico se apresenta na figura 2.6. Entao,
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Figura 2.6: Grafico da funcio f(z1,7s) = 27123 + 122% + 22 + 23 para visualizacio dos pontos
extremos.

ﬁ(ajl,wg) = 223 +2ma9+22; =0 { 223 + 21129 + 231 =0

Vi(z1,22) =0 %
fl@r,z2) { g—xf:(xl,xg) = dxmo+ a2 +219 =0 drimo + 23+ 212 =0

E fécil de ver que z = (0,0) é uma solugao desse sistema e, portanto, pode ser minimo ou
méximo local de f em IR?. Para verificar se tal acontece, precisamos de calcular a hessiana
nesse ponto. Assim,

dxo + 221 4z + 2

V2f(x1,ac2) _ |: 2x9 + 2 4z + 221 :|

Portanto,

V2£(0,0) = [3 (2)] é SPD

e = (0,0) é miimo local de f em IR?. Note-se que o grafico da fungao f apresentado na
figura 2.6 conduzia-nos a uma conclusao errada, pelo que devemos utilizar o grafico de uma
funcao apenas como um meio auxiliar. Na verdade, ampliando o grifico em torno da origem
podemos confirmar o resultado analitico acabado de obter (figura 2.7(a)).

Os restantes pontos extremos nao sao tao faceis de obter. Contudo, tragando as curvas do
sistema V f(z,y) = 0 (figura 2.7(b)) podemos localizar esses pontos e determind-los utilizando
a funcao “fsolve” do matLab obtendo as seguintes aproximacoes para os pontos estacionarios:

z = (—0.4101, —0.4673); & = (—0.5753,1.0988); Z = (5.6520,—1.2982)
Calculando a Hessiana nesses pontos, obtemos

[ —0.9347 —2.6895 21977  3.2448
2002\ _ . 2005\ .
V@ =1 9605 0.3508 ] A { 3.2448 —0.3012 |’

~2.5963  6.1114
2p05) —
Vi) = [ 6.1114  24.6081 ] '

Como as Hessianas nesses pontos sao SIND, os pontos estaciondrios T, Z e & ndo sado minimos
nem maximos locais.
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(a) (b)

Figura 2.7: (a) Gréfico da fungdo f(z1,z2) = 27123 + 292% + 23 + 23 em torno da origem.
(b) Curvas que definem o sistema V f(x1,x2) = 0.

A discusdo anteriormente apresentada sugere que a determinacao de um minimo ou
méaximo local se resume a resolugdo do sistema Vf(z) = 0 e a verificagdo se a Hessiana
nas solugoes desse sistema é SPD, SPSD, SND, SNSD. Como iremos ver mais adiante, nao
é exactamente assim que se determina o minimo ou méaximo local de uma funcdo, mas a
condigao V f(x) = 0 é importantissima para esse célculo.

Consideremos agora uma funcao quadratica

1
fla)=b+cTe+ iazTHx.
Como vimos anteriormente,
Vf(z)=c+ Hz

e Vf(z) =0 reduz-se ao sistema de equagoes lineares
Hz = —c

para o qual existem algoritmos muito eficientes. A resolucao do sistema e o facto da hessiana
de uma funcao quadratica ser constante implicam os seguintes casos possiveis para a existéncia
de minimos e méximos num conjunto aberto e convexo D C IR".

1. Se Hr = —c nao tem solucdo T € D, a funcdo quadratica nao tem minimos nem
maximos locais em D.

2. Se Hx = —c tem solugao * € D e H é SPSD (SNSD), entdo z é minimo (méximo)
global de f em D.

3. Se Hx = —c tem solucao & € D e H é SIND, entao Z nao é minimo nem méximo local
de fem D.

Consideremos ainda o caso especial da fungao quadratica ser estritamente convexa. Entao
H ¢é SPD e portanto nao singular, pelo que o sistema Hx = —c tem solucao unica. Deste
modo, podem acontecer dois casos para a minimizacao de uma funcao quadratica estritamente
convexa num conjunto D C IR™ aberto e convexo:
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1. Se a tnica solucao ¥ de Hxr = —c pertence a D, entao Z é o tinico minimo global de f
em D.

2. Se z ¢ D, entao a fungao quadratica ndo tem minimo local (nem global) em D.

Se a fungdo é estritamente concava, entao H é SND e obtemos resultados semelhantes
substituindo o termo "minimo” por "méaximo”.
A titulo de exemplo, consideremos a funcao quadratica

f(z1, 20, 23) = :B% +x% —I—x?), + 21 — 2o + 223.

Entéo, f é estritamente convexa e quadratica em IR®. Além disso, H = 2I, ¢ = 1 -1 Q]T e

21’1:1
Hx = —c<= { 2x9=-—1
21‘3:2

Deste modo, Z = (1/2,—1/2,1) é o tinico minimo global de f em IR3. Contudo, a funcio
dada nao tem minimo global (nem local) no conjunto aberto definido pela restri¢ao

T+ T2 + T3 > 3,

uma vez que T nao pertence a esse conjunto. O préximo teorema mostra que esta ultima
situacao nao pode ocorrer em conjuntos convexos e fechados.

Teorema 2.12 Toda a fun¢do quadrdtica estritamente convexa em IR"™ admite um minimo
global unico num conjunto convexo e fechado D C IR"™.

Demonstracao: Seja f(x) = b+ cTo+ %ITH x uma fungao quadratica estritamente convexa. Entao
esta fungdo tem um minimo global € IR"™ que satisfaz HT = —c. Se T € D, entdo o teorema estd
demonstrado. De outro modo, pelo teorema 2.4, existe uma solucao 6ptima tnica y € D para o
programa
. 1 2
min{=||x — & .
min{ sz - 7%}
Portanto, para qualquer =z € D,
1 3 1 19
Sy =2l < Slle - 2%
ou seja
1 T _ 1 T _
J-2) Hiy-2)< 5(e~2) H(z~-72)
para todo o z € D. Mas,

1
(y—2)Hy-17) = §[yTHy+iTH5c—2yTHf]

1 1
= 597:TH§: + (cTy + §yTH )

1
2

1
= 5JETHafz—bJrf(y).

Donde L
fly) < b+ch—|—§xTHx
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e y é a solucao 6ptima de f em D. |

Assim, por exemplo, consideremos o programa

Minimize — x3+2x3 + ... +nz?
s.a. x%+x%+...+xi§1
(2.5)
Como a funcao é quadratica, estritamente convexa e nao negativa, o conjunto
D={zecR":2? +23+... 422 <1}

é convexo e fechado e 0 € D, entdo £ = 0 é o tinico minimo global desse programa.
Tendo em conta a relacao entre fungoes convexas e concavas e os problemas de maxi-
mizagdo e minimizagdo, entao verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 2.13 Toda a funcdo quadrdtica estritamente concava em IR"™ admite um mdzimo
global unico num conjunto convexo e fechado D C IR"™.

2.4 Condicoes de optimalidade para programacao nao linear
com restricoes lineares

2.4.1 Condigoes de complementaridade para ponto estacionario

Consideremos o programa nao linear

Minimize  f(x) (2.6)
s.a. reX

onde X C IR"™ é um conjunto convexo constituido por restrigoes lineares (igualdade e desi-
gualdade) e f é uma fungao continuamente diferencidvel num subconjunto aberto e convexo
D C IR™ que contém X. Se T é ponto estacionario de f em X entdo, como vimos anterior-
mente,

V@) (z—z) >0V € X.
Deste modo, z é solucao 6ptima do programa linear

Minimize V() z (2.7)
s.a. reX

Para estabelecer as condicoes de optimalidade de ponto estacionario, sejam b € IR™, A
uma matriz de ordem m x n com linhas A;, i € {1,...,m}, m; <me

X:{xEIR”:Aix:bi,lgigml, ijij,m1+1§j§m}.

Da teoria da dualidade de programagao linear,  é ponto estacionario de f em X (isto é,
T é solugao éptima de (2.7)) se e s6 se existir um A € IR™ tal que (Z, \) é solugao do problema
de complementaridade



Vi(z) = AT

Ail‘:bi, izl,...,ml
ijij

)\]ZO , J=mi1+1,....m
Aj(Ajz = bj)
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(2.8)

As varidveis \; sdo chamadas Multiplicadores de Lagrange e as condigbes (2.8) sao co-
nhecidas por Condi¢ées de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). E de notar que cada multiplicador
de Lagrange associado a uma igualdade ndo tem restricao de sinal, enquanto o correspon-
dente a uma desigualdade tem de assumir valores nao negativos e satisfazer uma condicao de

complementaridade (ou ortogonalidade) com o residuo dessa desigualdade.
Como exemplo de ilustragao, consideremos o programa nao linear

Minimize  f(zx1,x2,x3) = T125 + 2323

sujeito a
r1 +x2 H+xz =3
T —21’3 > 2
1 >0
i) Z 0.

Entao, existem quatro multiplicadores de Lagrange (um por cada restrigao), tendo os trés
tltimos restricao de sinal. Cada restricdo dd lugar a uma coluna da matriz AT que aparece
multiplicada pelo respectivo multiplicador de Lagrange na igualdade V f(z) = AT X Além

disso,
a3
Vf(z)= | 2z129 + 32373
3
)

Portanto, as condigoes de ponto estaciondrio sao as seguintes:

x3 11
2 a1
2z + 325723 | = | 1 0 [ o } +
3 1 -2 2
1+ T2+ 23=3
il — 21‘3 Z 2

120, 222>0

az >0, 120, B2>0
ag(xy —2x3—2) =0
prz1+ Par2 =0

S O =
o = O

E de notar que utilizamos AT = [ al BT ] com letras diferentes para as restricoes de limites
(zj > 1j ouxzj < uy) e para as restantes restri¢goes. No nosso curso, iremos muitas vezes seguir

este tipo de notagao mas tal nao é obrigatdrio.

Das condigoes apresentadas concluimos que o sistema de restricoes que define o ponto
estaciondrio é bastante complexo e nao linear. Se a fungao é quadratica, entdo o gradiente é

linear em x e o sistema

Viz)=AT X
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é linear. Assim, consideremos o programa

Minimize f(x1,m9) = 21 — 2 + SU% + Qx% + x129

sujeito a
1 4z <1
T Z 0
i) Z 0

Entdo,
o[ ] [3 1][ 2]

e as condigoes sao as seguintes:

L] e L ]
—xl—l’gz—l

120, 222>0

a>0,8 20,8220

a(l—z1—x2)=0

Brx1 + Baxa =0

Salientamos que a restrigao x1 + xo < 1 foi reescrita na forma padrao —z; — z9 > —1. E
também de notar que, neste exemplo, todas as varidveis do sistema obtido tém restricao de
sinal e, além disso, ha complementaridade para cada multiplicador. Por outro lado, para o
programa

Minimize  f(x1,x0) = 27 + 5

sujeito a T1+x9 =2
as condicoes de ponto estacionario sao simplesmente,
211 1
= 2.
-1 &
r1+x10 =2

Seguidamente, apresentamos alguns casos particulares para o conjunto X e funcao objec-
tivo que irdo ser importantes na resolucao de programas lineares.

e Se X s6 contém restri¢oes de igualdades Ax = b, entao as condigoes constituem o sistema
de equagoes nao lineares

Viz) = AT
{ N~ (2.10)

Se f é quadratica, isto é, tem a forma

1
flz) =bo+cla+ 5:1:TH x,
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entdo Vf(z) = ¢+ Hzx e as condi¢oes de KKT sao

c+Hx = AT\
Ax = b

ou ainda, na forma aumentada

H —AT x| | —c
A 0 Xl b |
e Se X ={xcR": Az =b, x >0}, entdo as condi¢oes de KKT tém a forma:

Viz) = ATA+w
Az = b

(AVARLY,

0
0
0

2.4.2 Condicoes de optimalidade para programas com restricoes lineares
de igualdade

Consideremos o programa nao linear

Minimize  f(x)
sujeito a Axr =b
onde z € R", A é uma matriz de ordem m x n e caracteristica car(A) =m <n, b€ R™ e
f €é uma funcao continuamente diferencidvel num subconjunto aberto e convexo de IR" que

contenha
X ={zeR": Az =b}.

Como vimos anteriormente, Z é ponto estacionario de f em X se existir A € IR™ tal que
(z, \) satisfaz as condigoes (2.10). Além disso, de acordo com os teoremas 2.6 e 2.7 da secgao
2.2, tem-se:

e Se f é convexa em X, entdo T é ponto estacionario de f em X se e s6 se T é minimo
global de f em X.

e Se f é duas vezes continuamente diferenciavel num conjunto D C IR™ aberto e convexo
contendo X (f € C?(D)), entdo o minimo local Z de f em X satisfaz as condices (2.10)
e
p'Vf(@)p =0
para toda a direccao admissivel p.
e Se f € C?(D), # satisfaz as condigdes (2.10) e
p'Vf(@)p >0

para toda a direccao admissivel p nao nula, entdo & é minimo local de f em X.
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Seguidamente iremos discutir formas algébricas equivalentes para essas condigoes. Notar
que uma direccao p é admissivel em = € X se T + ep € X, para todo € > 0.

Mas, T +ep € X se e sé se A(Z + ep) = b. Como, AT = b, entdao Ap = 0. Assim, as
direcgoes admissiveis para programas com restrigoes lineares de igualdade sao caracterizadas
por Ap = 0. Seja

N(A)={peR": Ap =0}

o nicleo ou subespaco nulo de A e
RAN ={veR":v=ATA A R™}
o subespaco imagem de AT. Entao
R(AT) L N(A)
R" = R(AT) & N(A)

onde L e @ representam ortogonalidade e soma directa de subespagos. Como dz’m(R(AT)) =m,
entao

dim(N(A)) =n—m

onde dim(B) representa a dimensao do subespaco B. Portanto, uma base de N(A) tem n—m
vectores de IR" os quais constituem uma matriz

Z =" ..., 2" e R, (2.11)
Além disso, tem-se
e AZ=0
e p=1Zd,deIR"™, paratodoope N(A)

O seguinte teorema permite substituir a condicao envolvendo os multiplicadores de La-
grange por uma outra que usa o chamado Gradiente Reduzido de f.

Teorema 2.14 Vf(z) = AT\ <= ZTVf(z) = 0.
Demonstracio: Se Vf(z) = AT \, entdo
ZIVi@) =2 (ATA) =(42)Ta=0"Tr=0.
Por outro lado, se ZTV f(z) = 0, entdo Vf(z) é ortogonal a N(A) e Vf(z) € R(AT). Donde,
Vix)=AT A,

com A € IR™. O

Tendo em conta esta equivaléncia, Z é ponto estaciondrio de f em X = {x € R" : Az = b}
se e s0 se € solucao do sistema

T _
{Z Avg(:”) _ 2 . (2.12)

E de notar que este sistema tem n equagoes e n incognitas, pelo que é, em geral, mais tratavel
do que o sistema (2.10) que tem n + m equagoes e n + m incognitas.

Como qualquer direcgao admissivel p pertence a N(A), entdao p = Zd e podemos enunciar
o seguinte teorema.
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Teorema 2.15 Seja f € C%(D), com D um conjunto aberto e convero que contém X =
{r e R": Az = b}.

1. Se T é minimo local de f em X, entdo T € ponto estaciondrio e Z1V2f(Z)Z é SPSD.

2. Se & € ponto estaciondrio de f em X e ZTVZf(:E)Z € SPD, entao T € minimo local de
fem X.

Demonstragao:
1. Como vimos anteriormente, se T é minimo local de f em X, entdo T é ponto estaciondrio e
T2 ¢/
p Vf(Z)p=0

para toda a direcgdo admissivel p. Mas se p é admissivel, entdao p = Zd, com d € R"™™.
Portanto,

(2d)TV2f(@)(2d) > 0
para todo o vector d € IR"™". Donde

AN (ZTV2f()2)d > 0
para qualquer d € IR"™™ e ZTV2f(i‘)Z é SPSD.

A demonstragao de 2. é semelhante. O

Como exemplo de ilustragao, consideremos o seguinte programa nao linear

Minimize f(x1, 9, 23) = xi‘ + x% + :c§ — 4x17973

s.a. T+ x9 + 23 = 3.

Como
423 — dxows

Vi) =| 423 — dzy23
4.%'% - 4.%'1332

entdo Z é ponto estacionario de f em X = {x € R" : 1 + x5 + x3 = 3}, se existir A € IR tal
que (Z, A) é solucao do sistema

45[?‘% —4xoxs 1

4a3 — dwyxs = 1 1A
4&?% — 4179 1

x1 + x2 + 3 = 3

Entdo, (Z,)\) é solucdo de um sistema ndo linear de 4 equagoes e 4 incégnitas. Como
vimos anteriormente, T pode ser calculado a partir do sistema (2.12). Para isso é necessério
determinar a matriz Z € IR**? constituida por dois vectores linearmente independentes de
IR? que satisfaz AZ = 0, isto é, cujas colunas formam uma base de N (A). Entao,
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serve os nossos propésitos, pois tem-se
AZ =0, car(Z)=2.

Mas

T . 1 -1 0 :1)) B . 4z — dxowy — 4%2 + 4x123
Z'Vf(x)= { 0O 1 -1 } ii% B iiﬁz o 495% —4x123 — 4x§ + 4x129
3

e o sistema (2.12) tem a forma

4x§’ — dxoxg — 43:% +4dxix3 =
4x§ —4dxix3 — 433% +4x1x9 =
1+ x2 + 23 =

w O O

Facilmente se conclui que = (1,1, 1)T é solucao desse sistema e, por isso, ¢ um ponto
estaciondrio de f em X.
Para verificar se £ é minimo local é necessario estudar se

Z'W2f(z)Z
é SPD. Mas
1203 —dxg —4xy
Vif(z) = | —4x3 1223 —4xy
—4xy —4x1 1233%
€
12 —4 —4 1 0
2T ()2 = [(1] _11 _01] —4 12 -4 | | -1 1
—4 -4 12 0 -1
2 -1
w2 ]

Portanto, ZTV2f(z)Z é SPD e & é minimo local de f em X.

Tal como no caso de programas nao lineares sem restricoes, as condicoes necessarias e
suficientes para maximos locais sdo obtidas das anteriores substituindo as classes de matrizes
SPSD e SPD pelas SNSD e SND respectivamente.

Seja agora f € C?(D) com D um conjunto aberto e convexo contendo X = {x € R" : Az = b},
o conjunto admissivel do programa nao linear

min {f(x) :z € X}.
Se x, T sao dois elementos de X entao, pelo teorema de Taylor, tem-se
_ (= ATyl T2 -
fl@) = f(@) + V(@) (x - 2) + 5 (& - 2) V' f(n)(z - 1)

com 7 €|z, Z[. Mas,
Alx —z)=Az—AZ=b—-b=0
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e, portanto, x — T = Zd,d € R"™™. Substituindo na férmula anterior vem,
1
fla) = £(@) + V@) (0 - 2) + 5dT (2T () 2)d.

Usando agora uma demonstragao semelhante a do teorema 1.18 do capitulo 1, podemos esta-
belecer o seguinte resultado.

Teorema 2.16 Se f € C%(D), com D um subconjunto aberto e convero de R"™ que contém
X, entao

1. f € conveza em X <= ZTV2f(x)Z é SPSD para todo o z € X.
2. f € concava em X <= Z1V2f(z)Z é SNSD para todo o x € X.
3. ZTVQf(x)Z ¢ SPD, Vx € X = f € estritamente convera em X.

4. ZTVQf(x)Z ¢ SND, Vx € X = f € estritamente concava em X.
Se f é quadratica, isto é, se
T, LT
flz)=b+c x—|—§x Hz,

entdo a equivaléncia verifica-se nos pontos 3. e 4. do teorema anterior. Além disso, é possivel
estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 2.17 Seja f uma fungao definida por f(x) = by + cle + %xTHx e & um ponto
estaciondrio de f em X, isto €, T verifica

Z'He = —ZT¢ PN Hr— AT\ = —¢
Ax = b Ax = b

FEntao,
1. Se ZVH Z ¢ SPSD, & é minimo global de f em X.

2. Se ZVH Z ¢ SNSD, & é mdzimo global de f em X.

3. Se ZVH Z é SIND, & ¢é ponto sela de f em X.

Demonstragao: A demonstragao desse resultado é consequéncia do teorema anterior, do facto da
hessiana de uma funcao quadrética ser constante e de um ponto estacionario de uma fungao convexa

(concava) ser um minimo (méaximo) global dessa funcao. O

Como exemplo de ilustracao deste teorema, consideremos o seguinte programa quadratico

Minimize  f(z) = 23 + a3 — 23

sujeito a T1+x9+x3=3

201 — 19+ 13 =2
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A matriz Z € IR3*! é um vector linearmente independente (ndo nulo) que satisfaz

21
. 1 1 1 . 21+29+23 = 0
AZ_O<:>|:2 —1 ].:| 2 _0@{221—22-}-23 =0
<3
Fazendo, por exemplo, z3 = —1 vem
z21+2z9 = 1 N z1 = 2/3
221—22 =1 zZ9 = 1/3
Donde,
2/3
Z=11/3
-1

é uma possivel escolha para Z. Agora, um ponto estacionario de f no conjunto de restrigoes
do programa é obtido resolvendo o sistema

%xl + %aﬁg +2x3 = 0
< r1+w2t+23 = 3
2

{ZTVf(x) =0
b 2rx1 — 1o + x3 =

Ax =

Este sistema linear tem solugao dnica z = (4,5/2,—7/2), que assim constitui o tnico
ponto estaciondrio de f nesse conjunto X de restricoes. Além disso,

2/31772 0 0 2/3 2/3717 [ 4/3
ZTHZ = | 1/3 02 0 1/3 | =1 1/3 2/3 | = -8/9].
1 00 2] -1 1 2

Donde ZTHZ ¢ SND e Z é o méximo global de f em X. A funcdo f ndo tem minimo
global (nem local) em X, pois s6 tem um ponto estacionario. Alids, é facil de ver que f tende
para —oo quando x3 tende para +oo.

2.4.3 Condicoes de optimalidade para programas com restricoes lineares
de desigualdade

Consideremos o programa nao linear

Minimize  f(x)
s.a. Az > b

onde z € R", b € IR™, A é uma matriz de ordem m xn (notar que pode acontecer car(A4) < m
oum > n) e f é uma fungdo continuamente diferencidvel num conjunto aberto e convexo
D C IR"™ que contém

X ={xeR": Az > b}.

Uma restrigdo A;x = b; consitui um hiperplano perpendicular ao vector A;, isto é, um hi-
perplano cuja base é N (A;). Este hiperplano divide IR™ em dois semi-espagos fechados: o semi-
espaco A;x > b;, que esta do lado que é apontado pelo vector A;, e o semi-espaco A;x < b;,
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Er T2ty _ f(xr,22) eR* iy +x9 21 Az —3p <1 A 2 <1}

Tt ag > 1 X
Ty +x9 <1
1\ T A Z Ea
x4 az =1
(a) (b)

Figura 2.8: (a) Semi-espagos definidos pelo hiperplano = + x93 = 1.
(b) Poliedro X = {(ml,:rg) ER?>:z1+22>1 A xp—22<1 A 29< 1}.

que esta do lado contrério (ver figura 2.8(a)). Deste modo, se X = {x € R" : Az > b}, entao
X resulta da intersecgdo de um nimero finito de semi-espagos, originando um poliedro (ver
figura 2.8(b)).

Para estabelecer as condi¢oes de ponto estacionario em = € X, devemos atender que cada
uma das restrigoes A;x > b; pode ser verificada como igualdade ou como desigualdade estrita
no ponto Z. Supondo que T é um ponto estacionario de f em X, as restricbes que se verificam
como desigualdade estrita (4;Z > b;) nao restringem a fungdo f em torno do ponto z. De
facto, se fossem removidas de X, T manter-se-ia ponto estacionario de f no novo conjunto
de restrigoes. Porém, se retirarmos alguma restricao A;x > b; que se verifica como igualdade
em Z, pode verificar-se descréscimo do valor da funcgdo objectivo no semi-espaco A;xz < b; e T
pode deixar de ser ponto estaciondrio no novo conjunto de restricbes. Chamamos Restricdo
Activa a uma restrigdo que se verifica como igualdade em z. Seja ACT(Z) o conjunto dos
indices ¢ associados a essas restricoes. Quando nao houver ambiguidade relativamente ao
ponto Z considerado, simplificamos a notagao escrevendo simplesmente ACT. Se A;x > b;
nao é activa em x, entao diz-se Restricao Inactiva em Z.

A figura 2.9 ilustra este conceito de restri¢ao activa para

X:{xe]R2:x1—|—:1:2§1/\x120/\:1:220}.

Neste exemplo

e 7 = (1,0) tem duas restrigdes activas: x1 +x2 <1 e xg > 0.
e = (1/2,1/2) tem uma restricao activa: x1 + x2 < 1.
o T =(1/4,1/3) tem zero restrigoes activas.

Denotemos por A o conjunto das linhas de A correspondentes as restrigoes activas em Z,
isto é, a submatriz de A contendo as linhas A;,7 € ACT, e seja A as linhas de A que nao estao
em A, procedendo do mesmo modo com b. Atendendo a esta notacdo, podemos escrever

Sl

Az =b, Az >
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Figura 2.9: Pontos com 2, 1 ou 0 restrigoes activas.

Para caracterizar os pontos estacionarios de f em X, necessitamos de identificar as di-
recgoes admissiveis em T, que devem satisfazer:

Se nos focarmos nas restri¢des activas em Z, concluimos que p deve verificar Ap > 0. Além
disso, para cada restricdo inactiva A;xz < b;, eA;p > b; — A;x. Se A;p > 0 a desigualdade
é vélida para todo o ¢ > 0. Caso contrario, A;p < 0 e a desigualdade sé é vélida para
e < (b; — Aiz)/(Aip), pelo que € deverd ser inferior ou igual a essa quantidade. Concluimos
assim que as direcgoes admissiveis sao caracterizadas apenas a custa das restrigoes activas
(Ap > 0), enquanto as inactivas apenas limitam o valor de &, pois

€ <min{(b; — 4;7)/(Aip) : 1 <i<mAA;p<0}.

Atendendo a que as restricoes inactivas nao interferem na caracterizacao de uma direccéo
admissivel, entdo todo o ponto estaciondrio = de f em {x € R™: Az > b}, é também um
ponto estacionério de f em {x eR": Ax = b}. Portanto

A e RMACTI . vf(z) = AT (2.13)

onde |ACT| representa o cardinal do conjunto ACT.

Contudo, existem pontos estacionarios de f em {$ cR": Az = 6} que podem nao ser
pontos estaciondrios de f em {z € R": Az > b} (ver figura 2.10). Para eliminar possiveis
solucoes que nao sejam pontos estaciondarios, note-se que uma qualquer direcgao admissivel
deve satisfazer

V@) p>0=>ATAp>0=1>0,

uma vez que Ap > 0.
Resumindo, Z é um ponto estacionario de f em X, se e s6 se V f(Z) é combinacao linear
da linhas de A associadas as restri¢des activas em Z com coeficientes ndo negativos. Portanto,
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rT 1 \ ‘
0 - X
08 \ \
07 \
LA, —
06 \
\ .
<105 ~ —
Vi(z) -
0.4‘ — -
03
02 N
01 L

0 L L L n L L n L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X.
1

Figura 2.10: Exemplo de pontos estacionério de f em Az = b que ndo é ponto estaciondrio
de f em Az > b.

Z é ponto estacionario de f em X se e s6 se I\ € RIACTI tal que (z, \) satisfazem

Vi) = ATX
Az = b
Ar > b (2.14)
A >0

Notar que estas condicoes sao equivalentes as condicoes de complementaridade referidas
na seccao 2.4.1. Com efeito, se agora introduzirmos as linhas de A associadas as restrigoes
inactivas em Z na combinacao linear com coeficientes nulos, isto é, considerando o vector
A € R™ tal que \; = 0 para i € ACT, entdo T é ponto estaciondrio de f em X se e s6 se T e
A € IR™ satisfazem as condicoes de complementaridade

Vi) = ATx
A >0
Ar > b (2.15)
(Alx - bl))\l = 0, i=1, y M

Se t = |ACT| < n ent@o, como vimos na sec¢ao anterior,
Vi(z)=AT )

¢é equivalente a
ZTVf(z)=0

com Z a matriz de ordem n x (n — t) constituida por vectores de uma base do subespago
nulo de A. Portanto, na determinagéao de um ponto estacionario, escolhe-se um conjunto de
t restrigOes activas e considera-se a matriz A definida pelas restrigoes activas. Entao, hd dois
casos:

1. Se t > n, resolver o sistema Az = b.

2. Se t < n, resolver o sistema definido por ZTV f(z) = 0, Az = b.
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Uma vez determinado o vector Z, calculam-se os multiplicadores \a partir de

AT A =vVf(z)

e T é ponto estacionario se e s6 se A > 0.
Como exemplo de ilustragao, consideremos o programa nao linear

Minimize — f(x1,2) = 2% + x5
sujeitoa x> 1/2 (2.16)
z9 >0
T1+ax <1l —x—290>—1

Analisemos as varias situagoes possiveis.

e Para haver um ponto estaciondrio no interior do conjunto das restrigoes X, isto é, para
t = 0, tem de acontecer

Vfi(z)=0

para certo x € X. Mas

2:62

Vf(:n):[%l]:():xi:[g}

Como esse vector nao pertence a X, nao ha qualquer ponto estacionario no interior de
X.

e Consideremos agora a restrigdo x1 > 1/2 como a unica restrigdo activa de um possivel
ponto estacionario. Entao

Donde

Il
SHf=

Ax =

ey [ - o g

I = 1/2

. 1/2 . . S
ou seja, T = [ (/) } Para verificar se Z é ponto estacionario de f em X tem de se
calcular o multiplicador de Lagrange \ associado & restrigao activa x; = 1/2, a partir

de

AT)\:Vf(x)@[(l)])\:[(l)]@)\:l.

Entao, A > 0 e T é ponto estacionério. Alids, T é o inico minimo global de f em X,
pois f é estritamente convexa em IR? (ver figura 2.11).
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e Consideremos, a seguir, a restricao z; + ro < 1 como a tUnica restricao activa de um
ponto estacionario. Como x1 + 9 < 1 se e 86 se —x1 — 3 > —1, tem-se

b=-1, A=[-1 -1] Z:[_ll}.

A determinacao de T é feita a partir de

.

ZTVf(m):()@ [1] [2“’”1}: 0 L f= =172

Ar = b -1 2 zs = 1/2
—T1 — T9 = -1

20, . . S L
Donde = = [ 1§2 } é o unico candidato a ponto estaciondrio. Além disso,

ATAZVf(x)@[_HA:[l]@A:—L

Como A < 0,  nao é ponto estacionério.

e Finalmente, consideremos a restricao x2 > 0 como a Unica restricao activa de um ponto
estacionario. Nesse caso,

0
Consequentemente,
T
V@) =0 [1] [gl’l] 0 fm =0
Ax = b 0 T2 zo = 0
xI9 =0

_ o, .. . S . ~ [
Donde z = [ g | € o tnico candidato a ponto estacionario. Porém, este ponto nao esta

em X.

Note-se que, no estudo anterior, falta considerar os casos em que T tem, simultaneamente,
2 ou 3 restricoes activas. Para t = 3 o sistema Az = b é impossivel. Se considerarmos as
restricoes activas z1 + zo < 1 e x1 > 1/2, obtemos o ponto = [1/2 1/2]T j4 analisado. As
restrigoes activas 1 + x2 < 1 e 29 > 0 conduzem ao ponto z = [1 O]T e tem-se

T\ _ -1 0 Al ]2 | -2
waesmne [ 4] [4]- (3] [
e portanto Z nao é ponto estaciondrio. Finalmente, as restrigoes activas z1 > 1/2 e 29 > 0
produzem o ponto = [1/2 0] j4 estudado.
A determinacdo de um ponto estaciondrio para um programa nao linear com igualda-
des e desigualdades lineares é feito de modo semelhante ao caso das desigualdades lineares,

tendo em conta que as restricoes de igualdades sao consideradas sempre como activas e os
multiplicadores de Lagrange correspondentes nao tém restricoes de sinal.
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Figura 2.11: Solucao éptima do problema (2.16) a partir das curvas de nivel: z = (1/2,0).

A titulo de exemplo, consideremos o programa

L 2 2
Minimize  f(x1,29) = x7 — 5
sujeito a T1+ X9 =
I > 0, i) >0
! =
09 ///:/:
[ —— = )
W
06 /A
< 0] /'/;/- %
04 7/
03 "/ ,“// / //4
02 / [/ / /_
01 ’ / ’ /—
“0 0‘1 0‘2 0‘3 O‘A Q‘S de 0'7 0'3 0‘9 : 1
(b)
Figura 2.12: (a) Gréfico da fungdo x? — 23 e conjunto de restrigoes; (b) Curvas de nivel da

funcdo 22 — x3 e conjunto de restrigdes.

O conjunto de restrigoes X € o segmento de recta representado na figura 2.12 e facilmente
se verifica que (0,1) é o inico minimo global desse programa. Para confirmar analiticamente
este resultado, temos de verificar que Z é ponto estacionério de f em X. Assim,

(1] ae[12)

Portanto, t = n = 2 e & calcula-se a partir de

TS T = 0 gy = 0
Am-b@{x1+x2 _ (:){Iz _



99

Além disso,

T _ 11 MO A= 2
4 A_vf(:”)@{o 1} [AQ]_[—Q Tl = -2
Entao A1 > 0 (A2 nao tem restricao de sinal, pois corresponde a uma restricao de igualdade)
e T é ponto estacionario de f em X.
Falta provar que Z é minimo global de f em X. Para o efeito, note-se que f é convexa no

conjunto
X:{xERQ:xl—I—xg:l}.

Com efeito, uma possivel escolha para Z é

]
uz=[ L] [3 S)[A]-[ AT [3])-e

Donde ZTHZ é SPSD e f é convexa em X (teorema 2.16). Portanto, f é convexa em X
e T é minimo global de f em X.

Tal como discutimos anteriormente, um ponto estacionario pode ser ou nao um minimo
global ou local. Se f é convexa no conjunto X de restricoes do programa, entao todo o ponto
estaciondario de f em X é minimo global. No entanto, a verificacdo da convexidade de uma
funcdo num conjunto definido por desigualdades lineares ¢ mais complexo do que nos casos
anteriores. Para isso, notemos que se X é o conjunto definido por

X ={zxeR": Ax > b}

entao p é uma direcgao admissivel se Ap > 0. Portanto, f é convexa (estritamente convexa)
em X se para cada x € X o programa

Minimize pTV2f(1:) P
sujeito a Ap >0
eTp =1

tem minimo nao negativo (positivo), onde e € IR™ é o vector com componentes unitarias.
Notar que é necessario a determinacao do minimo global, pelo que a solucao deste programa
nao é trivial. Portanto, a verificacdo da convexidade de uma funcao nao quadratica é um
problema muito dificil. Em muitos casos, e tal como no exemplo anterior, o programa é
definido por igualdades e desigualdades e f é convexa (estritamente convexa) no conjunto
definido pelas igualdades, sendo também no conjunto de restrigoes do programa.

Se a fung@o nao é convexa em X, entdao um ponto estacionario pode ser ou nao um
minimo local. Antes de estabelecermos uma condigéo suficiente para que tal aconteca, iremos
apresentar uma condicao necessaria para um ponto estaciondrio ser um minimo local. Seja z
um minimo local de uma fungdo duas vezes continuamente diferenciavel num conjunto aberto
e convexo D C IR" que contenha X = {x € R" : Ax > b}. Seja

A = [Ailieacr, b= |bilicacr
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o conjunto das linhas de A e das componentes de b correspondentes as restrigoes activas em
z. Se t = |ACT| < n, entao podemos considerar a matriz Z constituida pelos vectores de
uma base do subespaco nulo de A. Como Z é um minimo local do programa de igualdades
lineares

Minimize  f(x)

sujeito a Az =D
entao o teorema 2.15 deste capitulo implica o seguinte resultado.

Teorema 2.18 Se f € C%(D), com D C IR™ um conjunto aberto e convexo que contém
X ={x €R": Az > b}. Se & € minimo local de f em X, entdo T € ponto estaciondrio de f

em X e ZVN2f(Z) Z é SPSD (se Z existir).

O proximo exemplo mostra que contrariamente aos casos anteriores a condigao suficiente
de minimo local ndo se obtém substituindo simplesmente SPSD por SPD. Consideremos o

programa
Minimize f(z1,22) = a3 — a3

sujeito a xo >0

Se considerarmos a restricao activa xo = 0, entao

A=]0 1];»2:[”.

Portanto, o possivel ponto estaciondrio com restrigao activa x9 > 0 é obtido por

(FFue = o, WL?;%M wec]t]

Além disso,
0

ATA:Vf(x)@[(l)])\:[O

}@)\:O

e, portanto, = (0, O)T é ponto estacionério de f em X = {z € R?: 25 > 0}.
Como

v =5 5]

entao

reswz=[1] 12 Q1[0 =[8] [2] =120 e o

No entanto,  nao é minimo local de f em X. Com efeito, se p = [ 01 ]T, entao para
qualquer o # 0
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Figura 2.13: (a) Gréfico da funcio x? — 22 no conjunto x3 > 0; (b) Curvas de nivel da fungao

x? — 23 no conjunto z2 > 0.

o s([8] o[- 2]) - <o-s

E de notar que A = 0 neste exemplo. O préximo teorema indica que a condicao Z V2 f () Z
ser SPD (se existir) é suficiente se todos os multiplicadores \; forem positivos.

Teorema 2.19 Seja f € C?(D), com D C R"™ um conjunto aberto e convezo que contém X.
Se

e T ¢ um ponto estaciondrio de f em X,
e todos os multiplicadores associados as restrigoes activas em T sdo positivos,
o Z'V2f(Z)Z é SPD (se Z existir),

entdo T ¢ minimo local de f em X.

Demonstracdo: Suponhamos que Z é um ponto estaciondrio de f em X e sejam A = [A;];cacr,
b = [bilicacT, com ACT o conjunto dos indices correspondentes as restricdes activas em Z. Se
t = |ACT| > n ou ZTVQf(j) Z é SPD, entdao T é minimo local do problema de optimizagdo com
restrigoes lineares de igualdade

Minimize f(z)

sujeito a Az = b.

Portanto, nao havera hipétese de a fungao decrescer de valor se a direccao de movimento mantiver as
mesmas restrigoes activas. Contudo, poderd haver decréscimo no valor da fun¢ao numa direcgdo p que
torne inactiva pelo menos uma restricao activa. Para demonstrar o teorema, basta provar que isso é
impossivel se o correspondente multiplicador for positivo. Se p é uma direccao admissivel que torna
inactiva a restricdo A;x > b;, entao

Aip>0 A AJpZO,Vj%Z
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Como

Vi) =ATA
entao

V@) Tp=(ATNTp=2T(Ap) = > X;(Ap); + \i(Ap); > 0
JFi

pois A;p > 0e Ajp > 0,Vj # 4. Portanto,

Vi@ Tp>o0.
Como f é continuamente diferenciavel em X, existe & > 0 tal que

- T
ViZ+ap) p>0

para todo o « €]0, @]. Entao, para cada um desses «, existe & €]0, o[ tal que

T

f(@+ap)=f(x)+aVf(@+ap) p> f(z)

Portanto, Z é minimo local de f em X. O

A terminar este capitulo, apresentamos um exemplo da determinagao dos minimos/méximos
locais de uma funcao. Consideremos o programa
Minimize  f(z1,x2) = x5 — 422
1,42) — L7 2
sujeito a r1t+x0 <1
2120, w2 2>0

Em primeiro lugar, devemos resolver o problema sem restrigdes (¢t = 0) para ver se o ponto
estaciondrio assim obtido pertence a regiao X = {x € R?: 2z +a2 <1A x1,x2 > 0}. Assim,

Vf(x)zO@[_Qg;}:[g]@i:[g}EX.

Contudo,

V3if(z) = [ (2) _08 ] é SIND,

pelo que f nao atinge um minimo nem um maximo no interior de X.
No caso de considerar uma unica restri¢ao activa (t = 1), temos que distinguir 3 situagoes:

e Sex;+mxo <1 (—x1—x9>—1) ¢ arestrigdo activa, entao

Assim,
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e Se z1 > 0 é a restrigao activa, entao

Portanto,

Para saber se o ponto T é estaciondrio, resolvemos
ATA=Vf(z) e r=0.

Deste modo, nada se pode concluir a partir destas condi¢ées. Contudo, analisando mais
detalhamente a fungao objectivo, vemos que ela aumenta de valor segundo a direcgao
admissivel p = (1, 0) e decresce segundo a direcgao admissivel p = (1,1). Logo, z = (0,0)
nao ¢ um minimo nem um maximo de f em X.

e Se x9 > 0 é a restricao activa, entao

Assim,

—N
N

—

1<
=
2

Il

SN O

obtendo-se novamente T = [ 8 }

Uma vez que as trés restricoes nao podem ser activas simultaneamente, entao resta estudar
os casos em que ha duas restrigoes activas em Z:

e Se as restrigoes activas escolhidas forem x1 + z2 < 1 e 1 > 0, entao

-]

Neste caso, a matriz Z nao existe uma vez que dim(N(A)) =0e

Ar=pei n-® = -1 2 101
I = 0 1

Para verificar se T é ponto estaciondrio, calcula-se \ por

amvrme [ L[ 2] 4 ea= ] ] 20

Portanto, & é ponto estaciondrio e como \; > 0,7 € {1, 2}, entdo & é minimo local de f
em X.
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e Se as restrigoes activas escolhidas forem x1 + z2 < 1 e z9 > 0, entao
_ -1 -1 |
I B

Ax:l;@i:[(l]].

A matriz Z nao existe e

Para verificar se T é ponto estacionario, calcula-se A por

= [ O[22 (2] wnn] 2] <o

Logo, T nao é ponto estacionario de f em X. Contudo, Z é ponto estacionario de — f
em X uma vez que, nesse caso, os multiplicadores de Lagrange sao os simétricos dos
encontrados neste caso. Assim, os novos \; sdo positivos, i € {1, 2}, pelo que Z é minimo
local de —f em X, ou seja, T é maximo local de f em X.

e Se as restrigcoes activas forem 1 > 0 e xo > 0, entao obtemos novamente o ponto
Z = (0,0) que ja analisimos.

A figura 2.14 permite visualizar os extremos da funcao f no conjunto X.

1(x)

Figura 2.14: (a) Gréfico da fungao 3 — 423 no conjunto definido por z1 +z2 < 1 e 21,72 > 0;
(b) Curvas de nivel da fungdo 2% — 423 no conjunto definido por z1 + x9 < 1 e 1,79 > 0.

Portanto, a funcdo tem um sé6 minimo e um sé6 maximo local no conjunto de restri¢ées
dado. E importante realgar a necessidade de uma grande pesquisa no conjunto das restrigoes
activas para a determinacao de um minimo ou méaximo local de uma funcao. Os denominados
algoritmos de restrigbes activas procuram investigar esse conjunto de uma forma inteligente
até a determinacao de um ponto estacionario de f no conjunto admissivel do programa nao
linear.
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2.5 Condicoes de optimalidade para programacao nao linear
com restricoes nao lineares

Nesta seccao iremos considerar o programa nao linear
Minimize  f(x)
s.a. zeX

onde X C IR" é um conjunto constituido por restri¢oes nao lineares (igualdade e desigualdade)
e f é uma fungao continuamente diferenciavel num subconjunto aberto de IR™ que contém X.
Deste modo, X pode ser escrito na forma

X ={xeR":h(x) =0, g(x) >0}

onde h : IR - IR™ e g : R" — IR? sdo fun¢oes continuamente diferencidveis num subconjunto
aberto de IR" que contém X.

A principal diferenga relativamente ao problema estudado na seccao anterior reside no
facto dos movimentos rectilineos poderem ser nao admissiveis, isto é, conduzirem a pontos
exteriores a X. Alids, direc¢bes admissiveis podem mesmo nao existir para qualquer ponto
de X, como se ilustra na figura 2.15 para o conjunto X = {z € R?: 29 = sin(z1) }.

Figura 2.15: Tlustracao da inexisténcia de direccoes admissiveis para pontos do conjunto
X ={z €eR?: 2y = sin(z1)}.

Esta situacao extrema apenas ocorre quando X é definido por restri¢oes nao-lineares de
igualdade. Deste modo, para estudar as condigoes de ponto estacionario e as condicoes de
optimalidade, os movimentos rectilineos devem ser substituidos por movimentos curvilineos
descritos através de arcos parametrizados da forma:

X: 0,))cR — X
t = X(t).

Note-se que um movimento rectilineo em z segundo a direccao p € IR™ pode também ser
representado pelo arco X (t) = z+tp, t € [0, ], pelo que este conceito generaliza o introduzido
nas secgoes anteriores.

Um arco X : [0,b] — X diz-se admissivel em Z se e 86 se

vVt e [0,0], X(t)e X AN X(0) =z.
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2.5.1 Plano tangente a X

Um arco X : [0,b] — X diz-se diferencidvel se e s6 se existe X’(t) = [X](t)... X (t)]T com
t pertencente a um conjunto aberto contendo [0,b]. Neste caso, o vector X’(t) é um vector
tangente ao arco X no ponto X (t) com ¢ € [0, b].

O conjunto de todos os vectores tangentes a arcos admissiveis em T € X diz-se Plano
Tangente a X em T e representa-se por Tx(Z). Deste modo,

peTx(Z) & Ixpopox :VEE[0,0,X(t) e X AN X(0)=z A X'(0)=p.

Nas figuras 2.16 e 2.17 estdo ilustradas duas superficies de IR? e os respectivos planos
tangentes.

(a) (b)

Figura 2.16: Conjunto X = {z € IR? : h(z) = 0}, com h(z) = z} + 23 + x3, arcos admissiveis
(a) e plano tangente (b) em z = (—1,—1, —2).

Figura 2.17: Conjunto X = {z € R?: h(z) = 0}, com h(z) = (23 + 23 + 23, 71 + 22 — 73),
arcos admissiveis (a) e plano tangente (b) em & = (—1,—1, —2).

O plano tangente a X vai ter um papel relevante na caracterizacdo do minimo local de
f em X. De facto, se £ é minimo local de f em X, entdo t = 0 deverd ser minimo local da
funcao ¢ definida por
p(t) = F(X(0)), € [0,1)].
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Portanto, ¢’(0) > 0 e atendendo a que
/ _ T 41
¢(t) = VI(X@) A1),

tem-se ¢'(0) = Vf(Z)Tp > 0, com p = X'(0) € Tx(Z). Como X(t) é um arco admissivel
genérico, concluimos que
Vi@ Tp>0,¥p e Tx (). (2.17)

Um vector z € X que verifica (2.17) diz-se um ponto estaciondrio de f em X. Deste
modo, o conceito de direccao admissivel utilizado na seccao 2.4 serd agora substituido pelo
de vector tangente a X em T e verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 2.20 Seja f € CY(D), com D C IR™ um conjunto aberto contendo X. Se T é
minimo local de f em X, entdo T € um ponto estaciondrio de f em X.

No caso de z € int(X), temos total liberdade nos movimentos em torno de z pelo que
Tx(z) = IR™. Contudo, o problema é mais complexo quando = € fr(X). Para simpli-
ficar a exposicao, admita-se que X é descrito apenas por restrigoes de igualdade, isto é,
X = {z € R": h(xz) = 0}, pelo que int(X) =0 e fr(X) = X. O teorema seguinte ajuda a
caracterizar o plano tangente em X nesta situacao.

Teorema 2.21 Seja h € CY(D), com D C IR™ um conjunto aberto contendo X = {x € R™ :
h(xz) = 0}. Entao
Tx(z) € N(Vh(z)T)

onde N(A) ={p e R": Ap = 0}.

Demonstracao: Dado p € Tx(Z), existe X : [0,b] — X admissivel tal que A’(0) = p. Como X é
admissivel, entdo h(X(t)) = 0, Vt € [0, ] e, consequentemente, %h(X(t)) =0, Vt € [0,b]. Atendendo
a que Lh(X (1)) = V(X ()T X'(t) tem-se

0= VA(X(0))TX'(0) = Vh(z) p,
ou seja, p € N(Vh(z)T). O
Note-se que a condicao indicada no teorema anterior é apenas necessaria. De facto, pode

acontecer que existam vectores de N (Vh(if)T) que nao sao tangentes a X em z. A titulo de
exemplo, considere-se o conjunto

X = {2 eR?: hiz) = 0}, com hiz) = [ Z;g; ] _ [ “’”ij“}

De h(z) = 0 concluimos x; = x3 = 0, pelo que X = {(0,22,0) : z2 € R}. Deste modo, ha
dois tipos de arcos admissiveis num ponto = € X:

Xt)=z+t0 1 0" e X(@t)=z+t0 —1 0]".
Entao, Tx(z) = {(0,t,0) : t € R}. Mas,

Vhi(z)T } _ { —2z; 0 1 ]

Vh(z)" = [ Vha(z)T 0 01
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e Vh(z)T [ 8 8 i ] para todo T € X. Consequentemente,

N(VR(@)T) = {(, 8,0) : o, B € R},

pelo que p = (1,1,0) € N(VA(z)T), mas nio é tangente a X em nenhum ponto Z (ver figura
2.18).

\\\\\\‘\\\\\2\\\\‘% \\\‘\\‘

*\
\\\\\\ R
xV‘wa&

1

Figura 2.18: Exemplo de um vector de N(VA(Z)T) que niio é tangente a X.

Para evitar este tipo de ocorréncia, necessitamos de acrescentar uma restricao de qua-
lificagdo em T. Entre outros tipos de restricoes que tém sido sugeridas por varios autores,
escolhemos a exigéncia dos gradientes Vh;(Z) das fungoes h; serem linearmente independen-
tes. Notar que esta condigdo nao se verificava no exemplo anterior. Se essa restricao de
qualificacao em T é verdadeira, entao z diz-se um ponto regular de X e podemos completar a
caracterizacao de T;(Z) a custa de Vh(Z).

Teorema 2.22 Seja h € CY(D), com D C IR™ um conjunto aberto e &z € X = {x € R" :
h(z) = 0} um ponto regular. Entdo,

Tx(z) = N(Vh(z)T).

Demonstracao: Pelo teorema 2.21, basta provar que N(Vh(ﬁc)T) C Tx (%), para todo o ponto regular
Z. Sejap € N(Vh(z)T) e considere-se a matriz Z de ordem n x (n —m) cujas colunas constituem uma
base para N(Vh(Z)T). Defina-se agora a funcao

fo R — R"

(t,l‘) = f(t,i[:): ZT(l‘—jI—tp)

que é continuamente diferencidvel num aberto contendo {0} x X e cujas derivadas em ordem a x sdo
dadas por V., f(t,z) = [Vh(z) Z]. Como Z é um ponto regular, entdo V, f(0,Z) é nao singular. Pelo
teorema da fungao implicita, existe um aberto U contendo Z, um intervalo (a,b) contendo 0 e uma
unica funcio v : (a,b) — U tal que

vt € (a,b),  P(t) €U,

f(tﬂ/J(t)) = f(07 j) =0, (2'18)

00 =~ (Vus o)) v (2.19)
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De (2.18) conclui-se que h(¥(t)) =0, Vt € (a,b), e que ¥ Z, pelo que ¢ é um arco admissivel em

(0) =
Z. Por outro lado, de (2.19) obtém-se ¢’(0) = ( £(0,7) ) 8f (0,Z). Note-se que a inversa de

V. f(0,z)7 VhZ(T) ¢é uma matriz [A B] tal que
[=[A B] V’LZ@T — Avh(z)T + BZT
com I a matriz identidade. Portanto,
v = —(vronT) o
= A5 [ —ZOTp ]
= BZ'p

= (I-AVh(@) p=p

uma vez que p € N(Vh(z)"). Donde, p € Tx (2). O

Note-se que, no caso de as restrigoes serem lineares,
hz)=Az—b = Vh(z)" = A.
Deste modo, os movimentos sao rectilineos e seguem uma direccao de Tx(z) (isto é, N(A)),
0 que permite obter a caracterizacao de direc¢ées admissiveis feita na seccao 2.4.
2.5.2 Condicoes de optimalidade para programas com restricoes nao lineares
de igualdade

Consideremos o programa nao linear

Minimize  f(x) (2.20)

sujeitoa  h(z) =0

onde z € IR™ e f e h sdo funcbes continuamente diferencidveis num conjunto aberto que
contenha X = {x € R" : h(z) = 0}. O préximo teorema permite caracterizar de uma forma
mais simples os pontos estacionarios de f em X.

Teorema 2.23 Sejam f,h € CY(D), com D C IR™ um conjunto aberto contendo X =
{r € R" : h(x) =0} ex € X é um ponto regqular. Entdo T €é ponto estaciondrio de f
em X se e s0 se

ZTVf(z) =0 (2.21)

onde Z € R™ =™ ¢ wma matriz cujas colunas formam uma base de N(Vh(zZ)T).

Demonstragao: Como T é um ponto regular estacionario, entao

V@) Tp>0,Ype N(Vh(z)T).
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Mas, se p € N(Vh(:E)T)7 entdo —p também pertence a esse conjunto e
Vi@ Tp=0vpe N(Vh(z)T)

A férmula (2.21) é agora consequéncia desta tltima igualdade. O

A demonstracao do teorema anterior permite concluir que, no caso de Z ser regular, os
pontos estaciondrios verificam

Vf(z) e N(Vh(z))T.

Como
N(Vh(z)")* = Rank(Vh(z))

entao podemos enunciar o teorema anterior na forma equivalente.

Teorema 2.24 Sejam f,h € CY(D), com D C IR™ um conjunto aberto contendo X =
{r € R": h(x) =0} ex € X é um ponto regqular. Entdo T € ponto estaciondrio de f
se e so se existe X\ € R™ tal que

Vf(z) = Vh(Z)A. (2.22)

Tal como anteriormente, A é o vector dos multiplicadores de Lagrange associados a res-
tricdo h(z) = 0. Notar que a condicao (2.22) se pode escrever na forma:

V@) =) AVhi(Z).
=1

O teorema 2.23 (ou equivalentemente o teorema 2.24) é insuficiente para distinguir pontos
estaciondrios que sejam minimos ou maximos locais de f em X. De forma semelhante ao
caso das restrigoes lineares, serd necessario para esse efeito avaliar a curvatura de f, isto é,
usar as segundas derivadas de f. Seguidamente apresentamos alguns exemplos ilustrativos
da curvatura de f.

Consideremos o programa

Minimize  f(z) = —27 + 2

sujeito a  h(z) = =222 + 29 =0
Neste caso todos os pontos admissiveis sao regulares. De facto,
T _
Vh(z)' = [—4z; 1]

e a caracterfstica de VA(x)T (car(Vh(x)T)) é um para todo o = € IR?. Além disso, uma base
para N(Vh(z)T) é formada pelo vector [1 4z1]7.
Os pontos estacionarios de f em X podem ser determinados resolvendo o sistema

[1 4a1] [ —2n ] - 0 [ 0 ]
1 =T = ol
) = 222

Il
o

{ ZTV f (=)
h(x) =0
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Seguidamente mostramos que & = [0 O]T é um minimo global de f no conjunto definido
pela restricdo h(z) = 0. Na verdade, como o conjunto X pode ser descrito pelo arco

X(t) = (t,2t%),t € R,

o problema dado é equivalente a minimizar a fungéo definida por

em IR. Assim,
Vo € X, f(z) = p(z1) =21 > 0= f(Z).

Se considerarmos agora a funcao iL(.’L’) = —%x% + 29, que é semelhante & funcao h anterior
com uma curvatura menos acentuada, obtemos igualmente = [0 O]T como unico ponto
estacionario de f. No entanto, & é agora maximo (global) de f sujeito a restrigao B(:U) =0.
A mesma situagao ocorre quando se considera a restrigao ﬁ(a:) = 222 + 29 = 0 em vez de
h(z) = 0. Por tltimo, se considerarmos a funcio h(z) = —x3 —x? + x5 para definir a restrigio
do programa, obtemos ainda z = [0 O]T como unico ponto estaciondrio de f em X que, neste
caso, é um ponto sela. A figura 2.19 ilustra os exemplos acabados de referir.

Para estabelecer as condigbes necessarias de segunda ordem para um ponto Z ser minimo
local de f em X iremos introduzir uma funcao auxiliar, denominada Funcdo Lagrangeana e

definida do seguinte modo:

L: R — R
= L(

(,2) z,2) = f(z) = ATh(x)
= f(@) = 2oky Akhw().
As primeiras derivadas desta funcao sao:
oL _of |, Ohy, ,
5N = @ -G i€ {ln)
oL .
87)\3-(3:’)\) = —hj(z), je{l,...,m}.
Portanto,
VieL(z,\) = Vf(z)—Vh(z)\ (2.23)
ViaL(z,\) = —h(x) (2.24)

Deste modo, a condigao apresentada no teorema 2.24 para que um ponto regular Z seja
estaciondrio, pode ser escrita numa forma mais simples:

INER™: V,L(Z,\) = 0. (2.25)
Além disso, verifica-se

TeX={reR":h(z) =0} < V,L(z,\) =0. (2.26)



72

2 T T T T T
15 A
2
1 q Ty
] 0
b5 1 el
2 H
o0 : g o
.\ 2 i
h(z) = —2x7 + 2 25 = :
! 2 e 5
i '
i Gy .
45 H = i oS
S ,,
3 ANAISN S S 4T
2 A5 A as 1] D5 1 15 2 % 2 2
X, x
2 T
15
1 Ty
u5
- 1, 0
. 9 o0
h(z) = —5T1t T2 .
5 :
1 1 i : :
2 SR -
1 iy
P { ittt g
18 o Gl
BT
2 ] ; . . . ; f 4 %’ 4
2 A5 A as 1] D5 1 15 2 % 2 2
X, x
2
15 A
2
. i
1]
(1] _
2
=y 9 . d g
h{z) =2z1 + 2 = 0
5 4
’ Ei | i
A5 | g'):fg::::f 2
[]
Q,%:
3 ;
2 2 2
= 2 x

— 2
h(z) = 7 .
4
e
/] ] %ﬁ%" e
. 4 2 o
Figura 2.19: Influéncia da curvatura de h na determinagao dos extremos de f(z) = —2% + 2.

O conjunto X das restricoes estd representado pela curva a preto.
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Portanto, Z € IR™ é um ponto estaciondrio de f em X se e s6 se existe A € IR™ tal que
VL(z,)) = [ vxL(‘r’;) } ~ 0.

Concluimos que um ponto & é um ponto estacionario de f em X = {z € R" : h(x) =0} se e
s6 se existe A € IR™ tal que (Z, A) é um ponto estaciondrio de L em IR™ ™.
Relativamente as segundas derivadas de L, podemos escrever:

0%L an m thk o
8:51-895]-(‘76’)‘) = 8%8%(%)—;&8%8 J(a:), i,j€{l,...,n}
0L Oh; ' .

onoz, N T gy @ ie e mp,j el n)

0’L oh; . _

dmon, N T gy Peilonh el m)

L

= L, ] 1,...
8A18)\](x7)\) 07 7’7.76{ ) 7m}

Portanto, o gradiente e a hessiana da funcao Lagrangeana sao dados por

— T 2 ) — mﬁ 2 x - "
Vi) = | VT T ”],vm,m:{w“_Zvi%w hufe) ~Thio)

Consideremos agora um arco admissivel X (t), t € [0,0], e fixemos A € IR™. Entao podemos
definir .
Y(t) = LX (1), A) = f(X(1) = > Meha(X(2)),t € [0,0]. (2.27)
k=1

Como o arco é admissivel, entao h(X(t)) =0, ¢t € [0,b] e
P(t) = F(X (1) = ¢(t), t €10,0].
Além disso, as derivadas de v sdo dadas por

W) = VoL(X(t),\)TX'(t)
(1) = (VeVLL(X(), ) X'(t) X'(t) + VL L(X(t), )T X"(t)
= X()TV2,L(X(t),\) X'(t) + VL L(X (&), )T X" (t)

T

Estamos agora em condigoes de estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.25 Sejam f,h € C?(D), com D C IR™ um conjunto aberto contendo X =

{z € R": h(z) =0} ex € X é um ponto reqular. Se T € minimo local de f em X,
entdo existe A € R™ tal que

V.L(z,A) = 0 (2.28)

Z'W2 L(z,\)Z ¢é SPSD (2.29)

com Z wma matriz cujas colunas formam uma base de N(Vh(Z)T).
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Demonstracao: A equagdo (2.28) resulta directamente da equacao (2.25), pois Z é um ponto regular e
estaciondrio de f. Suponhamos agora que (2.29) é falsa. Entao,

Ipe NVhE) ) :p" V2, L(Z,\)p < 0.

Como Z é um ponto regular, existe um arco admissivel X(t), t € [0, b], tal que p = X”’(0). Atendendo
a (2.28) vem

4(0) =pT V2, L(z, A)p < 0.
Portanto existe b € (0,b) tal que ¢ (t) < 0,0 <t < b < b. Deste modo,
2 _
b(t) = $(0) + ' (0) + 5 ¥"(6), T € (0,1).

Mas ¢/(0) = 0, por V,L(Z,A) = 0. Além disso, 1" (f) < 0 e t = 0 ndo pode ser minimo local de 1.
Mas 9(t) = f(X(t)) e Z também nao pode ser minimo de f em X, contrariando a hipétese. O

Finalmente apresentamos uma condicdo suficiente de optimalidade, cuja demonstracao é
semelhante & anterior.

Teorema 2.26 Sejam f,h € C?*(D), com D C IR™ um conjunto aberto contendo X =
{x € R":h(x) =0} e éum ponto regular de X. Se existe X\ € R™ tal que

V.L(z,\) = 0
Z'W? L(z,\)Z € SPD

com Z wma matriz cujas colunas formam wma base de N(Vh(Z)T), entio Z é minimo local
de f em X.

Para finalizar esta subseccao, consideremos o seguinte exemplo

Minimize  f(z) = 27 + o
sujeito a  h(z) = —cos(2z1) + 22 =0
Comecamos por mostrar que todos os pontos de IR? sao regulares. Com efeito,
Vh(z)T = [2sin(221) 1],
e car(Vh(z)T) = 1, Vo € R?. Além disso, uma possivel escolha para Z é [-1 2sin(2z1)]T.
Os pontos estacionarios podem ser calculados resolvendo

[an}

sin(2x)

{ZTVf(x) =0 f i e | ] {0 o

=
h(w) =0 —cos(2x1) + x2 =0

Este sistema tem uma solugao trivial que é z = [0 1]T e tem outras duas solugoes dadas
por [£0.9477 —0.3189]T (obtidas com a funcao fsolve do software MatLab). Atendendo &
simetria de f e h em relacdo a recta x; = 0, iremos apenas considerar & = [0.9477 —0.3189]T.
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Relativamente ao ponto z = [0 I]T, podemos calcular o multiplicador de Langrange A
associado a restrigdo h(x) = 0 resolvendo

Vf(a:):/\Vh(x)@[(l)]:)\[o]:>)\:1.

Como
L(z,\) = 2% + 29 — Mo — cos(221))

entao

Aerrenz=r o([g o] AT R]) e e ]

é SND pelo que z é um maximo local de f em X. Repetindo agora o mesmo raciocinio para
Z, entdo também A = 1 é solugdo de Vf(2) = AVA(z). Como

ZTV2 L(#,\)Z = [3.2757]

é SPD entao T é um minimo local de f em X.

Para melhor visualizagao dos extremos de f em X incluimos na figura 2.20 o gréafico e as
curvas de nivel de f conjuntamente com o conjunto X. Além disso, ilustramos na figura 2.21
as perturbagoes do grafico de L(x,\) quando se consideram vérios valores de .

(@ ®)

Figura 2.20: Gréfico (a) e curvas de nivel (b) da fungdo f(x) = 22 + 2, conjunto
X = {z € R?: cos(z1) — 22 = 0}, um minimo (£) e um méximo local (z) de f em X.

2.5.3 Condicoes de optimalidade para programas com restricoes nao lineares
de desigualdade

Consideremos o programa nao linear
Minimize  f(x) (2.30)
sujeitoa  g(x) >0

com f,g € CY(D), f : R" — R, g : R"™ — IR e D C IR™ é um conjunto aberto que contém
X ={zeR":g(z) >0}
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Figura 2.21: Fungao Lagrangeana L(x,\) com vérios valores de A: (a) A = 0.0, (b) A = 0.5,
(c) A=1.0, (d) A =1.5.

Procedendo do mesmo modo que no caso das restrigoes lineares, devemos em primeiro
lugar identificar os movimentos admissiveis a partir de & € X distingindo as restrigoes activas
(isto é, as que se verificam como igualdade) das inactivas em Z. Seja ¢t o nimero de restrigoes
activas e considere-se ACT = {iy,...,i;} o conjunto dos indices i, das componentes de g
correspondentes as restri¢oes activas em z (isto é, g¢;, () = 0,Vk € {1,...,t}). Podemos
entdo definir g : R" — RRY, com gi(7) = g, (v),k=1,...,t.

Um ponto Z diz-se regular se e s6 se car(Vg(Z))T = t. Usando um raciocinio semelhante
ao do caso das restrigoes de igualdade, é possivel demonstrar que para T regular, os arcos
admissiveis X : [0,b] — X em Z caracterizam-se por Vg(Z)Tx’(0) > 0. Assim, o plano
tangente em Z é definido por

Tx(@) = {p e R": Vg(2)Tp > 0}
A titulo de exemplo, considere-se o conjunto

X = {(.Tl,.CEQ) € IR2 : g(l’) > 0}7 g(l‘) = (.TQ, —33% — X2 +27 '1"{15 —LEQ),
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eospontos z=[1 1]T ei =1[0 0]T. No ponto Z, apenas a segunda e a terceira restricio sao

activas, pelo que g(z) = (=22 — 22 + 2, 3 — x3). Além disso,

Vg(x)T:[_?i? j]:car(vgw):car([j jD:2

e T é regular. Assim, os vectores tangentes a X em I satisfazem

o —2p1—p2 > 0 {Pz < —2p
Viz) 'p>0e o
9(@)p = { 3p1—p2 = 0 p2 < 3p1

Por outro lado, & = [0 O]T tem como activas a primeira e a terceira restrigoes. Deste modo,

g(z) = (z2, o} — x2)

Vg(z)T = { 32% - } = car (Vg(@)") = car ([ o D —1<2

e £ nao é regular. Assim podem existir vectores que satisfazem Vg(:E)Tp > 0 e nao sao
tangentes a X, como por exemplo p = [—1 O]T. Com efeito,

Vg(i“)sz(J@{ P2 8 & po =0.

—P2

AV

Na figura 2.22 podemos visualizar o conjunto X e os pontos Z,Z € X. Além disso, a
regiao limitada pelas duas rectas a tracejado contém os vectores tangentes a X no ponto Z.

Figura 2.22: Representacao do conjunto X = {(z1,22) € R* : 72 >0, —2? — 25 +2 >0, 2} — 25 > 0},
de um ponto regular (Z) e outro nao regular (&) de X.

Apresentamos de seguida as condigoes necessarias de primeira ordem para que T € X seja
ponto estacionario de f em X.
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Teorema 2.27 Sejam f,g € C*(D), com D C IR"™ um conjunto aberto e convexo contendo
X ={zeR":g(z) >0} e g a fungdo constituida pelas componentes de g correspondentes
as t restricoes activas em T. Se T € X € um ponto reqular e um minimo local de f em X,
entao existe A € R tal que
Vg(z)A

Oa

A

AV

{ V(@)

Demonstragao: Se £ € X é minimo local de f em X, entao & é também minimo local de f em
X = {x € R": g(x) = 0}. Deste modo, pelo teorema 2.24, existe um tinico vector A € IR’ tal que
(z, ) é solugio de V f(z) = Vg(x)A. Por outro lado, o teorema 2.20 garante que 7 é ponto estacionario
de f em X e, portanto,

Vf(f)Tp >0, VYpeTx(z) = {p eR": Vg(i)-rp > O} )

Portanto S\Tvg(a’:)Tp > 0, para qualquer p € Tx(Z) o que implica A > 0. O

Tal como anteriormente, este teorema nao permite distinguir se Z corresponde a um
minimo ou um maximo. Como ilustragao, considere-se o programa

min {f(z): 2 € X}, f(z)=—-2i+2, X={reR?:2y>227}.

Entéo ¢ : R? — IR! é definida por g(z) = —222 + z9. Note-se que, f ndo tem minimos nem
maximos locais em int(X), pois Vf(x) # 0,Vz € X. Além disso, o tnico ponto estaciondrio
de fem X éz =10 O]T (note-se que todos os pontos de X sdo regulares), uma vez que é o
tinico vector para o qual existe algum A > 0 (neste caso A\ = 1) tal que (z, 5\) é solucao de

V(@) = AVg(z)
{ o@) = 0 (2.31)

Assim, T corresponde a um minimo local (e global) de f em X uma vez que todos os pontos
de X verificam xo > 227 e, portanto,

Vo€ X, f(z) = -2 + 29 > 2 > 0= f(z).

Se considerarmos agora X = {x cR?: 29 > %m%}, isto é, se g(x) = —%$%+$2, (z, \) continua
a ser a Unica solugao de (2.31) mas agora Z nao é ponto estacionério de f em X, pois a fungao
cresce ao longo da direccao de p = [0 1]T e decresce ao percorrer o arco X (t) = (t, $12),t >0
(na figura 2.19 esta representada a funcao f e a fornteira do conjunto admissivel nos dois
casos supracitados).

Tal como na secgao anterior, o estudo das segundas derivadas permite-nos distinguir entre
minimos e maximos locais de f.

Teorema 2.28 Sejam f,g € C*(D), com D C IR" um conjunto aberto e convexo contendo
X ={zeR":g(x) >0} eg: R" = IR' a funcdo constituida pelas componentes de g que
correspondem a restri¢gdes activas em T. Se T € X € um ponto reqular e minimo local de f
em X, entio existe A € R! tal que

Vf(z) = V(@)X
A > 0
ZWW2,L(z,\)Z € SPSD (se Z existir),

com Z wma matriz cujas colunas formam uma base de N(Vg(z)T).
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Demonstracdo: As duas primeiras condigbes do sistemas sdo consequéncias do teorema 2.27. A
tltima condicdo obtém-se do teorema 2.25 e do facto de Z ser um minimo local de f em X =
{x e R" : g(z) = 0}. O

Finalmente, apresentamos condi¢ées para um ponto estacionario ser um minimo local de
fem X.

Teorema 2.29 Sejam f,g € C?(D), com D C IR™ um conjunto aberto e convero contendo
X ={zecR":g(z) >0}, € X um ponto reqular e §: R"™ — IR a funcdo constituida pelas
componentes de g que correspondem a restri¢oes activas em . Se

MNeR :Vf(z) = V()X
A > 0
Z'W2 . L(z,\)Z € SPD (se Z eistir),

com Z uma matriz cujas colunas formam uma base de N(Vg(:f)T), entdéo & € um minimo
local de f em X.

Demonstragao: As duas primeiras condi¢oes indicam que T é ponto estacionédrio de f em X. Deste
modo, 7 é também ponto estaciondrio de f em X = {x € R" : g(x) = 0}. Assim, se t = |[ACT| > n
ou ZTVwa(i‘,S\)Z € SPD, 7 é minimo local de f em X. Consideremos entdao um qualquer arco
admissivel X, t € [0,b], que torne inactiva pelo menos uma das restrigoes activas em Z e seja p = X”/(0).

Como X é admissivel, entao Vg(a?)Tp > 0, sendo necessario distinguir dois casos que se apresentam a
seguir.

e Sepe N(Vg(z)T"), consideremos a funcdo

U(t) = L(X(t), ) = )= > e
k=1

Seja i, o indice de uma restrigdo activa que se torna inactiva segundo o arco X, isto é,

g(X(t)) > 0,t € (0,6] e ¥(0) = f(X(0)) = f(2).

Atendendo as férmulas das derivadas de primeira e segunda ordem para v, tem-se:

‘ T
' (0) = Vo L(z,X) T X(0) = (Vf(f) ZXngk(@) p=0
k=1

¢ T
W'(0) =pT V2, L(7,\) p+ (vm) -y Akv%(x)) X"(0) = pTVZ,L(z,\) p >0

Atendendo a continuidade das fungoes envolvidas, é possivel garantir a existéncia de um intervalo
(0,0) tal que 9" (t) > 0, V¢ € (0,b). Assim, para cada t € (0,b) tem-se

vlt) = 6(0) + /(0 + S07(0). <€ (0.0)

Deste modo, f(X(t)) > ¥(t) > ¥(0) = f(X(0)) = f(Z) pelo que o valor de f cresce ao longo de
qualquer arco admissivel que seja tangente & superficie g(«) = 0 no ponto Z.
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e Sep=2xX'(0) ¢ N(Vg(z)T"), entdo hé uma restricio r € ACT tal que Vg, (z)"p > 0. Definindo
p(t) = f(X(@), ,tel00]

tem-se ¢’(0) = Vi@ Tp= S AV ) Tp > 0. Deste modo, existe b > 0 tal que ¢'(t) > 0,
vt € (0,b). Consequentemente, para cada t € (0,b), verifica-se

o(t) = p(0) +to'(e), 0<e<t<b<b.

Portanto, f(X(t)) = ¢(t) > ¢(0) = f(Z) e T é minimo local de f em Z.

d

Para terminar esta sec¢ao, apresentamos exemplos da determinacao dos minimos e maximos
locais de uma funcao. Consideremos o programa

Minimize f(x1,me) = € — a9
sujeito a xo >1— (z1+ 1)2
T9 >1— (21 —1)?

x2§2—x%.

Note-se que neste exemplo

(.2614-1)24-:62—1

g(:z:) = (1‘1 - 1)2 +x9—1
—1‘% — T2+ 2

e que todos os pontos de X = {x € R": g(x) > 0} sao regulares. De facto,

2 +1) 2 —-1) -2
Vg(x) — (xll ) (1'11 ) _Tl

pelo que quaisquer duas linhas de Vg(x) sao linearmente independentes e nao existe solugao
de g(x) = 0.

Seguidamente apresentamos a andlise dos pontos estaciondrios  com t restrigoes activas,
t € {0,1,2}. No caso de nao haver restrigdes activas (& € int(X)), tem-se

Vi(z)=[e" —1]T #0.

Portanto nao ha pontos estaciondrios em int(X).
Se existir apenas uma restricao activa no ponto Z, ha a distinguir os seguintes casos

e g1(Z) = 0. As condigdes de ponto estaciondrio constituem o sistema

I

gl('r) = 0 A= —1

que tem solugdo z = [—1.1572 O.9753]T e A = —1. Contudo, Z nao é uma solucao
admissivel para o problema pois g3(z) = —0.3144 < 0.
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e g2(z) = 0. Entao,
e’ +2(x1—1)=0

J2\E = A=-—1
e obtém-se Z = [0.3149 0.5307]" e A = —1. Entdo Z ¢ uma solucao admissivel mas nio

é um ponto estaciondrio.
e g3(7) = 0. Neste caso

e’ —2x1 =0

IS (e
gaa) = 0 A=1
originando Z = [—0.3517 1.8763]T ¢ A = 1. Entéo, Z é uma solucao admissivel e um

ponto estacionario regular de f em X. Além disso, T é um minimo local de f em X.
Com efeito, Z = [1 0.7035]T é uma base de N(Vgs(Z)T) e tem-se

.
T2 oo, [ 1 2.7035 0 1]
772 L(#,\)Z = [ 0.7035 } [ 0 0 } [ 0.7035 ] = [2.7035] € SPD.

Faltam considerar os casos em que existem duas restrigoes activas em simultaneo. Assim,
denotando por g as componentes de g correspondentes as restricoes activas em Z, ha trés
casos possiveis:

_ r1+1)2 4+ 21 ~
og(a;):{(l_aj%)_ijQ ].Entao

Vi@ = Vo | __[-1] 5_| =27
e U (R

e T nao é um ponto estaciondrio de f em X, pois existem multiplicadores de Langrange

de sinais contrarios.

o[ @ =1 e 1] < : 1 T e a2 el T
og(x)—_ gyt _.Asolugaodoswtemae:):—[l Ted=[-= -%]".
Como A < 0, Z ndo é um ponto estaciondrio para o programa min{f(z): z € X}.
_ ) 4 )

o g(x) = _ Eii t 32 i i; B i | Neste caso obtemos Z = [0 0]T, A =[-1/4 —3/4]" e
portanto Z nao é ponto estaciondrio do programa min{f(z) : v € X}.

Na figura 2.23 ilustra-se a regiao admissivel e o grafico da funcao para o exemplo apre-
sentado, estando também marcado o minimo = de f em X.
Consideremos agora o programa

(L’l_xQ

Mazximize f(z1,20) =€
sujeito a x9>1—(z1 + 1)2
9 >1— (21— 1)?

:L“2§2—ac%.
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fix)

0 L L L L L L L
-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

(a)

Figura 2.23: Grafico de f(z) = €™ — x4, regiao admissivel do programa min { f(z) : g(x) > 0},
com g(z) = ((x1 + )2 + 22 — 1, (21 — 1)? + 23 — 1, —22 — 29 + 2) e # é 0o minimo local deste
programa.

Entao o conjunto admissivel X é o mesmo do que o do problema anterior e facilmente
se conclui que o unico candidato a ponto estacionario com apenas uma restricao activa se
obtém quando gz(z) = 0. Neste caso, como vimos anteriormente, & = [0.3149 0.5307]T e
A = —1 < 0, mas néo é maximo local uma vez que Z = [1 1.3702]" é uma base de N (Vgo(Z)T)
e ZTV2, L(Z,\)Z = [3.3702] € SPD.

No que diz respeito ao caso de 2 restrigoes activas existem dois casos que conduzem a
pontos estacionarios:

o ,(x)_ (x1+1)2+x2—1
KE = (2 —1)2 42— 1
portanto Z é um maximo local de f em X.

]. Neste caso obtemos T = [

o O
L

_ v — 12+ 29— 1
* 9@) = [( —x%)—x2+2

Uma vez que A < 0, entdo & é outro maximo local (e neste caso, também global) de f
em X.

M1 _ _el42
} , que corresponde & solucao T = 1 } e\= 521 .
2
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