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1 Normas Vectoriais e Matriciais

1. Norma Vectorial || - || satisfaz
=] = 0
|z =0 & x=0
[Az]] = [Alll=]
lz+yll <zl + [yl
para todos z,y € R e A € R.
2. Normas /,:
n
ol = > o
i=1
1
n 2
b = (S0e7)
i=1
[#]le = max [z
1<i<n
3. Norma matricial || || satisfaz:
Al = 0
Al =0 & A=0
IAA[ = [AL]A]
A+ Bl < Al +[B]
IAB| < [A[lB]
4. Normas matriciais /,,:
A
DI —
w20zl falp=1

com p = 1,2,00. Entdo para A € R™*",

Al =

[Alle =

1|2

com p(B) o raio espectral de B, isto é

p(B) = max{|\;| : A; é valor préprio de B}

n

max E ||
1<j<n 4

1=1

n

max |aij|
7=1

p(ATA)



5. Resultados:
(i) Normas vectoriais e matriciais ¢, sdo compativeis, isto é

[Az]l, < [|Allp [l2]l,, YA,z
p(A) < ||A]
p(A) = ||A]|2, se A é simétrica

2 Numero de Condicao de uma Matriz Quadrada

cond(4) = [|A]| [ A~"|

Se A ¢é singular, entao cond(A) = oo.

Resultados

Consideremos duas normas vectorial e matricial compativeis, isto é,
[Az| < [|A] [|lz]|, V=, A
1. Se Az =be A(x + dx) = b+ b, entao

oz _

oI
E

ond(A) B

isto é, pequenas perturbacoes no vector dos termos independentes implicam pequenos
erros na solucdo se cond(A) é pequeno, mas podem implicar erros elevados se cond(A)
é grande.

. Se x é a solugao exacta de Ax = b (nao é conhecida em geral) e T é a solugao calculada
por um processo qualquer, entdo
|z —Z|

”
ond(A) H

]

com
r=b— AT

o vector residuo (facil de calcular). Portanto se cond(A) é pequeno, solugoes com residuo
|I7|| pequeno sdao boas, enquanto que essas solugbes podem ter ma precisdo quando
cond(A) é elevado.

. Se A é simétrica, entao
max |\
d A = -
co 2( ) min])\i]

com \; os valores proprios de A, i =1,...,n.

4. cond(A) > 1.



3 Matrizes de Permutacao

1.

2.

3.

Matriz P;j: matriz que se obtém da identidade por troca das linhas (ou colunas) i e j
(P = Pj =Py,
Pj;A — troca linhasie j de A
{ AP;; — troca colunasie jde A

Matriz de Permutacao P: produto de matrizes F;;.

PTAP: permutacao principal de A: matriz que se obtém de A usando uma ordem
diferente da ordem natural para as linhas e as colunas.
Exemplo: se P = P;5 P51, entao

PTAP

¢ a matriz A com ordenagao [3 1 2] em vez de [1 2 3].

4 Sistema de Equacoes Lineares com Matriz Triangular

Lz =0 (ou Uz =10)

Processos orientados por Linhas ou por Colunas.

1.

2.

Vector b é transformado (inicia como dado e termina como solugao do sistema).

Processos simples e faceis de implementar tanto para uma matriz densa como para uma
matriz esparsa.

Processo estavel, pois

(L+E)x=b= ||E||l < 1.01||L|lscens

com g)y a precisao da maquina.

Numero total de operagoes:

n(n —1)
2

multiplicacoes + n divisoes

Se os elementos diagonais sao todos unitérios, entao as divisdes nao existem (elementos
nao precisam de ser divididos, nem considerados).

5 Transformada Principal e Complemento de Schur

Dada

Arr Arg ] x
A= c R™"
[ A Ayg

com Aj; € RP*P néo singular, a Transformada Principal de A com Pivot Aj; é a matriz
A€ RV

A:[ Az_zl_l _A.?IlAIJ}
AJIAH (A’AII)
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em que

(A|Arp) = Ay — Ay A7} Apy € RVPX(p)

é o chamado Complemento de Schur de A;; em A.

Resultados

1. Se Ajr é nédo singular, entao
=l s =]l
2. Férmula de Schur: Se Aj; é ndo singular e A é quadrada, entéo
det(A) = det(Ayr) det(A|Arr)
FEm particular, se aj; # 0,

det(A) = ai det(A]all)

6 Decomposicao LU de uma Matriz Quadrada Nao Singular

1. Existéncia

A = LU, com L triangular inferior de elementos diagonais unitarios e U triangular superior
nao singular se e sé se as matrizes

ail ... Qig
App = ,k=1,...,n—1

ak1 .. Qg

sao nao singulares.
Outra condicao <: A € T, com T a classe de matrizes definida por

ail 75 Oe (A]all) eT

2. Processo de decomposigao LU

1.

por transformagao dos elementos de acordo com determinadas regras.



A= T +ul(HD). . (I+u" (e HTHU

com I a matriz identidade de ordem n, e¥ € R™ vectores de componentes

ok — 1 se k=j
J 0 se k#j

e uf € R™ vectores da forma

: o
0 |« k& ﬁi:%,z‘:k—kl,...,n
Br+1 Ay

fin

1,...,n—1 (AN = A).
Portanto A = LU com

e AK) = [a(f)} e R(—F+1)x(n—k+1) 5 matriz Complemento de Schur na iteracio k =

L=(I+u'(e)T)...(I+u"" (e )T)

3. (I —u e M) .. (I —ut(eH)A=U
4. Método dos Bordos: Em cada iteragdo determina uma linha de L e uma coluna de
U (util em matrizes esparsas).
3. Estabilidade

Se A+ E = LU, entao
1Elloo < n*gallAllcctm

com €y a precisao da maquina e

max (k) ‘
(11 ij
1,52k

a
g = ——
max ||

27]

o factor de crescimento de A. Portanto o processo é estavel se e sé se é possivel e o factor de
crescimento é pequeno.

4. Operacoes

O numero total de operacoes para uma matriz A € R™*" densa é

1

3
|

_n(n2—1)Nn3
1[(n—k)+(n—k)2]—T_§

B
Il



7 Decomposicao LDLT de uma Matriz Simétrica

1. Existéncia

A=LDLY s AcT o det(Ap) #0, k=1,...,n—1

2. Processos

S6 considera L e D diagonal

1.

2. Método dos Bordos (em cada itera¢ao determina uma linha de L e um elemento diagonal
de D).

3. Estabilidade

Semelhante ao caso nao simétrico, isto é, é estdavel se existe e o factor de crescimento é
pequeno.

4. Operacoes

n3+3n2—4nwn3

8 Escolhas de Pivot

1. Escolha Parcial de Pivot

Em cada iteracao k,

(k)

A

= max{‘agllj)‘ 1> k‘}
(k)
ij
entdo A é singular. Se r > k, entdo troca as linhas r e k (aplica matriz P.; a esquerda).
Entao ou A é singular ou entao

com A% = [a a matriz Complemento de Schur respectiva (A se k = 1). Se |a£,ll?| =0

com FP; matrizes de permutacao Pj; ou identidade. Além disso, a caracteristica de A é

o numero de elementos nao nulos da matriz U (u;; # 0, Vi, se A é nao singular) da sua

decomposicao LU (se |aff7€)| =0, entao u,r =0 e l; =0, Vi > r).

Estabilidade: Prova-se que g4 < 2"~!, mas em geral g4 é muito pequeno.

Utilidade: Matrizes densas e sé essas.



2. Escolha Limite de Pivot

Em cada iteracao k:

Se m>aI§< ‘al(.,]:)‘ =0, A é singular. De outro modo, seja r > k tal que
(2

)

ok 2 v ma|

onde u é um numero real dado satisfazendo 0 < u < 1 (na pratica v = 0.1). Se r > k, entao
troca linhas 7 e k. Entao também

com P; matrizes Py; ou matrizes identidade.

1 n—1
ga < <1+—>
U

Utilidade: matrizes esparsas, pois escolha de pivot é mais livre.

Estabilidade: Prova-se que

mas em geral g4 é pequeno.

9 Resolucao de Sistemas Lineares com Matrizes Quadradas
usando a Decomposicao LU

Axr=b & PAzx=Pb
& LUx =Pb

Portanto:
(i) Calcula Pb — troca componentes de b — b.
(ii) Resolve Ly = Pb — b.
(iii) Resolve Uz =y — b.

-1 -1
1. Operacoes: n(n2 ) + n(n2 ) +n=n?

2. Processo estavel

3. Se P nao existe, entao apenas (ii) e (iii) sdo efectuados.
4. Se A é esparsa, processos de resolucao por linhas e por colunas podem ser necessérios.

5. Se £ é o niumero de matrizes P;; da decomposi¢ao (matrizes sao armazenadas num vector
de R™ que também contém ¢ como ultima componente), entao

det(A) = (=1 w11 .. . tnp



10 Escolhas de Pivot em Matrizes Simétricas
1. Se A é simétrica, entao, em cada iteracdo k, ha trés possiveis escolhas para pivot:
® apy
e a,,, com 7 linha obtida pelo Critério de Escolha Parcial ou Limite de Pivot (r > k)
. [akk ak’l, comr >k
Qrg  Qpp
Portanto
PTAP = LDL"
com P produto de matrizes F;; ou identidade, L triangular inferior com elementos
diagonais unitarios e D uma matriz diagonal com blocos diagonais de ordens 1 ou 2
(pivots).
2. Estabilidade: Processo é estdvel (g4 é pequeno em geral).
3. Utilidade: Matrizes indefinidas densas (escolha parcial de pivot) ou esparsas (escolha
limite de pivot).
4. Aplicagao na resolucao de sistemas:
Az =be PTAP(PTz) = PTb < LDLT(PTz) = PTh
Portanto
(i) Calcular ~ PTb — b
(i) Resolver Ly =PTb — b
Dz=y — b
LTz =2 — b
(iii) Calcular =z = Pz — b
11 Matrizes Positivas Definidas e Semi—Definidas
AePD & VY,yz'Az >0
AePSD & V,z"Ar>0
A € SPD(SPSD) < A € PD(PSD) e é simétrica
Propriedades
1. A€ PD(SPD) < A+ AT € SPD(SPSD)
2. A€ PD(PSD) & A;; € PD(PSD), V;
3. A¢ PD(PSD) = V; a; > O(CLZ‘Z‘ > 0)
4. Ae€PSDe a; =0= Vjaij = —ay;



5. A € PD = det(A) # 0 (nao é vélida para A € PSD)

6. Se A é diagonal, entao

AePD & V;a;>0
AePSD < Vza“ZO

7. Se B é nao singular, entao

A € PD(PSD) & BT AB € PD(PSD)

8. A € PD(PSD) < AT € PD(PSD)

9. AePD(SPD) & A~! € PD(SPD)
A € PSD(SPSD) e A nao singular < A~ € PSD(SPSD)

10. A € PD(PSD) = A € PD(PSD)

11. A€ PD(SPD) = (A|A;;) € PD(SPD),V;
A € PSD(SPSD) e Ay nao singular = (A|Arr) € PSD(SPSD)

12. AGPD:>A:LUCOH1’LLZ'Z'>0, VZ

13. AeSPD& A= LDLT, com d;; > 0, V;
A€ SPSD < PTAP = LDL", com di; >0, V;
AeSPD < A=LL", com l; >0,V

Nota Importante: Propriedade 13 fornece critérios importantes:
Para verificar se A é PD:

Caso Simétrico: Determinar decomposicio LDLT de A. Se todos dj; > 0, entéo
A € SPD. Se se encontrar um d;; < 0 durante o processo, entdao A € SPD.

Caso Nao Simétrico: Usar processo anterior para A + AT,
Para verificar se A é PSD:

Caso Simétrico: Determinar decomposicio LDLT de A com Escolha de Pivot. Se os
pivots forem todos diagonais e d;; > 0, Vi, entao A € SPSD. De outro modo nao é
SPSD.

Caso Nao Simétrico: Usar processo anterior para A + AT,

14. A € PD(SPD) = det(A) >0
A € PSD(SPSD) = det(A) >0

15. A € SPD < Todos os valores proprios sao positivos

A € SPSD < Todos os valores proprios sao nao negativos

16. A € SPSD e nao singular < A € SPD



A€ PSD e A+ AT néo singular & A € PD
17. Estabilidade das Decomposicoes:

AeSPD= A=LDL", com gy <1
AePDeVsja,; <0=A=LU, com gy <2

A decomposigao LU para A € PD nao é em geral estdvel sem escolha parcial (ou limite)
de pivot.

12 Outras Classes de Matrizes

1.
AeND <& —AePD (negativa definida)
AeNSD & —-AePSD (negativa semi-definida)
AceIND < A¢PSDe A¢NSD (indefinida)

E facil de obter propriedades para essas matrizes a partir das apresentadas anteriormente.
Em particular, A é indefinida simétrica se e s se:

(i) PTAP = LDL", com D diagonal por blocos de ordens 1 e 2 ou apenas diagonal com
pelo menos dois elementos diagonais de sinais contrarios.

(ii) A tem pelo menos um valor préprio positivo e outro negativo.

AeP & det(A]]) >0, V;
AePy & det(A]]) >0, Vr

Notar que

PD C P e PD =P para matrizes simétricas

PSD C Py e PSD = Py para matrizes simétricas

3. Diagonalmente Dominantes por Linhas (RDD) e por Colunas (CDD)

AERDD & Jau| =) layl, Yi=1,...,n
JF#i
A€CDD & Jajl > layl, Vi=1,...,n
i#]
Diagonalmente Dominantes Estritas: substituir > por >.
Resultado: Se A € RDD (CDD) e nao singular, entdao A = LU e g4 < 2.

10



4. Matrizes M nao singulares (K) e H

AeZ < a; <0, paratodos i # j
AeK & AcZeAcP
AeH & QA) €K, com

I o laij| se i=j
Q(A) = B = [by], bZJ_{ —lag| se i#j

Resultados:
(i) AcKe A1 >0eAcZ
(i) Ae K(H)= A= LU e g4 ¢ limitado
(i) K c H

13 Equacoes Normais

Ar =be AT Az = ATb

Método das Equactes Normais consiste em resolver sistema ATAx = ATb em vez de
Az =b.
Resultados:

(i) A é ndo singular = AT A € SPD
(ii) condy(AT A) = [condy(A))?

Consequéncias: Decomposicdo LDLT de AT A existe e é estavel sem escolhas de pivot.
Por outro lado a matriz AT A pode ser muito mal condicionada.
Utilidade: matrizes esparsas apenas e uso de refinamento iterativo (ver mais adiante).

14 Sistema Aumentado

ATy =
—Ax+b = r

o Lo o] l2]=1o]

Processo do Sistema Aumentado consiste em resolver o iltimo sistema (matriz de ordem
2n) em vez de Ax = b. A matriz é indefinida e muito esparsa (se A é esparsa) e simétrica.
Pode ser 1itil apenas em matrizes esparsas.

Ar=b & ATAa::ATb@{

11



15 Formas Triangulares por Blocos

Se
Ay
Ao Ago o
A= . , A nao singulares
Apt Ap ... Ay
é triangular inferior por blocos, entdao Ax = b pode-se resolver a partir de p sistemas com as
matrizes A;;, ¢ = 1,...,p e produtos matriz por vector. A mesma conclusdo é véalida para

uma matriz triangular superior por blocos. O Processo é simples de implementar e aparece
descrito nos apontamentos.

16 Processo do Complemento de Schur

Se

_ B C PXDp nxn
A_[D E],EER , Ae R

com B nao singular, entdo A é nao singular se e s6 se (A|B) é nao singular e tem-se

1o 5= 710 T

ou seja, A é o produto de duas formas triangulares por blocos. Essa decomposicao pode ser
explorada para desenvolver um processo que permite resolver Ax = b a partir de (p + 2)
sistemas com a matriz B (apenas uma factorizacao é usada) e um sistema com (A|B). O
processo aparece descrito nos apontamentos.

Utilidade

(i) B é uma matriz diagonal ou tem uma estrutura muito especial que permita calcular
B~! de um modo muito facil.

(ii) B é esparsa e pode ser decomposta com pivots diagonais apenas (em particular, B
tridiagonal) e p é pequeno.

17 Matrizes Tridiagonais
Uma matriz é tridiagonal se
a;j = 0 para todos (4,7) : |i — j| > 1

Entao os elementos nao nulos estao dispostos ao longo da diagonal da matriz e das duas
subdiagonais imediatamente antes e depois da diagonal.

A decomposicio LU (ou LDLT) com pivots diagonais pode ser implementada usando
apenas 3(2) vectores. O ndmero total de operagoes para a decomposicao e resolugdo de um
sistema com essa matriz é 5n — 4.

As matrizes tridiagonais constituem o caso mais simples das matrizes com estrutura de
banda, que sao discutidas nos apontamentos.
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18 Escalonamento
Consiste em encontrar matrizes diagonais R e S tais que
cond(RAS) < cond(A)
e resolver o sistema com RAS em vez de A. Tem-se
RAS(S'z) = Rb

e portanto o sistema Ax = b, com b € R"™, A € R"*", é resolvido por:

(i) P(RAS) = LU

(ii) Calcula PRb — n multiplicagoes e trocas
(iii) Resolve Ly=PRbeUz =y — b
(iv) Calcula x =Sz — n multiplicagoes — b

1. E boa prética escolher R e S de modo a que

B = RAS = [b;;] satisfaca |b;;| < 1, Vi,j

2. Se A é simétrica, entdo deve-se fazer R = ST, para manter a simetria do sistema a
resolver. Nesse caso, a decomposicdo LDLT deve ser usada em vez da LU.

19 Refinamento Iterativo
Considere-se o sistema Ax = b. Se T é a solucao do sistema, entao o residuo é o vector
r=b— Az

Se ||r|| é muito pequeno, entao, como vimos anteriormente, a solugao Z s6 pode ter ma precisao
para matrizes mal condicionadas. Contudo se ||r| ainda tem um valor ndo muito pequeno,
podemos melhorar a solugao a partir da resolucao do sistema

Az=r

Com efeito
Az=b— Az = AT+ 2)=0

e o residuo de T + z deve ser menor do que o de Z. Portanto o refinamento iterativo consiste
em refinar a solugdo T a partir da resolucao de sistemas com a mesma matriz A e vectores
independentes que sao os residuos da solucao anterior que se pretende refinar. O processo
tem a forma:

Resolve Axr=b> — I
Calcula r=b— Az
Enquanto ||| > ¢ faz
Resolve Az =r
Actualiza T—>T+z
r=b— Az

com € > 0 a precisao pretendida.

13



O processo encontra apenas utilidade na resolucao de sistemas com matrizes esparsas, em
que o método das equagoes normais ou semi—normais foi usado. Notar que, se as equagoes
normais sao usadas, entao os sistemas Ax = b e Az = r sdo resolvidos a partir de

AT Az = AThe AT Az = ATy

mas o residuo é calculado usando a matriz A. A prética tem mostrado que uma ou duas (no
maximo) iteracoes do refinamento iterativo é bastante eficaz neste caso.

Em matrizes densas, o refinamento iterativo tem muito pouco interesse, pois a escolha
parcial de pivot fornece sempre solugoes com residuos muito pequenos.

20 Estimativa do Niumero de Condicao

-1
cond(A) = [|A]||A™]
A estimativa do niimero de condicio consiste em encontrar um valor aproximado de || A~
O Estimador de Hager, descrito no Anexo 1, fornece uma boa aproximacao de ||A~||; a partir
de um processo iterativo que utiliza em cada iteracdo a decomposicao LU de A (ou LDLT,

se A é simétrica) e resolve 4 sistemas triangulares por iteragao.

21 Armazenagem de Vectores e Matrizes Esparsas

1. Vectores Esparsos sao armazenados usando 2 vectores IND e VAL de dimenséo
igual ao niimero de componentes nulas NZ.

2. Matrizes Esparsas sao armazenadas por linhas ou colunas usando um esquema de
coleccao de vectores que contém 3 vectores IND, VAL e PNT.

Em matrizes simétricas ou nao simétricas com elementos diagonais nao nulos é usado um
vector DIAG adicional, que armazena os elementos diagonais como se tratasse de um vector
denso. Além disso, matrizes simétricas de posicdo néo simétricas sdo armazenadas por linhas
(abaixo da diagonal) e colunas (acima da diagonal) usando um tnico vector (IND) para os
indices e outro para os ponteiros (PNT).

Outros tipos de armazenagem podem ser considerados para matrizes estruturadas. Sali-
entam-se nesse sentido os esquemas de banda e de banda variavel descritos nos apontamentos.

22 Operagoes com Vectores e Matrizes Esparsas

1. Produto Escalar de 2 vectores.
2. Adigao de 2 vectores.
3. Produto de uma matriz esparsa por um vector (caso simétrico e nao simétrico).

4. Resolucao de sistemas triangulares.

Processos simples de implementar e aparecem descritos nos apontamentos.
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23 Resolucgao de Sistemas de Equacgoes Lineares com Matrizes
Esparsas

Distingue-se do caso das matrizes densas pela existéncia de uma Fase de Andlise prévia (por
vezes é executada ao mesmo tempo que a factorizagdo) que prepara a matriz dada para
a Factorizacao ser executada com um nuimero menor possivel de operagoes e enchimentos.
Varios casos devem ser distinguidos, que sao apresentados a seguir.

1. Matrizes SPD

Fases de Anadlise, Factorizagao e Solucao estao separadas, o que é uma enorme vantagem para
resolver varios sistemas com a mesma matriz, ou com matrizes SPD da mesma estrutura.

Fase de Andlise: Determina uma reordenagao das linhas e das colunas (permutacao prin-
cipal de A) usando o algoritmo do grau minimo e termina com a armazenagem da
matriz permutada num esquema de coleccao de vectores para matrizes simétricas com
a diagonal separada.

Fase de Factorizagao: Utiliza o método dos bordos para matrizes simétricas de forma a
obter as matrizes L e D por transformagao dos elementos da matriz A (L é armazenada
na coleccao de vectores PNT, IND, VAL, pois os seus elementos diagonais nao sao
considerados; D é armazenada em DIAG).

Fase de Solucao: Resolve os sistemas
Ly=P', Dz=vy, L"2=y, = PZ

usando as estruturas de dados das matrizes L e D. Notar que Ly = PTb é resolvido
por um processo orientado por linhas e LTZ = y por um processo orientado por colunas
com a estrutura de dados de L.

E importante acrescentar que outros tipos de algoritmos e estruturas de dados podem ser
usados na Fase de Andlise. Salientam-se nesse sentido os algoritmos e estruturas de dados para
matrizes com estruturas de banda e de banda varidvel (invélucro), que aparecem descritos
nos apontamentos.

2. Matrizes Nao Simétricas, Simétricas de Posicao com Pivots Diagonais
Estaveis

Fases de Analise, Factorizacao e Solugao completamente separadas.

Fase de Anadlise: Como o grafo de A é indirecto, entdo o algoritmo do grau minimo é usado
como no caso anterior. A estrutura de dados armazena a matriz A com alguns elementos
nulos (correspondentes aos enchimentos) por linhas abaixo da diagonal e por colunas
acima da diagonal, com os vectores:

VALL: valores numéricos abaixo da diagonal (L)
VALU: valores numéricos acima da diagonal (U)

DIAG: valores numéricos dos elementos diagonais (D)
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IND: indices das colunas de L e das linhas de U
PNT: ponteiros de referéncia das linhas de L e colunas de U
Fase de Factorizacgao: Utiliza o método dos bordos para matrizes nao simétricas e obtém as

matrizes L e U da decomposicao LU de A. Além disso essas matrizes sao armazenadas
usando a estrutura de dados anterior e tem-se

(00
L< IND U
PNT IND
PNT

Fase de Solugao: Resolve os sistemas
Ly=P'b, Uz =y ex =Pz

com processos orientados por linhas e por colunas respectivamente.

3. Matrizes Nao Simétricas de Posicao com Pivots Diagonais Instaveis

A Anilise e Factorizacdo sdo executadas ao mesmo tempo. S&o utilizados os Critérios de
Markowitz e de Escolha Limite de Pivot. Essa fase termina com as matrizes L e U arma-
zenadas por linhas ou separadamente com L na forma produto de matrizes elementares (ver
processo (ii) da decomposicao LU de uma matriz).

A Fase de Solucao resolve os sistemas

PAQ(QTz) = Pb = LU(QTz) = Pb

a partir de

(i) Calcula  Pb — permutacao de componentes de b —
(ii) Resolve Ly = Pb
(iii) Resolve Uz =y

(iv) Calcula = =Qz  — permutagao de componentes de T —

—
—

S o o O

e usando os processos de solugao para matrizes esparsas.

4. Matrizes Nao Simétricas de Posigao com Pivots Diagonais Estaveis

Processo 1: Transformar a matriz A em simétrica de posicdo por consideracao de alguns
elementos nulos como se fossem nao nulos. Utilizar o Processo descrito em Caso 2.

Processo 2: Utilizar o Processo descrito no Caso 3, mas escolhendo apenas os pivots na
diagonal da matriz e o Critério de Markowitz.

5. Matrizes Simétricas de Posicao com Pivots Diagonais Instaveis

Processo 1: Processo descrito em Caso 3.
Processo 2:

(i) Fase de Analise exactamente igual & do Caso 2.
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(ii) Fase de Factorizacao: Ordem de pivotagem ¢ a obtida na Fase de Andlise. Em
cada iteragao k tem-se:

(k)

— Se ]a,gz)\ >u max ]al(.],z)\ (u=10.1) entao a;, ¢é aceite como pivot.

— Se ]a,gz)\ < u max ]al(.],z)\, entao
i>k

k k
kaeﬁla;(gk) + Ak > u max \aEk)!
i>k
e agz) + A\ € pivot.
No fim do Processo de Factorizagao tem-se

A+ e = LpL”
keJ

com J o conjunto de indices onde ocorreram alteragoes nos elementos diagonais.
Entao tem-se

Ar=b & (A—i-z}\kek)a: —Z)\kyk = b

keJ keJ
Tk —Yk = 0, keJ

EIMEn

com y € Rl e |J] o nimero de elementos de .J. Hé vantagem de neste caso
usar um processo orientado por colunas para obter as matrizes L e U (ver método
directo descrito nos apontamentos).

ou seja

(iii) Fase de Solugao: Resolver sistema

e 2] [7]-1o]

usando a técnica do Complemento de Schur. Notar que a decomposicao de B foi
calculada na Fase de Factorizagdo e que o processo necessita de resolver (|J| + 2)
sistemas com essa matriz e um sistema com a matriz Complemento de Schur. Por
isso esse processo s6 é usado quando o nimero |J| de alteragdes é pequeno.

6. Matrizes Simétricas Indefinidas

Processo 1: Semelhante ao Processo 2 do caso anterior, mas com decomposicdo LDLT em
vez de decomposicao LU.

Processo 2: Fases de Analise e Factorizagao efectuadas simultaneamente e uso de pivots 1x 1
e 2 X 2 de acordo com o processo explicado anteriormente. Esses pivots sao escolhidos
usando os Critérios de Limite de Pivot e de Markowitz. Como

Az =b < PTAP(PTz)=PTb
& LDLT(PTz) =P
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entao a Fase de Solucao consiste em:

(i) Calcular  Pb — permutacao de componentes de b — b
(ii) Resolver Ly = PTbh — b
Dz=y — b
LTz =2 — b
(iii) Calcular =z = Pz — permutagao de componentes de £ — b

A matriz L é armazenada num esquema de colecgao de vectores sem diagonal (elementos
diagonais sdo unitérios) e por isso na resolucio dos sistemas Ly = PTb e LTZ = 2 sdo
usados processos orientados por linhas e por colunas.

7. Equacoes Normais

Consiste em resolver AT Az = ATb em vez de Az = b e pode ser usado em matrizes nio
simétricas de posicdo com pivots diagonais instaveis. O Processo tem os seguintes passos:

(i) Anédlise em Grafo de AT A € SPD, como em Caso 1.

(ii) Introduzir elementos de AT A ndo nulos e nulos correspondentes a enchimentos na es-
trutura de dados que resulta da Fase de Anaélise.

(iii) Calcular ATb — b (produto de matriz esparsa A” por vector denso usando a estrutura
de dados de A).

(iv) Factorizacao e Solucao como em Caso 1.

(v) Refinamento iterativo (1 ou 2 iteragoes).

8. Sistema Aumentado

Consiste em resolver o sistema

L a7 =16

em vez de Axr = b. A matriz é simétrica, muito esparsa e indefinida e portanto utiliza-se um
dos processos discutidos no Caso 6.

9. Formas Triangulares por Blocos

e As matrizes dos blocos nao diagonais sao armazenadas por colunas (ou linhas) em
esquema de coleccao de vectores.

e Decomposigoes sao efectuadas apenas nas matrizes dos blocos diagonais.

e Solugao: consiste em p Fases de Solugao, com p o nimero de blocos diagonais.
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10. Complemento de Schur
Consiste em resolver um sistema
B D x b
w=r=lo g ]3] -14)
com B € R"™*"™ esparsa de ordem elevada e E € RP*P de ordem pequena, a partir de (p + 2)

sistemas com B e um sistema com (A|B). As Fases de Andlise e Factorizagao sé sao efectuadas
uma vez, pelo que o processo se resume a:

1. Fases de Andlise e Factorizacao (separadas ou nao) para a matriz B.
2. (p+ 2) Fases de Solucao com a mesma matriz B.

3. 1 sistema com uma matriz densa (A|B) usando escolha parcial de pivot.

24 Matrizes Ortogonais

Q é ortogonal < QT = Q!

Portanto toda a matriz ortogonal é quadrada e nao singular. Além disso se

Q: [ql q2 qn] c RX"
entao
lg'llz = 1,i=1,...,n
@)@ = 0,ij=1,...,n i#j
Resultados:

(i) Se @ é ortogonal, entao det(Q)) = £1.
(ii) @ ortogonal < QT ortogonal.

(iii) @1, Q2 ortogonais = @Q1Q2 ortogonal.
(iv) Se @ é ortogonal, entdao A e QT AQ tém os mesmos valores préprios.
)

(v) Se @ é ortogonal, entao

1Qll2 = |[[l2
1QAll2 = [IAll2
14Ql2 = [IAll2

para quaisquer vector x e matriz A.
(vi) Se @ é ortogonal, entao

conda(QA) = condy(A)
conda(AQ) condy(A)
condy(@) = 1
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Matriz de Householder de ordem n

2
P = <In — mva> , com v € R" — {0}

Resultados:
(i) Matriz de Householder P é ortogonal.
(ii) Pz é calculado sem formar P explicitamente, pois
Pr=z—ov
com
o= (%) vTe = Bl z)
(iii) Matriz de Householder é armazenada considerando apenas o vector v € R" e o escalar
5= 4.
(iv) Se z € R™ entao

v=2x+ ||3:H2(31 = Px = —||l’H2€1

Matriz de Givens

Matriz de Givens de ordem 2

J:[_C i},comc2—|—82:1

Existe um sé 0 tal que
cos 6

sind 0 € [0, 2]

——
® O
[

e por isso a matriz J representa-se normalmente por J(6).

Resultados:
(i) J(0) é ortogonal.

(i) Se z = [z1 azg]T c€R%e

entao



Matriz de Givens de ordem n

1
1
¢ § — 1
1
J(0,i,5) =
1
—s c J
1
L 1_
) )
i J
SexzeR"e
xX; Zj
c= s =
xf—kx? w?—l—w?
entao
J(6,1,5)r =
com
Tk sek #£i,j
Tp = 2?4+ 22 sek=i
0 se k =

25 Decomposicao QR de uma Matriz

1. A quadrada nao singular de ordem n

A é ndo singular < A =QR

com () uma matriz ortogonal e R triangular superior nao singular.
A decomposicao pode ser obtida usando:

(i) (n — 1) matrizes de Householder, ou seja,
A=P ...P,_ 1R
com P, matrizes de Householder.

(ii) % matrizes de Givens (menos conveniente).
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2. A rectangular de caracteristica completa r =n <m

A caracteristica completa < A =(Q [?]

com () € R™*™ ortogonal e R triangular superior ndo singular.

(i) Além disso, a decomposicao pode ser obtida usando n matrizes de Householder, isto é,

A=PP,...P,1P, [ﬂ

ou matrizes de Givens (menos conveniente).

(ii) A implementacao do processo de decomposicao QR para uma matriz densa A € R™*"
com m > n é facil de fazer. Cada iteragao k tem dois passos:

1. Formar matriz de Householder P, e armazené-la.
2. Multiplicar Py pelas colunas j da matriz reduzida na iteragao k (j > k).
No fim do processo as matrizes de Householder
Pk(vk75k) e Rmxm

e a matriz triangular superior R = [r;;] € R"*" sao armazenadas no espaco referente a A e

em mais dois vectores de ordem n:

2)1 ro2 T13 ... Tin
1 2

%) Vy T23 ... Ton
1 2 3

2)3 2)3 Us e Tgn

1 2 3
A=A A
B=[61 B B3 Bn ] €R"
DIAGR = [ 711 792 T33 ... Tnn ] eR"
Para matrizes esparsas, as matrizes de Householder nao devem ser armazenadas, pois isso

constitui um grande espaco de armazenagem.
A caracteristica de uma matriz pode ser determinada a partir do calculo da decomposicao

@R de uma permutacao de A e é exactamente igual ao ntimero de elementos diferentes de

n

v

zero da diagonal de R.

26 Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares com Matrizes
Quadradas Nao Singulares usando a Decomposicao Q)R

Ar=bANA=QR=QRxr =10
Az =b< Rr=QTb
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Processo:

(i) Calcular b= Q%o — b
(i) Resolver Rz =b — b
Consequéncias:
(i) Processo é estavel, pois a decomposicdo QR também o é,
A+ E=QR= ||E|2 < c|lA|2em
com ¢ € R! e aproximadamente igual a n?.
(ii) Operagoes =~ %

(iii) Armazenagem para matrizes densas = n? + 3n.

Processo pouco utilizado para matrizes densas, devido ao elevado niimero de operacoes
(dobro da decomposicao LU). Como afirmdmos anteriormente, nunca deve ser utilizado para
matrizes esparsas.

Equagoes Semi—Normais
A=QR= ATA=(QR)T(QR) = RTQTQR = RTR

Az =be AT Az = ATh
Entao o método das Equagdes Semi—Normais tem os seguintes passos:

1. Determinar decomposicao QR de A sem armazenar Q).
2. Calcular b = ATb.
3. Resolver RTRx =b+< RTy=0be Rx =y.

Processo muito recomendado para matrizes esparsas. A semelhanca das equagdes normais,
ha uma Fase de Analise prévia que permite determinar uma ordem para as colunas de A. O
Processo tem entao os seguintes passos:

1. Fase de Analise para AT A € SPD e determinacio da matriz de permutacao P.
Fase de Factorizagao: Decomposicdo QR de (AP) sem armazenar Q.

Calcular ATb usando a estrutura de dados de A.

= W N

Resolver
RTy=PTATS — b
Rx=y,x =Pt — b

usando processos orientados por linhas e por colunas e a estrutura de dados de R.

5. Refinamento iterativo (1 ou 2 iteragoes) calculando o residuo r = —Az + b a partir da
estrutura de dados de A.
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27 Decomposicao SVD

AeR™" = A=USVT, S = diag(o1,...,0p), 01 >02... >0, >0

e U e R™™, Ve R"™" matrizes ortogonais.

Resultados

(Ver Anexo 2 para as demonstragoes dos resultados)

(i) Decomposigao SVD de A € R™*™ existe sempre. Além disso a caracteristica r da matriz

A satisfaz
0 seo; =0,Vi=1,...,p
T =
max{i : 0; > 0} de outro modo
(ii) 04,4 =1,...,p dizem-se Valores Singulares. Se
U= [ul u? um] , V= [vl v? v"]
entao , ,
Avt = ot
ATui _ O,,Uivzzlv"'vp
- 1
u' — vector singular & esquerda .
i . < e associados a o;
v* — vector singular a direita

(iii)

Vaillala=10p < [[Az[2 < 01
[All2 = o1

min ||Az| = op
[l2ll2=1

m<n = [0’2- é valor singular de A < o2 é valor préprio de AAT]
m>n = [0’2- é valor singular de A < o2 é valor préprio de ATA]

A simétrica = [|\;| é valor singular de A < \; é valor préprio de A]

Pseudoinversa A" de A € R™™ er =c(A) < p = min{m, n}

A=USVT e R™" = AT =V STUT € R™™
com St = diag(p1,...,pp) € R™™ e
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Resultados:
(i)
ATA = Vdiag(el,...,ep)VT
AAT = Udiag(ey,...,e,)UT

r=m=n= At =471

r=m<n = AAT =1,
A+:AT(AAT)_1

r=n<m = ATA=1I,
AT = (ATA)_lAT
(v) z = A*b é a solugao de norma ¢5 minima do Problema de Minimos Quadrados Lineares

min ||Az — b2
zeR"

Além disso x pode ser obtido resolvendo um sistema:

r=m<n = z=ATy, com (AAT)y =10

r=m=n = Ax=1»
r=n<m = (ATA)x=ATb

Numero de Condicao de A € R™*"
Se A € R™", entdao A =USVT, com S = diag(o1,...,0,) e

AT =vstuT

Entao

cond(A) = [|A] [ AT |
Resultados:
(i) conda(A) = g—;, sendo infinito se r = ¢(A) < p = min{m, n}.
(i) r =n < m = condy(AT A) = [condy(A)]?
r=m <n = condy(AAT) = [condy(A)]?
(iii) Se A é quadrada e nao singular, entao

cond(4) = |[A]l[|A7]
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28 Resolucgao de Sistemas de Equacgoes Lineares com Matrizes
Rectangulares de Caracteristica Completa

1. Sistema Horizontal

Ar=b, Ac R™", r=c(A)=m<n
(i) Sistema é Possivel e Indeterminado.
(ii) Solugao de Norma Minima de Az = b é tnica e satisfaz

min ||x||2
sujeito a Ax = b

ou seja,

z= ATy, com AATy =1b

Processos
(i) Equagoes Normais:
AATy = b
r = Aly

1. Util em matrizes esparsas e densas, pois AAT € SPD.
2. Dificuldade: conda(AAT) = [cond(A)]?

3. Necessidade de refinamento iterativo.

(ii) Sistema Aumentado:

r = ATy o —1 AT x
AATy = b A 0 Y

1. Util em matrizes esparsas (matriz simétrica indefinida).

o

2. Dificuldade: (m + n) equagdes e incégnitas, o que pode ser um nimero muito
elevado.

(iii) Decomposicao QR:

AT =@ m = A=[RT 0]Q", Qe R™"
e
Az =b< [RT 0]Q"z=0
Seja
y=QTz eR"
Entao

x=Quy e ||z|2 = ||yl
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1

Ae=b _ [R" 0] [%}:b o BT =

||z|l2 minimo Y TR
||ly||2 minimo

Entao obtém-se o seguinte processo:

() AT =Q [ﬂ . Q ER™™, ReR™™
(i) RTy! =b, y' € R®
1

(iii) z=Q {%]

Processo é 1til em matrizes densas, mas nao deve ser usado para matrizes esparsas de

ordens elevadas.
(iv) Equagoes Semi—Normais:
AT =Q [ﬂ = AA" = [R" 0]Q"Q [ﬂ = R'R

Entao obtém-se o seguinte processo para matrizes esparsas:

(i) Fase de Anélise para AAT e determinar P.
(ii) Decomposicio QR de (AT P) sem armazenar Q.
(iii) Solucdo de RTRy = PTb < RTz = PTb, Rj = 2, y = Py.
(iv) Célculo de z = ATy.
)

(v) Refinamento Iterativo (1 ou 2 iteragoes).

2. Sistema Vertical

Ar=b, Ac R™", r=c(Ad)=n<m
(i) Sistema impossivel em geral.
(ii) Solugao dos Minimos Quadrados Lineares é tnica e satisfaz:

min ||Az — b2
zeR™

ou seja,
AT Az = AT
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Processos

(i) Equagoes Normais:
AT Az = ATb

1. Util em matrizes esparsas e densas, pois AT A € SPD.
2. Dificuldade: conda(AT A) = [cond(A)])?

3. Necessidade de refinamento iterativo.

(ii) Sistema Aumentado: Se r = b — Az, entdo

ATr =0
r+Azx = b

e Lo s ]l2]=1o]

1. Util em matrizes esparsas (matriz simétrica indefinida).

ﬂM:ﬂb@{

2. Dificuldade: (m + n) equagbes e incégnitas, o que pode ser um nimero muito
elevado.

(iii) Decomposicao QR: Se A =Q [éﬂ, entao

e ofg | -fo -

ou seja r
HAl, _ b“2 = H R:| T — QTb
_0 2

Se

_ T bt

-]
entao !

. R:L. B b
min e =t { g )
Processo:
(i) A=Q m

b2

(iii) Resolver Rz = b e erro = ||b?[|2

(ii) Calcular Qb = [bl]

Processo é 1til em matrizes densas.
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(iv) Equagoes Semi—Normais:
A=Q m ~ ATA=[RT 0]Q"Q m — RTR

Processo para matrizes esparsas:

(i) Fase de Anélise para AT A e determinar P.

Solucao de RTRx = PTATb « RTy = PTA"h, Rz =y, v = PZ

(iv) Refinamento Iterativo (1 ou 2 iteragoes).

)
(ii) Decomposicao QR de (AP) sem armazenar Q.
(i)

)

29 Meétodos Iterativos

Resolvem sistema Ax = b, com A quadrada n&o singular de ordem n, gerando uma sucessao
de vectores {:L'(k)}ke]N que tende para a solucdo x do sistema.

1. Métodos Iterativos Basicos ou de Particao

A = [a;j] com a; # 0 paratodoi=1,...,n

Particao: A = B — C, com B nao singular.
Entao
Ar=b< Br=b+Cx

Processo:

Dado 2@ ¢ R"

Para k£=0,1,...
Bz = 0z 4
Termine quando:

|Az*+D —p|| < &y

ou

2+ — 2]

max{1, |2+ 1]}

< €9

ou ambos (melhor), com £; e €3 positivos e pequenos.
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Casos Particulares:

Seja A=D—L—U, com

0 0 a2 ... Qip
asy 0 0 aon
D:diag(alla"'aann)yL:_ . . , U=—
Anp1 An2 0 0

Entao:

Método de Jacobi — B = D;
Método de Gauss—Seidel — B =D — L;

Método SOR — B = %(D —wl), 0 <w<2.

Resultados:
(i) Método da Partigao converge para solucao do sistema Az = b se e s6 se
p(B71C) <1
com p(FE) o raio espectral de E.

(i) Se A = B — C é uma Particao P-regular, isto é, se B+ C € PD e A € SPD, entao
método da particao converge para solucao do sistema Ax = b.

(iii) Se A € SPDNH, entdao método da particao converge para solucdo de Az = b, desde que
B contenha a diagonal de A e seja simétrica.

(iv) Se A € SPD N H, método de Jacobi converge para solucao de Az = b.

(v) Se A € SPD, método SOR converge para a solu¢ao de Az = b (em particular método
de Gauss—Seidel converge para solucao de Az = b).

Implementagao:

B deve ser escolhida de modo a ter uma estrutura e esparsidade convenientes para determinar
a sua decomposicdo LU ou LDLT. Para:

Método de Jacobi — B é diagonal
Métodos SOR e Gauss—Seidel — B é triangular inferior

e portanto nao é necessario calcular a decomposicao de B.
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2. Método de Gradientes Conjugados
Caso 1 — A € SPD de ordem n

Um conjunto de vectores p; € R™ é constituido por direcgoes A—conjugadas se
Vizipi Apj =0

Teorema das direcgoes A—conjugadas: Se z° € R", p;, € R" sdo direccdes A-conjugadas
dadas, k =0,1,...,n—1e
= 2" — aypy,

com

entdao z" é solucao do sistema Ax = b.
Contudo erros de arredondamento tornam o processo iterativo.

Determinacao de Direcgoes A—conjugadas:

Processo Recursivo:

po=—rg=b— Az’
Pr+1 = —Tk+1 + ﬁkplw k= 07 17 s
com
Tl = Akt —p
By = p;}FATkH
P Apr

Consequéncias do Processo Recursivo:

(i) pFAprs1 =0, VE=0,1,...
(11) Se Vi = Apk, entao Tkl = Tk — QUL

(iii)

Prrgsr = 0
p;‘grk = —r,{rk Vk=0,1,...
T]Z;Tk_l,_l = 0
o que implica que,
T T
Qg = _Z];“Tk ﬁ = rk+;“rk+l7 Vk = 07 17
k Pk Te Tk
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Algoritmo de Gradientes Conjugados:

Dado zg € R"

To = Awo—b
bPo= —To
Para k=0,1,...
Vo =TT
’Uk:A%k
k
. = T
UL, Pk

Th+1 = Tk + OkPk
Tk+1 = Tk + Qg Vg
Se 041 = ||Tk11]13 < € para. De outro modo
B, = Iret1
Yk
Pkl = —Thkt1 + BrDk

Implementacao do processo requer 5 vectores de ordem n: x, r, p, v, b, e a matriz A
armazenada por linhas ou colunas num esquema de coleccao de vectores.

Resultados:

(i) Algoritmo converge para solucdo unica de Ax = b, independentemente da escolha do
vector inicial zg.

(ii) Se Z é a solugao unica de Az = b, entao

k
condso(A) — 1
uxk—xumz< 2(4) ) o — &

\/condg(A) + 1

com || ||l4 a norma definida por
lylla = vVy" Ay

Consequéncias:

(i) Facil de implementar e muito aconselhado para a resolugao de sistemas com matrizes
SPD de grandes dimensoes esparsas.

(ii) Dificuldade: matrizes mal-condicionadas podem impedir a obtenc¢ao de solugdo com

boa precisao numérica.

Técnica de Precondicionamento
Consiste em encontrar matriz M € SPD e resolver sistema
M YAz =M1

pelo método de Gradientes Conjugados ou outro processo iterativo sem usar explicitamente
M~1. M diz-se matriz de precondicionamento.
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Método de Gradientes Conjugados com Precondicionamento M:

Processo anterior com um vector adicional 7 € R™ que satisfaz:

e célculo de v, B e prr1 a partir das férmulas:

My =1, k=0,1,...

Ve = TLTk
T
Ter1Tk+1
B = _fktl AR
Yk
Pht1 = —Thy1 + Bepr, K =0,1,...

Consequéncias:

(i)

Cada iteragdo do método com Precondicionamento requer a solugao de um sistema de
equacoes lineares com a matriz M, além do esforco computacional do processo sem
precondicionamento.

A matriz M deve ser escolhida de forma a ser SPD e ter uma boa estrutura e esparsidade
para se resolver muito eficientemente um sistema com M.

Precondicionamentos mais usuais:

Diagonal: M = diag(aii,...,ann).

Decomposicao Incompleta: Efectuar decomposicio LDLT de A sem permitir enchi-
mentos e fazer

M = LDLY (# A)
Esse processo é sempre possivel de efectuar se A € SPD N H, mas ndo em geral.

Particao: A = M — N, com M € SPD e esparsa. Se A € SPD N H, entdo qualquer
matriz M que contenha a diagonal de A e seja simétrica é SPD e portanto ha
uma grande liberdade na escolha de M. Notar que a Decomposicao Incompleta e
o Precondicionamento Diagonal sao casos particulares da Particao.

2. A ¢ SPD quadrada ou rectangular de caracteristica completa

Método das Equagoes Normais usando algoritmo iterativo para resolver o sistema A7 Az =

ATb,

Nio é necessario calcular A7 A ou AAT explicitamente, pois é apenas necessario determinar

v=ATAp (ouwv=AATp)

e isso é conseguido através de

(i)
(i)

u=Ap (u= A"p)

v=ATu (v = Au)
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ou seja, através de duas multiplicacbes matriz por vector usando a estrutura de dados de A
(produtos orientados por linhas e por colunas).
A grande desvantagem deste processo é consequéncia de

condy(ATA) = [Condz(A)]2
conda(AAT) = [condy(A))?

Processo tem muitas dificuldades em obter solucao com boa precisao numérica quando A
é mal condicionada e ha por isso a necessidade de encontrar bons precondicionamentos.

Por isso tem sido propostos outros métodos iterativos para a resolucao de sistemas de
equagoes lineares neste caso (alguns destes processos estao implementados em MATLAB — ver
Anexo 3).
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Anexo 1 — Estimador de Hager

1. Estimativa de ||B||; com B € R"™*"

Da definicao de norma ¢; tem-se

B
Bl = max |5zl = max | Bz|;
220 |[zfi Jali=1
€
m m
1By = max > b = |bir| = || Be |
1<j<n 4 .
1=1 i=1

com e" o vector r da base candnica, isto é

D L S
0 sei#r

Consideremos agora a funcao
f:R* — R!
m n
v+ f(@)=|Bzli =) by,
i=1 |j=1

e o conjunto
K={zeR": |z|) <1}

Entao verificam-se as seguintes propriedades:
(P1) K é um conjunto convexo.
(P2) f é uma funcdo convexa em K.

(P3) O méximo de f em K ¢ atingido num ponto fronteiro de K, isto é, num ponto x
satisfazendo ||z||; = 1.

(P4) Para qualquer z € R"™ tal que Bz # 0, f é diferencidvel e o seu gradiente V f(z) é dado

por
Vf(z) =B
onde
n=sgn(z) = [n;], w= Bx
com

o 1 sew; >0
K | se w; <0

(P5) Se ||[Vf(2)]loo < Vf(x)Tz, entdo 2 é Maximo Local de f em K.
(P6) O Méximo Global de f em K ¢ atingido em pelo menos um vector e/ da base canénica.

O Estimador de Hager determina um Méaximo Local da fungdo f em K. De acordo com
as propriedades apresentadas, esse méximo local é um limite inferior de || B||; e serd igual a
||B]|1 se o maximo for global. Além disso tal méximo deve ser procurado entre os vectores da
base canénica e/, j =1,2,...,n.
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Algoritmo de Hager

Passo 0: Determinagao de um Ponto Inicial (Ponto Fronteiro de K):

Passo 1: Calcule z = V f(z):

w = Bz
= sgn(w)
z = BTy

Passo 2: Se [|z]|oo < 277, entdo termine com |jw||; a estimativa de || B|);.

Passo 3: Seja r tal que
I2lloo = l2r] = mas |

Faca = = e" e volte para Passo 1.

Exemplo

Entao ||z|lcc =6 €

NEEE
15
Te=15 1/3| = 0 =5

6| [1/3
Donde 27z < ||z]ls € 0 Passo 3 deve ser efectuado.
Mas

|z3] = max|z| =6 =1 =3

e

S
Il
= O O
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Na segunda iteragao tem-se

1 1 4
w=Bzx=|3|=n= 1| =2=BTn=15
2 1 6
Agora
[2]loc = 6
417 [0
dTr= 1|5 [0| =6
6 1

Entdo [|z]|ee < 272 e o0 algoritmo termina com

3
lwlly = wi=1+3+2=6
=1

Entao a estimativa é igual ao valor da norma ¢; de B.

2. Estimativa do mimero de condi¢ao de A € R™*"

Da definicdo de ntimero de condicao de A, tem-se
condy (A) = [|A]l+ [|[A7H s

A norma /1 de A é fécil de calcular a partir de

n
Al = gjégnz; |aj|
1=

Para estimar ||A~!||;, pode-se usar o algoritmo de Hager com B = A~!. De notar que, se
B = A"! entdo
w=Breow=ATze Aw=1

z=BTne:=A"The AT =y

Portanto cada iteracao do algoritmo necessita da resolucao de dois sistemas com as ma-
trizes A e AT. Se a decomposicdo LU de A é conhecida, isto é, se

PA=LU

entao
ATpT — T[T

pelo que cada iteracao do algoritmo necessita da resolucao de quatro sistemas triangulares.
Apés determinar a estimativa 3 de || A~!||; usando o algoritmo de Hager, entdo a estimativa
do niimero de condicao é dada por

cond(4) = ||A|18
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Anexo 2 — Decomposi¢ao de Valores Singulares (SVD)

1. Decomposicao SVD

Teorema 1 Se A € R™*" entdo existem matrizes ortogonais U € R™*™ e V € R™™ tais
que

A=USvT
com
S = diag(o1,...,0p) € R™", p=min{m,n}
eoy > 02> ...0p > 0. Além disso a caracteristica de A € igual a

. max{i: o; >0}
1 0seo;=0,Vi=1,...,p

Notacao: S = diag(oy,...,0p):

a1
Casol: p=m=n= 5=
L O-m
a1
Caso2: p=m<n=5= 0
Om
o -
Caso 3: p=n<m=5= on
- O -

Demonstracao:

(i) Se A =0 entao
A=1,0I,, r=0

(i) Se A#0, sejam z € R™ e y € R™ tais que

[Az[lz = [[Al2 = max [|Az||
[lz]2=1
y = Ax
| All2

Entao ||z]|2 = ||y|l2 = 1. Seja o1 = ||A||2. Donde
Az = ||All2y = o1y

Como z e y tém normas unitarias, entdo existem matrizes ortogonais U, V (resultado
de Algebra Linear) tais que

U=[y U], V=[z Vo], Uh e R™" Y Ve R
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Portanto
o T
UTAV = [@/T]A[:g Vs |
Us
_ [yt Ayt AV,
Ul Az UT AV,

Mas
T 2
T (Az)” (Ax) [ All5
y'Ar = = = [|All2 = o1
| All2 ([ All2
Ul Ae =Uly=0

Sejam

B = Uf AV, € Rim—Dx(n=1)

w = Vi Ay
Entao .

=1L a7 g1 w o

v ]
Mas

A o1 | | o1 wT o1 | J%—I—wTw
YWw | | o B w | Bw

e

Al %t

Al = [ > L L Ml od 4w = /0% +wTw
27 iz = o1 - a%—l—wTw_ !
w119
Donde
o> ot +wlw=wlvw<0=w=0
Portanto
771 437 o1 0
v 7 8]

Além disso B € R(Mm~=Dx(n—1) gatisfaz
|Bllz < [|Allz = o1

Agora, ou B = 0 e o teorema ¢ verdadeiro com r = 1, ou entao, tal como anteriormente,
existem matrizes ortogonais U € R(m~Dx(m=1) ¢ |/ ¢ R(*=Dx(=1) tais que

~r,5 | o2 0
UBV—[O C’]

com C € R(M=2*("=2) gatisfazendo ||C||2 < || Bz = o2. Se

71 0 1 0
U_U[o ﬁ}’v_v[o f/}
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entao
o1
UT AV = o9
C

com o1 > o9 > ||Cll2. O teorema é entao verdadeiro por indugao sobre o nimero p, ou
seja, existem matrizes ortogonais U € R™*™ e V € R™™" tais que

UTAV = diag(oy, ... ,0p)

ou equivalentemente

A = Udiag(oy,...,0,)VT

d

E importante notar que contrariamente as decomposicoes LU e QQR, este teorema nao

fornece um processo para calcular decomposicdo SVD de uma matriz. Esse algoritmo é bem

mais complexo do que os das outras decomposicoes e nao sera explicado nestes apontamentos.
A titulo de exemplo, seja

0 1
A=
10
Entao tem-se
V2o V2 1 0 V2 Y2
2 2 2 2
A=
V2o V2 0 1 V2 V2
2 2 2 2
Como
V2o V2 V2o V2
2 2 2 2
U — e V =
V2o V2 V22
2 2 2 2
sao matrizes ortogonais, entao
A=USVT (1)

com S = diag(1,1). Notemos que esta decomposigao nao é unica, pois as matrizes

V2 V2 _ V2 V2
2 2 2 2
U: e V:
V2 V2 V2 V2
2 2 2 2

também satisfazem a igualdade (1) com S = diag(1,1).

Os nuimeros reais ¢; sdo denominados Valores Singulares da matriz A e sdo por definigao
nao negativos. Como iremos ver mais adiante, estes nimeros tém relagoes importantes com
os valores préprios das matrizes AT A e AAT, e de A no caso simétrico.
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2. Propriedades dos valores singulares

(i) Como

A = Udiag(oq,. .. ,O'p)VT

entao
AV = Udiag(o1,...,0p)

UT A = diag(oy,...,0p)V7T

Se escrevermos

entao tem-se

ATy = o yi=1,2,...,p=min{m,n} (2)

{ Avt = ot

A semelhanca dos vectores préprios, u* e v* dizem-se vectores singulares a esquerda e a
direita de A associados a o; respectivamente.

(ii) Se

(iii)

A = Udiag(oy,...,0,)VT

com

entao podemos escrever

A= Z oi(u) (v (3)

i=1
Seja x € R tal que ||z||2 = 1. Entao
[Az|2 = [USV 2|} = (USVT2)" (USVTx)
= TvsTuTusvTs

p
= Y (TS y =D oy
1=1

com y = VTz. Mas
lyllz = 1V 2ll2 = [|l2]l2 = 1

e portanto
Vo op < |Az|2 <oy (4)
z: ||z]l2=1
Em particular
[All2 = max [|Az[z = o (5)
lzlla=1
e
min ||Az| = op (6)
llzlla=1
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(iv) Seja A =USVT a decomposicao SVD de A. Se m > n entdo p=n e

ATA = (wsvh)! (wsvT)
= vstutusvt =v (sTs)v?
ou seja,
ATA =V diag(o?,...,02)VT (7)

Por outro lado, se m < n, entao p=m e

AAT = (UsvT) (UsvT)"
= UsvIvsTu =u(sstyv

ou seja
AAT = U diag(o?,...,02)UT (8)

m

Como U e V sao matrizes ortogonais, entao verifica-se o seguinte teorema:

Teorema 2 Seja A € R™*".

2
7
2

2. Se m > n, entdao o; € valor singular de A se e s6 se o; € valor préprio de AT A,

1. Se m < n, entdo o; ¢ valor singular de A se e s6 se o2 € valor préprio de AAT.

3. Matrizes simétricas, decomposigcao espectral e decomposicao SVD

Teorema 3 Se A € R™*"™ ¢ uma matriz simétrica, entdo \; € valor préprio de A se e sé se
|Ai| € valor singular de A.

Demonstraciao: Como A é simétrica, entdo AT A = AAT = A? e o resultado é consequéncia
do teorema anterior. O

Teorema 4 (Decomposicao espectral de A) Se A € R" " é uma matriz simétrica, entdo

A=U diag(\, ..., \p)UT (9)

1

com N, 1 = 1,...,n os valores préprios de A e U = [ U u" ] uma matriz ortogonal

cuja coluna u' € um vector proprio de A associado a ;.

Notar que a decomposicao espectral se pode escrever na forma
= T
A= Z N (u') (u') (10)
i=1

Se a matriz A é SPSD, entdo as decomposicoes SVD e espectral coincidem. Se A néo é

SPSD, entao tem pelo menos um valor proprio negativo e por isso as duas decomposicoes nao
)

podem coincidir. Para verificar a relacao entre as duas decomposigoes, consideremos a matriz

[\SJ[9V)
D=

A= € SPD

D=
N
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Para determinar os valores préprios de A, tem-se

Para construir U = [ u' u? ] temos que encontrar dois vectores u’, i = 1,2 tais que
Aul = \ub, i=1,2
[uflle =1, i=1,2
(ul)Tu2 =0

U U
ul = 2 = 12
U21 U22

entao ui1, uis, U2l € Uz tém que satisfazer as seguintes equacgoes

Se

—Jup +3uy = 0
—Ju1p + gup = 0
ufy +uz = 1

u%Q + u%Q = 1
unui2 + ugruzzg = 0

Este sistema nao tem solucao dnica, mas

Vi V23 V2

- U21 = , W12 = —(—, U22 = ———

= 2 2 2

satisfazem as equagoes. Entao

V2 V2
2 2
U= :[ul u2]
V2 V2
2 2
e
V2 V2 2 0 V2 V2
2 2 2 2
A=
V2 V2 0 1 V2 V2
2 2 2 2



ou seja
A=2() (@) + () ()"

¢é a decomposicao espectral de A, que também é a decomposicao SVD de A, com U = V.
Consideremos agora a matriz indefinida

0 1
A=
10
Entdo A\ =1 e Ay = —1 s@o os valores préoprios de A e a decomposicao espectral de A é

V2 V2 1 0 V2 V2

2 2 2 2
A=
V2o V2 0 -1 V2o V2
2 2 2 2
Como A\ = —1, entao esta decomposicao nao é SVD. Para a calcular, notemos que os valores

singulares de A séo
O'i:‘)\i‘, 1=1,2=01=00=1

A decomposicao SVD tem a forma

V2o V2 1 0 V2 V2

2 2 2 2
A=

V2 V2 0 1 _V2 V2

2 2 2 2

Notar que U # V nessa decomposicao.

4. Pseudoinversa de uma matriz

Seja A € R™*™ uma matriz de caracteristica r < p = min{m,n}. Entao

A=UsvVT
com U € R™™ V e R"™", S = diag(o1,...,0,) € 01 > ... > 0, > 0. A Pseudoinversa de
A é a matriz AT € R™ "™ definida por
AT =vstuT (11)
com ST = diag(p1, ..., up) € R e
L =1,...,r

Hi =
0, i=r+1,...,p

Da definicao facilmente se conclui que

AtA = vstutusvt =v (sts)v?
= V diag(eq,... ,ep)VT
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AAY = UsvTvstuT =u (sst)u”
= U diag(el,...,ep)UT

com

1 ose i=1,...r
“TV0 se i=r+1,...,p

Entao ha trés casos a considerar que sao discutidos a seguir.

Caso 1- r = m = n. Entao

diag(eq,...,ep) =1Ip

AAT = AT A = 1,
Portanto AT = A~1.

Caso 2- r = m < n. Entéao

AAY =1,

Além disso )
At = AT (4AT)”

Para demonstrar esta igualdade, tem-se

AAT = (UsvT) (usvT)"
= Usv'vsTur =ussTuT

_ o1
01 :
- U 0
- o _ 0
" o2
= U U’
I O
Como U é ortogonal,
=
-1 !
(AAT) " =U ur
1
o2

m
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1
-1 T J%
AT (44T = (Usvh)'U U’
e
o1 1
0.2
1
=V o Ut
1
o
- 0 -
— l —
g1
=V oo | uT=at
L 0 i
Caso 3- r =n < m. Entao AT A = I,, e além disso
At = (ATA) AT (13)

A demonstragao desta iltima igualdade é semelhante & usada para estabelecer (12) e é
por isso omitida.

5. Resolucgao de sistemas usando a decomposicao SVD
Seja A € R™*™ e consideremos o sistema de equagoes lineares
Ax=b

com b € R™ um vector dado. A existéncia e unicidade de solugado desse sistema depende da
caracteristica da matriz A e dos seus nimeros de linhas e de colunas. E no entanto possivel
estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 5 Se AT é a pseudoinversa de A, entdo x = A'b € a solucdo de norma o minima
do problema
min ||Az — b2 (14)
zeR™

Demonstragao: Seja A = USV”T a decomposicio SVD de A, com S = diag(oy, ... ,0p) €
p = min{m,n}. Entao

|Az = bl = [[USVTz — bl
= |USVTz-UTb)|>
= Sy —U"b||»

com y = V2. Notar que ||yl = ||V' |2 = ||z||2 e portanto
min  ||Az —bllz <  min  ||Sy — b2
zeRM yeRM

”"EHQ minima ||y||2 minima
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com b = UTh. Esse minimo é atingido a partir de

O'iyizgi, izl,...,r
=0, t=r+1,...,p

com r a caracteristica de A. Entao

b
yi:—Z‘, 1=1,...,r
(2

yi=0, t=r+1,...,p

Q

e portanto
y=STb=S5TU"b
Mas
Yy = Vig == Vy
e portanto
z=VSTUTh=A"b
o que demonstra o teorema. ]

Casos Particulares:
(i) Ser =m =n entdo AT = A~! e a solucdo de x = A~'b é a tinica solugdo éptima de

min ||Az — b2
zeR™

e o valor éptimo ¢é nulo.

(ii) Ser =m < n, entdo AT = AT(AAT)" L ez = AT(AAT)~1b é a solucio 6ptima de norma
{5 minima de
min ||Az — bl|o
zeR™
e o valor 6ptimo é nulo. Portanto, 2 = AT(AAT)~'b é a solucdo éptima tinica de
min ||z||2
sujeitoa Axr =10

(iii) Ser =n < m, entdo At = (ATA)"1AT e x = (AT A)~1ATh é a solugdo Sptima tinica de

min ||Az — b2
zeR"

que em geral tem valor éptimo positivo (o sistema Az = b é em geral inconsistente).

Podemos assim concluir que se a caracteristica da matriz A € R™*™ é completa, isto é,
se r = min{m,n}, entdo a solugdo éptima x de norma ¢ minima do Problema de Minimos
Quadrados Lineares

min ||Az — b2
zeR"™

¢é Unica e obtém-se resolvendo um sistema de equacoOes lineares, podendo acontecer um dos
seguintes casos:
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(i) r=m=n= Az = b;
(ii) r=m <n= 2= ATy, com (AAT)y = b;
(iii) r=n <m = (AT A)z = ATb.

Sugerimos o Capitulo 10 para a descricao dos processos para a resolucdao do Problema
de Minimos Quadrados Lineares e da Norma Minima de Sistemas de EquagOes Lineares
Rectangulares.

6. Nimero de condigao de uma matriz e decomposicao SVD

Seja A € R™*™ e
A=USvT

a sua decomposi¢ao SVD, com U € R™*™, V' € R™*" matrizes ortogonais, S = diag(o1,...,0p)
e oy >...> 0, > 0. Definimos Nimero de Condigao de A a partir de

cond(A) = [|A]| [|A7]| (15)

com AT =V STUT a pseudoinversa de A.
Se usarmos a norma £, entao a decomposicao SVD permite calcular o nimero de condi¢ao

condz(A) = | All2 |AT|2
o1
= [ISll2 STl = =
Op

sendo infinito se a caracteristica de A for menor do que p = min{m,n}. Notemos que se A é
uma matriz quadrada néo singular, entdo AT = A=l e

cond(A) = [|A|| [|A7] (16)

corresponde a definicao usual de numero de condigao introduzida no Capitulo 2. Tendo em
conta o Teorema 5, é facil de concluir que, & semelhanca dos sistemas de equagGes lineares com
matrizes quadradas, o nimero de condic¢ao definido por (15) tem uma grande importancia em
relagao a precisao numérica da solugao de norma minima do problema de minimos quadrados
(14). Assim matrizes mal condicionadas podem conduzir a solugdes de mé precisao numérica,
enquanto que a precisao da solucao é boa quando o nimero de condigdao é pequeno. Além
disso, pequenas mudangas nos dados do problema de minimos quadrados (14) podem provocar
grandes alteracoes na solucao do problema em matrizes mal condicionadas, mas isso nao
acontece se a matriz for bem condicionada.

Para terminar esta sec¢do, iremos demonstrar um resultado que relaciona o numero de
condi¢ao de uma matriz A € R"™*" de caracteristica completa r» = min{m, n} com os niimeros
de condicdo na norma f5 das matrizes AAT e AT A.

Teorema 6 Seja r a caracteristica de A € R™*"™. Entao
(i) r =n < m = condy(ATA) = [condy(A)]?;
(ii) 7 =m < n = condy(AAT) = [condy(A))*.
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Demonstragao: Os resultados sao consequéncias do Teorema 2, pois tem-se

2 T
(i) r=n<m= [comdg(A)]2 - % = condg(ATA);

A
2 Amax(AAT
(ii) r =m < n = [condy(A4)]* = % = ﬁ — condy(AAT).
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Anexo 3 — Algebra Linear Numérica em MATLAB

Decomposicao LU:

e Matrizes densas com escolha parcial de pivot.
e Matrizes esparsas com escolha—limite de pivot e critério de Markowitz
Decomposicoes LDL” e de Cholesky:
e Decomposicao LDL" disponivel na toolbox de Processamento Digital de Sinal do
MATLAB.
e Decomposicao de Cholesky para matrizes SPD densas e esparsas; se a matriz nao
for simétrica positiva definida termina com uma mensagem de erro.
Decomposicao QR:
e Matrizes densas: fornece as matrizes ) (produto explicito das matrizes de Hou-
seholder) e R;
e Matrizes esparsas: fornece apenas a matriz R (isso permite ao utilizador imple-
mentar o método das equagdes semi—normais).
Decomposicao SVD:
e Matrizes densas: fornece as matrizes U, S e V e em particular os valores singulares
da matriz.
e Matrizes esparsas: Apenas alguns valores e vectores singulares sdo calculados.

e Determinagao da pseudoinversa.
Minimos Quadrados Lineares:

e Método das equacgOes normais para matrizes densas e esparsas.

e Resolugao com a decomposi¢do QR para matrizes densas (a implementar pelo
utilizador).

e Método das equagdes semi—normais para matrizes esparsas (a implementar pelo
utilizador) .

e Utilizador pode implementar o processo de resolucao do problema da Norma Minima
de um sistema indeterminado usando as equacoes normais, a decomposicao QR ou
as equagoes semi—normais.

Nuimero de condigao:

e Matrizes densas: quociente entre o maior e o menor valores singulares da matriz.

e Estimador do nimero de condicao para matrizes densas e esparsas.
Métodos iterativos para sistemas de equagoes lineares:

e Método dos Gradientes Conjugados com ou sem Precondicionamento.

e Precondicionamentos diagonal, decomposicao LU ou Cholesky incompletas, ou ou-
tros dados pelo utilizador.
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e Outros métodos estacionarios: BICG, BICGSTAB, CGS, GMRES, MINRES, QMR
e SYMMLQ.

Valores e Vectores Proprios:

e Matrizes densas: conjunto completo.

e Matrizes esparsas: apenas alguns valores e vectores proprios sao calculados.
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