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Introducao

Os sistemas de equacoes lineares surgem em praticamente todas as areas da matematica aplicada.
O grande desenvolvimento dos meios de cédlculo automéatico a que se tem assistido ultimamente
tem possibilitado resolver sistemas com cada vez maior ntimero de variaveis e de equacoes. Este
livro apresenta as técnicas mais conhecidas para a resolucao destes problemas e debruga-se sobre
as questoes tedricas e praticas que lhes estao subjacentes.

Este trabalho é também uma compilacao das aulas por nés leccionadas na disciplina de Algebra
Linear Numérica do terceiro ano da Licenciatura em Matemaética do Departamento de Matemaética
da Universidade de Coimbra. Nesse sentido procuramos apresentar as varias técnicas para a re-
solucao de sistemas de equacgoes lineares de um modo detalhado para que nao surjam quaisquer
dividas sobre o seu funcionamento. Além disso tivémos especial cuidado em apresentar as imple-
mentagoes desses processos para o caso de sistemas com grande nimero de varidveis e equagoes.
A escolha de uma técnica para a resolucido de um dado sistema depende da ordem, esparsidade,
estrutura e classe da sua matriz. A importancia de todos esses aspectos é devidamente realgada
neste livro, sendo apresentadas em muitos casos conclusoes seguras sobre o algoritmo a escolher
para a resolucao do sistema em causa. Dado o caracter didédctico deste livro resolvemos omitir
alguns resultados e demonstragoes mais técnicas. Além disso muitos processos importantes para
a resolugao de sistemas foram simplesmente omitidos, por total indisponibilidade de tempo. No
entanto esses assuntos sao discutidos em alguns dos livros mencionados na Bibliografia.

Apesar de termos alguma preocupacdo em apresentar os assuntos de um modo um pouco
diferente do habitual, aproveitdmos sempre que possivel ideias, resultados e demonstragoes de
outros autores. Isso aconteceu nomeadamente nos exemplos que constituem o primeiro capitulo
do livro, que permitem verificar a importancia da ordem, esparsidade e estrutura da matriz na
resolugao do sistema.

Nos capitulos 2 e 3 sao discutidos alguns conceitos de algebra linear que estao normalmente
associados a resolucéo de sistemas de equacoOes lineares. Assim, sdo apresentadas as defini¢bes
e propriedades de normas vectoriais e matriciais, nimero de condigdo, complemento de Schur e
algumas classes de matrizes.

O capitulo 4 é dedicado aos chamados métodos directos para sistemas de equagoes lineares.
Esses processos procuram obter a solucao exacta do sistema usando decomposicoes da sua matriz
em matrizes triangulares ou diagonais. As decomposicoes LU e LDU sao discutidas com bastante
detalhe tanto do ponto de vista tedrico como pratico e computacional, sendo dado especial énfase
as varias formas de as obter, tanto no caso ndo simétrico como simétrico. A estabilidade dessas
decomposigoes é estudada com bastante cuidado, sendo discutidas a técnica de escolha parcial de
pivot e as classes de matrizes com pivots diagonais estaveis. Ainda relacionados com a precisao
da solucgao do sistema, sdo descritos os processos de escalonamento, de refinamento iterativo e as
estimativas do nimero de condigao de uma matriz. Finalmente os problemas de determinagao da
matriz inversa e do cédlculo do determinante de uma matriz sdo abordados na tltima secgao deste
capitulo.

Os capitulos 5 e 7 debrugam-se sobre o uso de métodos directos na resolugao de sistemas de
equagoes lineares com matrizes esparsas. Assim, as matrizes com estrutura de banda e bloco
sdo discutidas no capitulo 5, sendo as matrizes sem estrutura especial tratadas no capitulo 7. A
implementacao dos métodos directos para esse tipo de matrizes estd intimamente relacionada com
as estruturas de dados que as armazenam. Esse assunto é discutido no capitulo 6, conjuntamente



com as operagoes matriciais e vectoriais com matrizes esparsas assim armazenadas.

Contrariamente aos métodos directos, os algoritmos iterativos para sistemas de equagoes line-
ares geram uma sucessao de vectores cujo limite ou ponto de acumulagao é uma sua solugao. No
capitulo 8 sao discutidos alguns dos principais métodos iterativos, nomeadamente os algoritmos
bésicos (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e partigdo) e o método dos gradientes conjugados. A con-
vergéncia desses processos e a chamada técnica de precondicionamento sao ainda analisadas com
bastante detalhe neste capitulo.

Dadas as suas excelentes propriedades numéricas, as matrizes ortogonais tém merecido um
estudo atento dos investigadores e utilizadores de dlgebra linear numérica. A definicdo e algumas
propriedades dessas matrizes sao apresentadas no capitulo 9, conjuntamente com o processo de
decomposicao QR usando matrizes de Householder e de Givens. O uso dessa decomposi¢ao na
resolugao de sistemas lineares é ainda analisado nesse capitulo.

O capitulo 10 debruga-se sobre a resolucao de sistemas de equagoes lineares com matrizes
rectangulares de caracteristica completa. Distinguimos sistemas horizontais e verticais, depen-
dendo do nimero de equagoes ser inferior ou superior ao numero de varidveis respectivamente. As
varias técnicas para a resolucao deste tipo de sistema sao discutidas neste capitulo, sendo dadas
indicagoes seguras sobre as suas vantagens ou desvantagens.

Em cada um dos capitulos houve sempre a preocupagao de apresentar alguns exercicios, que
certamente ajudarao o aluno a consolidar os seus conhecimentos dos varios assuntos tratados
neste livro. Como conclusio final pensamos ter conseguido elaborar um livro que se torne um
bom auxiliar de um Professor da disciplina de Algebra Linear Numérica. O rigor, a clareza e o
detalhe da exposicao permitirao certamente a esse Professor tratar alguns assuntos de um modo
sumario e assim abordar todos os topicos subjacentes a resolucao de sistemas de equagoes lineares.
Essa foi a nossa grande intengao ao escrever este trabalho.

Os Autores



Notacao

letras mintsculas - ntmeros reais ou complexos, vectores e fungoes.
letras maitsculas - conjuntos e matrizes.

|z| - mdédulo do nimero z.

|K| - numero de elementos do conjunto K.

€y - precisao da maquina.

[| ]| - norma vectorial ou matricial.

x (2T) - vector coluna (linha).

), 2, - valor do vector  na iteraco k.

A; - linha i de A.

A - coluna j de A.

xy - subvector de x constituido pelas componentes de indices ¢ € J.
Ajk - submatriz de A correspondente as linhas i € J e colunas j € K.
P;; - matriz de permutacao.

(AJAys) - complemento de Schur de A;; em A.

AT - transposta de A.

A~1 - inversa de A.

¢(A) - caracteristica de A.

det(A) - determinante de A.

p(A) - raio espectral de A.

Amax(A4) (Amin(A4)) - valor préprio de A de maior (menor) valor absoluto.
BAND(A) - banda de A.

B(A) (a(A)) - comprimento de banda (superior) de A.

ENV(A) - invélucro de A.

DIAG(A), diag(A) - diagonal de A.

FILL(A) - conjunto dos enchimentos de A.

cond(A) - numero de condigao de A.



ga - factor de crescimento de A.
M(A) - matriz companheira de A.

|A| (AP) - matriz cujos elementos s@o os valores absolutos (poténcias de expoente p) dos elemen-
tos de A.

diag(vy,...,v,) - matriz diagonal de elementos diagonais vy, ..., vy,.

L (U) - matriz triangular inferior (superior).

D - matriz diagonal.

Q@ (R) - matriz ortogonal (triangular superior).

DD (RDD, CDD) - matriz diagonalmente dominante (por linhas, por colunas).

SDD (SRDD, SCDD) - matriz diagonalmente dominante estrita (por linhas, por colunas).
P, Py, Z, K, S, H - classes de matrizes.

T4 - matriz da classe T com elementos diagonais positivos.

PD (PSD, ND, NSD, IND) - matriz positiva definida (positiva semi-definida, negativa definida,
negativa semi-definida, indefinida).

SPD (SPSD, SND, SNSD, SIND) - matriz simétrica PD (PSD, ND, NSD, IND).



Capitulo 1

Exemplos de Sistemas de
Equacoes Lineares

Neste capitulo iremos apresentar trés exemplos de sistemas de equagoes lineares que aparecem
em trés aplicagoes importantes da matematica, fisica e engenharia. Nos dois primeiros exemplos
tivémos a preocupacao de discutir dois casos em que as matrizes dos sistemas sao quadradas de
ordens elevadas e muito esparsas, isto é, contém um elevado ntimero de elementos nulos. Como
iremos verificar em capitulos posteriores, a resolucdo de sistemas com matrizes esparsas serd o
assunto fundamental deste trabalho. Finalmente, o 1iltimo caso mostra a importancia da resolugao
de sistemas de equagoes lineares com matrizes rectangulares.

Resolucao numérica da Equacgao de Laplace

Nesta seccao iremos estudar a resolugao de uma equagao de derivadas parciais elipticas com
condicoes de fronteira, isto é, uma equagao da forma

0% 0%
@(m’y)+8—y?(m’y):0 (1.1)

com u(z,y) uma fungio definida num conjunto Q C IR? com fronteira I' satisfazendo
u(z,y) = g(z,y) para todo o (z,y) € T

Esta equacao, habitualmente designada Equacao de Laplace, apresenta grandes aplicagoes em
alguns problemas de Fisica-Matematica, tais como a determinagao da distribuicao de temperatura
numa superficie ) conhecida a temperatura na sua fronteira I.

E possivel provar que esta equagao tem uma e uma s6 solugao, desde que a fungao satisfaga
determinadas condigées [Burden et al., cap. 11]. No entanto, essa solucao é em geral dificil de
encontrar, mesmo nos casos em que a regiao €2 tem uma forma relativamente simples, como um
tridngulo ou uma circunferéncia. Para isso é necessario desenvolver um método numérico que
permita obter uma aproximagao da solugdo. Seguidamente apresentaremos uma estratégia para o
caso em que a regiao ) é um rectangulo.

Consideremos entao os intervalos [a, b], [¢,d] C IR e o rectdngulo

0 =la,b] x [e,d]

de fronteira I' onde pretendemos resolver o problema. Sejam D = (a,c), E = (b,c¢), F = (b,d) e
G = (a,d) os vértices do rectangulo.

A técnica que iremos apresentar consiste na obtencao de valores aproximados da solugao do
problema em pontos convenientemente escolhidos, formando uma rede em 2. Com o objectivo de
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Figura 1.1: A rede onde vai ser resolvida a equagao de Laplace

construir essa rede, consideremos n + 1 pontos
a=rg <11 <2< ...<xTp=">
de [a, b] que dividem o intervalos em n subintervalos de igual amplitude e m + 1 pontos
C=EY <N <yYy21<...<yn=d
que dividem [c, d] em m intervalos com a mesma amplitude. Consideremos os conjuntos
Rpy1={x;: zi=a+ih, i=0,...,n}

comh=(b—a)/ne
Rm+1 = {yj Yy :C+jk7 ]:077m}
com k = (d —¢)/m. A rede em quest@o serd entdo o conjunto R,41m+1 = Rpt1 X Rmt1, cuja
representagao aparece na figura 1.1.
Para resolver o problema iremos usar o método das diferencas finitas. Esse processo consiste
em encontrar uma solugdo discreta u = (u;;) i=1....» da equacio de Laplace definida de modo que

j=1,....m
Ui5 = u(xiayj)7 para (mlay]) € Rn+1,m+1-
Para cada ponto da rede tem-se
0%u o%u
@(xivyj)'i‘a—yg(xiayj):o (1.2)

E possivel aproximar as derivadas parciais de segunda ordem por diferencas divididas de se-



gunda ordem [Burden et al., cap. 11]. Assim, tem-se

82u Uit1 '—2’U,"+U‘_1_‘
w(ﬂﬁi, y) = h;j —
(1.3)
0%u Uj j+1 — 2’U,ij + U -1
a—yQ(J?za yj) = L2
Substituindo em (1.2) obtemos
Uitl,j — 2“;‘;‘ i1y | Wi~ 21{3;‘ T U1 (1.4)
h k
comi=1,....,.n—1ej=1,...,m—1. As igualdades (1.4) correspondem a um sistema linear

com (n—1)(m—1) equagdes e (n—1)(m—1) incégnitas. Note-se que ug;, Un;, Uio € Uin, s80 dados
pelas condicoes de fronteira. Resolvido este sistema linear, obtemos os valores u;; que constituem
a solucao da equagao de Laplace associada a rede construida.

Para resolver o sistema (1.4), é conveniente considerar uma numeragao eficiente para os pontos
(xi,y;). Nesse sentido vamos considerar a seguinte correspondéncia

Uij = U(a?i, yj) = Pty

com
t=i+(m—-1—5n—-1), i=1,....m—-1, j=1,....n—1

Esta ordenac@o consiste em considerar os pontos (z;,y;) ordenados da esquerda para a direita e
de cima para baixo. Usando esta ordenagao, o sistema (1.4) tem a forma

B I 0 ... 0 0 o0o717[ » 7 [ b0 7
-I B -1 ... 0 0 0 p b2
0 -I B ... 0 0 0 p®) b3
0O 0 0 ... B —-I 0 p(n=3) b(n=3)

o 0 0 ... -I B -I (=2 p(n—2)

0 0 0 ... 0 —I B ||pen | | pe-D |

onde p@ € R™™1, b e R™ ! e B e R™Y*(m=1 ¢ 4 matriz definida por

a —0 0 ... 0 0
-0 o -0 ... 0 0
0o -0 a ... 0 0
B =
0 0 0 ... a —0
L0 0 0 ... -6 a

com 0 = h?/k* e a = 2(6 + 1), I é a matriz identidade de ordem (m — 1) e o vector de termos
independentes b = [b™) b2 ... b(»=D]T & dado por

up1 + eulm, Unl + Hun—l,O
Uo2 Un?2
Uo3 Un3
1) _ n—1) _
pH) — , b =
UQ,m—2 Unp,m—2
L Uo,m—1 + Qulm i L Un,m—1 + gunfl,m i




Figura 1.2: Exemplo de um circuito eléctrico
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Como no método das diferencas finitas apenas se obtém uma aproximagao discreta da solugao
da equacao de Laplace, é evidente que quanto maiores forem m e n, melhor se aproximara a solugao
calculada da solugéo exacta. Assim, obteremos sistemas de grandes dimenSoes, cujas matrizes sao
simétricas e muito esparsas, isto é, terao um elevado niimero de elementos nulos.

Determinacao de diferencas de potencial e intensidades de
corrente num circuito eléctrico

Consideremos os nés A, B, C' e D e suponhamos que entre eles estabelecemos o circuito represen-
tado na figura 1.2, conhecido como ponte de Julie. O nosso objectivo vai ser a determinagao da
diferenca de potencial (voltagem) Vxy e a intensidade de corrente Ixy em cada uma das ligagoes
do circuito. Sao conhecidos os valores das resisténcias de cada uma das ligagoes (representadas
por Rxy), assim como a voltagem V da fonte de alimentacao colocada entre E e A.

Vamos comegar por nos debrucar sobre as voltagens. Nesse sentido, iremos usar a lei da
diferenc¢a de potencial de Kirchhoff, que afirma que a soma algébrica das voltagens de um sistema
fechado em equilibrio é igual a zero. Se por exemplo aplicarmos a lei ao circuito ABFE, temos

Vap+VBe +VEa =0 (1.5)



Deste modo, se tivermos em conta que Vxy = —Vy x, obtemos

Circuito ABE : Vap +Vee + VEa =
Circuito ADCB: Vap —Vep —Vpe —Vap =
Circuito BCE : Vee +Ver — VBE
Circuito CDE : Vep +Voe — Ver =

(1.6)

O O OO

Iremos apenas considerar os quatro circuitos mencionados, porque a aplicacao da lei da dife-
renca de potencial de Kirchhoff para os restantes circuitos corresponde a adicionar algumas das
equagoes de (1.6), obtendo-se equagdes redundantes que nao precisam de ser consideradas.

Além disso, a lei da intensidade de corrente de Kirchhoff diz que a soma das intensidades de
todas as correntes que passam por um determinado né tem de ser igual a zero. Para o circuito da
figura 1.2, e atendendo a que Ixy = —Iy x, temos entao

N6 A: Iap+Iap—IEga =
N6 B: —Iap+Ipc+IBE
N6 C: —Ipc+Icp+Ick
N6 D : _IAD_ICD+IDE =

I
co oo

(1.7)

De notar que, se somarmos as quatro equagoes de (1.7), obtemos a equagdo correspondente a
aplicagao da lei da intensidade de corrente de Kirchhoff ao né E. Por isso nao é necessério
considerar essa equagao.

Finalmente, podemos obter uma relagao entre as diferencas de potencial Vxy e as correspon-
dentes intensidades de corrente Ixy, que é conhecida por lei de Ohm e traduzida por

Vxy = RxvIxy (1.8)

A ligacdo F'A é a tnica que nao obedece & igualdade (1.8), em virtude de lhe ter sido aplicada
uma fonte de alimentagao de voltagem V. Aplicando a lei de Ohm a essa ligagéo, temos

Vea+V =Rgalpa

ou seja,
Vea = Rgalpa =V (1.9)

Podemos agora combinar (1.6), (1.7), (1.8) e (1.9) no seguinte sistema de equagoes

Az =b (1.10)

com




Vas
Vap
Vse
Vep
VBE
Ver
VbE
VEa
Inp
Iap
Igc
Icp
IpE
Icke
Ipg
Iga

(1.11)

OO DD DO DD DO ODODDODDODO OO OO

|
<

Da descricao deste modelo nota-se que um circuito com cinco nés dé lugar a um sistema com
dezasseis equagdes lineares. Além disso, a matriz do sistema é nao simétrica e muito esparsa, isto
é, contém um elevado ntimero de elementos nulos. E fécil de concluir que a medida que aumenta o
ntmero de nés da rede se vao obtendo sistemas de equacoes lineares com dimensoes muito elevadas
e com matrizes ainda mais esparsas que a apresentada neste exemplo.

Aproximacao de funcoes por polinémios

Suponhamos que pretendemos construir um polinémio P(z) de grau n que aproxime uma funcao
f:R!' = R em m pontos (z;,y;), i = 1,...,m, isto é, que verifica

P(x;) = f(zi),i=1,...,m (1.12)

Como
P(z) =ap+ a1z + asz® + ...+ apa”

entdo as equagoes (1.12) podem ser escritas na forma

a0+x1a1+x%a2+...+$?an = f(xl)
ap + a1 + r3a2 + ...+ 2%a, = f(x2)
(1.13)
ag + xrmar + xfn,az +...+ xfn,an = f(xm)
A resolugdo deste sistema (1.13) permite obter os coeficientes a;, i = 0,...,n do polinémio.

E de notar que, ao contrario dos exemplos anteriores, a matriz deste sistema nao é quadrada se
m #n+1. Se m > n+ 1, entdo as igualdades (1.12) s6 se podem resolver aproximadamente,
pelo que o polinémio ndo passa necessariamente pelos pontos (x;, f(z;)). A titulo de exemplo
consideremos uma funcao f definida em quatro pontos do modo seguinte




e suponhamos que pretendemos determinar o polinémio P (x) = ag+ a1z de grau 1 que aproxima
a func@o nesses pontos. Entao o sistema (1.13) tem a forma

ao + 2aq
ag + 4aq
ao + 6a;
ao + 8ay

2

11
28
40

(1.14)

e portanto tem quatro equacoes e duas incognitas. E facil de ver a caracteristica da matriz do
sistema é igual ao numero de incégnitas pelo que o sistema tem solucao unica. Essa solugao é

25 131
dada por ag = Y eay = 20 e pode ser determinada por um dos processos a discutir neste
curso. Donde o polinémio é
25 131
Plz)=——+ —
(@) ==+ 357

A figura 1.3 representa a recta y = P(z) que aproxima a fungao nos pontos dados.

50

40

30

20

10

-10

Figura 1.3: Representagao dos pontos (x;,y;) e da recta y = P(x)



Capitulo 2

Alguns Conceitos de Algebra
Linear Numeérica

Neste capitulo apresentamos algumas nocoes que sdo fundamentais para o desenvolvimento dos
outros capitulos. Assim, comegamos por rever os conceitos de precisao numérica e de erros de
arredondamento, abordando os problemas da representagao em virgula flutuante e da analise do
comportamento de algoritmos. Seguidamente recordamos algumas nocoes de algebra linear, nome-
adamente as de normas de vectores e de matrizes e de raio espectral de uma matriz. Finalmente
introduzimos o conceito de niimero de condicdo de uma matriz, que tem um papel fundamental
na precisao numérica da solucao de um sistema de equagoes lineares.

2.1 Precisao numérica e erros de arredondamento

As potencialidades finitas de um computador a nivel de meméria e de capacidade de processamento
s6 permitem que se trabalhe com um subconjunto dos niimeros reais, constituido pelos Algarismos
de Virgula Flutuante. O sistema F de algarismos de virgula flutuante é caracterizado por trés
nimeros reais, que sao a Base 3, o Expoente e a Mantissa. Assim, todo o elemento f de F' se
pode escrever na forma

f==4.dids...dp x 3

com 0 < d; < B,dy # 0. A .didy...d; déd—se o nome de mantissa, a ¢ chama—se expoente e t
corresponde a Precisdo do sistema. O expoente ¢ estd compreendido entre dois niimeros inteiros
Lel. Se0+# f e F, entao

m<|fl<M

comm = 3"1eM=p41-p3""). A precisio t e a base 3 estdo dependentes do computador
usado. Assim, por exemplo, num CDC Cyber 830 a base é 2 e a precisao é 48. Como 248 ~ 10144,
entao podemos armazenar um numero real com 14 algarismos com precisao total. Por outro lado,
num IBM AT baseado no processador Intel 80286 com co—processador aritmético 80287 tem—se
B =16 et =6 (t = 14 em precisao dupla). Portanto podemos armazenar um nimero real com 7
digitos (16 em precisdo dupla) sem qualquer erro. Os valores de £ e U também variam de maquina
para maquina. Assim, no computador IBM acima referido, tem—se £ = —64 e U = 63, ao passo
que no CDC Cyber 830 se tem £ = —976 e U = 1070. Portanto no IBM os reais variam entre
10777 e 1075, enquanto que no CDC se podem considerar niimeros entre 10729 e 10322
A cada nimero real x podemos associar o nimero de virgula flutuante fI(z) definido por

o elemento ¢ € F' mais proximo de x se aritmética
de arredondamento é usada
fa) =
o elemento ¢ € F mais préximo de z e tal que
le] < |x| se aritmética de corte é usada.



A escolha entre o uso de aritmética de arredondamento ou de corte varia de computador para
computador. Da definigao apresentada tem—se que

fllx)=xz(1+¢€), le| <em (2.1)
A quantidade €);, conhecida como Precisdo da maquina , define—se por

%614 se aritmética de arredondamento é usada
EM = _ . e ,
Bt se aritmética de corte é usada

isto é, é o zero para o computador. De (2.1) conclui-se que qualquer nimero real x satisfaz

i) =2l (2.2)
lzf 7 '

ou seja, o erro absoluto entre x e fI(x) é inferior ou igual a e5;. Como €j7 representa o zero para o
computador, entdo o nimero x é representado no computador por fl(x). Fazendo z = 1 em (2.2)
obtém-se

fl(1) <1+ epm.

Portanto e); pode ser determinado calculando o menor valor 7 tal que 1+7 = 1 para o computador.
Deste modo, partindo de 7 = % e dividindo sucessivamente 7 por 2 (isto ¢, fazendo sucessivamente
7 =17/2), obtém—se e); quando o computador ndo encontrar qualquer diferenga entre 1+ 7 e 1.

A armazenagem de nimeros reais usando aritmética finita de virgula flutuante implica que s6
se pode esperar uma precisao em qualquer tipo de operagao quanto muito tao boa como a precisao
do computador. Portanto as operagoes aritméticas conduzem a erros na precisao do resultado,
que se chamam Erros de Arredondamento.

Neste trabalho iremos abordar a resolugao de problemas por meio de algoritmos, isto é, de
processos sequenciais que conduzem a solucao do problema em questdo. Como estamos limitados
a precisao finita proporcionada pelo computador, os sucessivos erros de arredondamento cometidos
vao—se propagando e a solugao obtida pelo algoritmo podera em muitas circunstancias ser muito
diferente da solugao real. Neste caso o algoritmo em questao nao poderd ser considerado bom para
a resolucao do problema. Esta apreciacdo é contudo dificil na préatica, uma vez que nao temos
em geral meios para avaliar a diferenca entre as duas solucoes. Existem no entanto dois tipos de
andlise que nos podem dar uma ideia do seu comportamento, conhecidas por Analises Backward
e Forward em lingua inglesa.

Na Anaélise Backward procura—se encontrar uma relagdo da forma

lls —5l[ <o

em que s é a solugdo exacta, § a solugao calculada pelo algoritmo e || - || representa uma razodvel
medida para a diferenca. Se § é pequeno (grande), entdo o algoritmo é bom (mau). Além da
dificuldade de implementar esta andlise na pratica, ela pode conduzir a conclusoes erréneas. Com
efeito, é extremamente dificil encontrar algoritmos para os quais ¢ seja pequeno, pois existem
problemas, ditos Mal Condicionados, para os quais pequenas modificagoes nos dados conduzem a
grandes alteragoes na solucao. Esta propriedade é dependente do problema concreto que esta a
ser resolvido, e nada tem que ver com o algoritmo.

A Analise Forward considera a solucdo encontrada como a solucao exacta de um problema
perturbado P do problema P que se pretende resolver. Neste tipo de andlise procura—se determinar
um valor A tal que

IP—Pll<A (2.3)

Um algoritmo diz—se Estével (Instdvel) se for possivel (impossivel) encontrar um valor de A sa-
tisfazendo (2.3). O uso de algoritmos estéveis é preferivel, nomeadamente nas éreas de anédlise
numérica e optimizacgao.



2.2 Vectores e Matrizes

O espago IR™ é o conjunto dos elementos (uq,...,u,) com u; nimeros reais. Cada elemento u
desse conjunto é denominado vector e escreve-se u = (ug,...,u,) € IR". Os nlmeros reais u;
dizem-se componentes do vector u e n é a dimensao ou ordem do vector. Uma matriz A com m
linhas e n colunas é um conjunto de m vectores de dimensao n da forma

ail a2 ... Qin

a1 a2 e agn
A =

aAm1 Am2 ... Qmn

Se A;. e A j representarem respectivamente a linha 7 e a coluna j de A, entdo também podemos
escrever

Aj
A= :
Am.
ou

A=[A1 ... A, ]

Assim A é também um conjunto de n vectores de dimensdo m. Uma matriz com m linhas
e n colunas tem mn elementos e dai se poder afirmar que pertence ao espaco IR™*™ e escrever
A € R™*". Também se diz que A tem ordem (ou dimensio) m x n. Cada elemento da matriz
A ¢é representado por a;j, onde i e j representam respectivamente os indices da linha linha e da
coluna a que esse elemento pertence.

Dois vectores (matrizes) sdo iguais se e s6 se sdo iguais os elementos correspondentes a indices
iguais. Tal como com os nimeros reais, também existem operacoes com vectores e matrizes. As
definigoes dessas operagoes sao apresentadas a seguir.

1. Adigao
u=[uy] e R v=[v] e R"=u+v=[u+v] e€R"

A=la;;] e R™", B = [b;] €e R™" = A+ B = [a;; + b;;] € R™*"
2. Multiplicagao por um numero real
u=[u] € R", A€ R' = \u=[\u;] € R"
A =laj;] € R™" A € R = M = [Aay;] € R™*"

3. Produto escalar de dois vectores

n
uz[ui]EIR”,v:[vi]eﬁniu-v:ZuiviEIRl

i=1
4. Produto de duas matrizes

A= [ai]‘] € IRmXp,B = [b”] e RP*" = AB = [Cij] € IRmxn,Cij =A; - B,j

E importante notar que nao faz sentido adicionar vectores e matrizes de ordens diferentes. Além
disso a multiplicacao de duas matrizes exige que o nimero de colunas de A seja igual ao nimero
de linhas de B. Com efeito sé nesse caso os produtos escalares A; - B ; podem ser efectuados.

O vector (matriz) nulo é representado por 0 e tem todos os elementos iguais a zero. Uma matriz
diz-se Rectangular (Quadrada) se o nimero de linhas é diferente (igual) ao nimero de colunas.
Para matrizes quadradas também se diz que a sua ordem ¢é o seu niumero de linhas e colunas. A
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diagonal de uma matriz quadrada é o conjunto dos seus elementos diagonais a;; em que o indice da
linha é igual ao da coluna. Uma matriz diz-se Diagonal se todos os seus elementos nao diagonais
sdo iguais a zero. A matriz Identidade é a matriz diagonal com elementos diagonais iguais a um
e representa-se por I ou I, com n a sua ordem. Uma matriz quadrada diz-se Triangular Inferior
(Superior) se todos os elementos acima (abaixo) da diagonal sdo iguais a zero. Assim, uma matriz
diagonal é triangular inferior e superior.

Diz-se que um vector v € IR é combinacao linear de p vectores u
numeros reais Ap, ..., A, tais que

L. ., u? de IR" se existem

u:)\lul—l—...—i—)\pu”
E evidente que o vector nulo é sempre combinagao linear de p vectores, pois tem-se
0=0u'+...40u?

Se essa for a tinica combinacdo linear do vector nulo em termos dos vectores u‘, diz-se que
esses vectores sdo linearmente independentes. De outro modo, os vectores u!,. .., uP sio linear-
mente dependentes e pelo menos um desses vectores pode-se escrever como combinacao linear dos
restantes. O nimero maximo de vectores linearmente independentes em IR"™ é igual a n. Assim
por exemplo os vectores

1 0 0 1
=10, i=|1],u*=]0|,ut=]2
0 0 1 3

4

sao linearmente dependentes, e u* é combinagao linear dos restantes vectores. Com efeito, tem-se

ut = 1ut + 2u? + 3°

Para qualquer inteiro positivo n os vectores ¢’ € IR" definidos por

i lsei=j
J Oseis#j

sao linearmente independentes e qualquer vector u € IR" se escreve de modo Unico como com-
binagao linear desses vectores. Com efeito tem-se
n
u=[u] e R" = u= E uze’
i=1

O conjunto {el, ceey e”} ¢ normalmente conhecido como Base Canédnica de IR".
A caracterfstica de uma matriz A € IR™*" é o nimero mdximo de linhas (e colunas) linearmente
independentes e representa-se por ¢(A). Diz-se que uma matriz A tem caracteristica completa se

¢(A) = min{m, n}
Um sistema de equagoes lineares com m equagoes e n incognitas x; pode ser escrito na forma
Ax =1
com A€ R™" beR", z = (x;) € R". Se o sistema Az = b tem solugio e A tem caracteristica
completa, entao
c(4)
c(4)

Neste curso iremos essencialmente considerar sistemas de equagoes lineares cujas matrizes tém
caracteristica completa.

n<m = sistema tem solugao Unica
m<n = sistema é indeterminado
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Uma matriz quadrada A diz-se Nao Singular (Singular) se a sua caracteristica é igual (menor)
a sua ordem. A é uma matriz ndo singular se e sé se o sistema Ax = b tem solugéo tinica. Portanto
Az = 0 tem solucdo = # 0 se e s6 se A é singular.

Se A é uma matriz ndo singular entdo existe a matriz inversa de A que se representa por A~!
e satisfaz de modo tnico a equagao

AAT  =A7TA=T

com I a matriz identidade. Desta definicdo conclui-se que a matriz inversa B = A~! de uma
matriz A ndo singular de ordem n se pode obter resolvendo n sistemas da forma

ABj=1;j=1,...,n (2.4)

com B ; e I; as colunas da inversa A~! e da matriz identidade de ordem n respectivamente.
O Determinante de uma matriz quadrada A de ordem n representa-se por det(A) e define-se
por inducao do seguinte modo:

(i) Sen =1, entdo A = [a] e det(4) = a.
(ii) Se n > 1, entao

det(4) = zn:(—l)Hkaikdet(Aik)

k=

=

(—1)k+jakjdet(Akj)

I
NE

=
Il
—

onde A,s é a matriz de ordem n — 1 que se obtém de A por supressao da linha r e da coluna s.

E possivel mostrar que o valor do determinante nao depende da linha i ou da coluna 7 escolhida
na férmula (2.5). E fécil concluir que o uso desta férmula torna o calculo do determinante altamente
dispendioso, a nao ser em casos excepcionais em que existam muitos elementos nulos. Assim por
exemplo consideremos uma matriz triangular inferior

ail
@21 a2
A= | @31 a3z ass
apl Anp2 Gp3 ... 0Aapn

Entéo escolhendo ¢ = 1 na férmula (2.5) vem

det(A) = (—1)1+1a11det(A11) = andet(An)

com
a22
az2 ass3
Apr =
an2 an3 cee Qpn

Se agora procedermos de modo semelhante mais n — 2 vezes obtemos o seguinte resultado
det(A) = ar1a22 ... ann (2.6)

Assim o determinante de uma matriz triangular (inferior ou superior) é igual ao produto dos
seus elementos diagonais. Em particular, o determinante da matriz identidade é igual a um.
Como veremos mais adiante, a férmula (2.6) sera devidamente explorada no calculo do valor do
determinante de uma matriz quadrada. Duas outras propriedades sao também muito importantes
nesse sentido e sao apresentadas a seguir:
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Teorema 2.1

(i) Se A ¢ a matriz que se obtém de A por troca de duas linhas (ou colunas) entdo

det(A) = —det(A)

(ii) Se A e B sdo matrizes quadradas da mesma ordem, entao

det(AB) = det(A)det(B)

As demonstragoes destas propriedades podem ser encontradas em [Mirsky, cap. 1]. Além disso,
usando este teorema é possivel provar que A é nao singular se e s6 se o seu determinante é diferente
de zero.

Dada uma matriz A € IR"™*", chama-se Transposta de A, e representa-se por A’ a matriz de
ordem n X m cujas linhas sdo as colunas de A. Assim

A= [aij] c R™" = AT = [aji] c R™™
E f4cil de provar que se A é uma matriz quadrada, entdo
det(AT) = det(A)

pelo que AT é ndo singular se e s6 se 0 mesmo acontecer com A. Uma matriz quadrada é Simétrica
se A = AT isto é, se sdo iguais os elementos colocados simetricamente em relacio & diagonal de
A. Se A € R™*™ é uma matriz rectangular, entio AAT e AT A sdo matrizes quadradas simétricas
de ordem m e n respectivamente e tem-se

c(A)=m<n = AAT énao singular e AT A é singular
c(A)=n<m = ATA énao singular e AAT é singular

2.3 Normas e valores proéprios

E perfeitamente conhecido que a distancia entre dois ntimeros reais é determinada a partir do
valor absoluto da sua diferenca. Para determinar a distdncia entre vectores ou entre matrizes,
usam—se as chamadas Normas Vectoriais ou Normas Matriciais, cujas definigbes sao apresentadas
nesta seccao.

Uma Norma vectorial || - || é uma fungdo de R™ em IR que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ||=|| > 0 para todo o z € IR™;

(ii) ||z|| =0 se e s6 se = = 0;

(iii) ||laz|| = |a| - ||z||, para @« € R e z € R™;
(iv) [lz +yll < |l + |lyl| para todos =,y € R"

As normas mais utilizadas em Andlise Numérica e Optimizagdo sado as denominadas Normas
¢, e sao definidas a partir de

n 7
|z, = [Z Ixil”]
i=1

Considerando os casos particulares em que p é igual a 1, 2 ou co, obtém—se as seguintes normas:

n
Norma ¢1 : |lz|l1 = Z|xl|

i=1
Norma 5 : ||z|l2 =
Norma loo : ||Z||leo = _Inax ]

i=1,..

©
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o 2
A figura apresentada a seguir ilustra os valores dessas normas para vectores de IR”.

A
X = (X1, X9)

[1xllp Xllg = %q] + | x
_— IIXllg = I x1] + 1 x5l

Yy,
»
[IXlleo

Dessa figura facilmente se concluem as seguintes desigualdades
|2lloo < [zfl2 < [|z[h

llzl[x < nllz]]2
lzll2 < Vnllzllo

As demonstragoes destas propriedades sao deixadas como exercicio. Portanto as normas ¢, {5
e { tém normalmente valores diferentes. Contudo os valores dessas normas sao muito pequenos
apenas quando o mesmo acontecer a todos os valores absolutos das componentes do vector, isto
é, apenas quando a “grandeza” do vector é muito pequena.

Uma Norma Matricial ||-|| é uma fungao de IR™*™ em IR que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ||Al| > 0 para toda a matriz A € R™*";

(ii) ||A|| =0sees6se A=0;

(iii) ||IMA]] = |A| - ||A]] para qualquer A € R e A € R™*™;

(iv) [|A+ BJ| <||A|| + ||B|| para quaisquer A, B € R™*";

(v) [|A- Bl < [|A]| - | B]| para quaisquer A € R™*" e B € R""

Tal como as normas vectoriais, também podemos considerar as normas matriciais £1 e £, que
sao definidas a partir de

m
AL = max Yl
j=1,...,n“
i=1
n
[Alloc = max Y ay|
i=1,...,m 4
Jj=1

com A € IR™*™. Assim, por exemplo se

1 2 3
A=|[1 -1 0
1 0 1

entao

[|All1 = max{3,3,4} =4
[|Al|coc = max{6,2,2} =6

Antes de apresentarmos a norma matricial /o, necessitamos de recordar o conceito de valor
préoprio de uma matriz. Se A é uma matriz quadrada real de ordem n, um niumero real ou
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complexo A\ é um valor préprio de A se existe um vector nao nulo v de componentes reais ou
complexas, chamado vector préprio de A associado com A, tal que

Av = lv

Qualquer matriz A de ordem n tem exactamente n valores préprios que sdo as n raizes da
equagao caracteristica
det(A—AI,) =0

com I,, a matriz identidade de ordem n.
A titulo de exemplo calculemos os valores préprios da matriz

Entao tem-se

2

1-A
det(A—)\I):det{ 3 9_2\

]:(1—)0(2—)\)—6:)\2—3/\—4

Portanto os valores préprios de A sdo as duas rafzes da equagao det(A — AI) = 0, ou seja, Ay =4
e Ao = —1. Para calcular um vector préprio u associado a A\; tem de se resolver o sistema

(A= MDu=0

cuja matriz é singular. Este sistema tem por isso uma infinidade de solucées. No nosso caso
concreto tem-se
-3 2 Ul _
3 =2 u9 -

e portanto qualquer vector u # 0 satisfazendo a 3u; = 2us é vector préprio de A associado ao
valor proprio Ay = 4.

Este exemplo muito simples mostra a dificuldade de calcular valores préprios de uma matriz.
Com efeito, tal cdlculo implica a determinacao das raizes de um polinémio, o que nao é tarefa ficil.
Felizmente existem processos mais eficientes para esse efeito, que no entanto nao serao objecto de
estudo neste curso. Contudo é importante referir que a determinagao dos valores préprios de uma
matriz A é sempre um processo mais complexo do que a resolugdo de um sistema com essa matriz.

O conjunto dos valores préprios da matriz A diz-se o espectro de A e é denotado por o(A). O
raio espectral de A é o niimero real nao negativo p(A) definido por

p(A) =max{|A|: A€ o(4)} (2.7)

Se A é uma matriz real e A é um nimero real, entdo sdo reais todas as componentes do seu
vector proprio associado. Além disso, matrizes simétricas tém valores proprios reais.

Como veremos no préximo capftulo, para qualquer matriz A a matriz simétrica AT A tem
valores préprios ndo negativos. A norma matricial {5 é definida a partir de

[1All2 = 4/ p(ATA) (2.8)

Tal como nas normas vectoriais, também as normas matriciais £1, /5 e £+, de uma matriz A tém
em geral valores diferentes. Contudo os valores dessas normas apenas sao muito pequenos quando
0 mesmo acontecer aos valores absolutos de todos os elementos dessa matriz. Dai a “proximidade”
de uma matriz A com a matriz nula estar ligada com o valor da norma de A.

Uma norma vectorial || - || e uma norma matricial || - ||" sdo Compativeis se

[ Az]] < [|A[']|]]
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para quaisquer vector x e matriz A. E facil de ver que as normas matriciais ¢1, {5 e £, definidas
anteriormente sdo compativeis com as normas vectoriais correspondentes. Assim por exemplo

provemos que
[Az]y < [[All1[]]2

Para isso tem-se

1Az[lr = 1(A)il =D 01D agas| <> laily]
=1

i=1|j=1 i=1 j=1

pois o0 médulo da soma é menor ou igual que a soma dos médulos. Mas

n n n n
DO laijllay)| D> aijlla)|

i=1 j=1 j=1i=1
n n
< Y | max )il | ;]
=1\ 7 =
n n
= D llAlhlesl =114l ) gl = 1Al lelh
j=1 j=1
o que estabelece o resultado pretendido.
Se uma norma vectorial || - || e uma norma matricial || - || sdo compativeis, entéo
A
Al > max 120 )
llzllZ0 [|2]|  flall=1

Se a igualdade se verificar, entao diz-se que a norma matricial é subordinada a norma vectorial.
E fécil de ver que as normas matriciais ¢; sdo subordinadas as correspondentes normas vectoriais,
para i = 1,2, 00, isto é, tem-se

Azl

X ——— = max ||Az||;,i=1,2,00
lzlliz0 [|2|li  lelli=1

All: =

E de notar que uma norma matricial pode ser compativel com uma norma vectorial mas nao
subordinada a ela. Assim por exemplo consideremos a chamada norma de Frobenius

1AllF = |>_ D ai

i=1 j=1

Entao é possivel mostrar que essa norma é compativel com a norma 5. Contudo essa norma nao
¢ subordinada & norma vectorial ;. Com efeito ||A||p é em geral diferente de ||Al|2 e portanto

|Al[p > max [|Az||s
[lzll2=1
Consideremos agora uma norma matricial compativel com uma norma vectorial. Entao para
qualquer valor préprio A de A tem-se
Al =[] = [IAz]] = [|Az|| < |[A]] [||

e portanto
p(A) < [|A]l (2.9)

Como o raio espectral p(A) de uma matriz A é o médulo de um valor préprio, poders em geral
existir ou nao um valor préprio cujo valor seja igual a p(A). A resposta é afirmativa em relagao
as matrizes nao negativas (A > 0) em que todos os seus elementos sdo nao negativos. Com efeito,
verifica-se o seguinte teorema, cuja demonstragao aparece em [Fiedler, cap. 4].
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Teorema 2.2 Se A é uma matriz nao negativa entdo tem um valor préprio X > 0 tal que A = p(A)
e pelo menos um vector proprio associado a A tem todas as componentes nao negativas.

Uma matriz A diz-se Convergente se lim A* = 0, isto é, se todos os elementos de A* tendem

k—oo

para zero a medida que k cresce indefinidamente. Como veremos no capitulo 8, as matrizes
convergentes tém um papel fundamental na convergéncia dos métodos iterativos para a resolucao
de sistemas de equagoes lineares. Estas matrizes sdo normalmente caracterizadas em termos do
seu raio espectral de acordo com o seguinte teorema:

Teorema 2.3 Uma matriz A é convergente se e sé se p(A) < 1.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [Fiedler, cap. 1]. Como ilustracao
deste resultado e do teorema anterior, consideremos a seguinte matriz diagonal nao negativa

1
= 0
— | a
=[5 1]
Como A é diagonal, entao os valores proprios sao os seus elementos diagonais. Donde
11 1
A — —_ = —

e portanto p(A) é um valor préprio de A. Além disso p(A) < 1 e a matriz A é convergente. Com
efeito klim A* =0, pois
—00

L 1 1
Akz{‘ik ?],lim—:lim—zo
0 b1a k

Para terminar esta secgao, iremos provar dois resultados que serao bastante tteis no capitulo
8.

Teorema 2.4 Se A é uma matriz convergente, entdo I — A € ndo singular e
o0
(I-A)t =) A
k=0

Demonstracgao: Se a matriz I — A é singular, entdo existe um vector x # 0 tal que
(I-A)z=0

Portanto Az = x e 1 é valor préprio de A, o que contraria o teorema 2.3. Em relacdo a segunda
parte do teorema, note-se que

(I-A)I+A+A*+.. + A" =T AF
Aplicando limites a ambos os membros desta igualdade e tendo em conta que klim A* =0, obtém-
—00

se
00

(I-A)) Ab=1
k=0
e isso demonstra o resultado pretendido.

Teorema 2.5 Se |A| = [|ai;|] e B € uma matriz ndo negativa tal que |A| < B, entdo p(A) < p(B).
Demonstragao: Suponhamos que p(A) > p(B). Entdo existe um niimero real s tal que

p(B) < s < p(A). Consideremos as matrizes P = 1A e Q = 1 B. Entao

o) =P s g =28 < (2.10)

e Q é convergente. Mas
[P < |P[* < QF

Portanto P é convergente, o que contradiz (2.10) e prova o teorema.
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2.4 Perturbacao de sistemas de equacoes lineares

Consideremos o sistema de equacoes lineares Az = b, com A € IR™*"™ nao singular e z,b € IR".
Nesta secgao iremos averiguar em que medida é que pequenas alteracoes nos termos independentes
b; e nos elementos a;; da matriz A podem afectar a solugao do sistema. Por outras palavras, iremos
ver quando é que um sistema de equagoes lineares é bem ou mal condicionado.

A solucdo do sistema Az = b é dada por x = A~1b. Se b é perturbado para b + b, necessaria-
mente a solugao do sistema passara a ser da forma x + §z. Ter—se—a entao

x+ 0z = A" (b+ D) (2.11)

Como x = A~1b, entdo
bz = A™16b. (2.12)

Escolhendo uma norma vectorial e uma norma matricial que sejam compativeis, tem—se
[162]] < [|A7H] {60 (2.13)

Mas de Az = b tem-se |[b|| < ||4]| ||z|| e portanto

1
— 2.14)
o7 < Ml (
Entdo de (2.13) e (2.14) vem
[|6z] il
<||A]| ||A™ 2.15)
2l IA[l ] ||||b|| (
Por outro lado, se A é perturbada por A, tem-se
(A+5A)(z+dz) =D (2.16)
e portanto
bx = —A"'5A(z + ox) (2.17)
Entao
62| < [JATH] - |8A]] - ||z + dz|] (2.18)

Dividindo ambos os membros da desigualdade (2.18) por ||z + dz|| e multiplicando e dividindo o
segundo membro da mesma desigualdade por || A||, vem

0 A]|

ITA]l (2.19)

ox
et <l 1 e

Das férmulas (2.15) e (2.19) conclui-se que um sistema de equagoes lineares é bem ou mal condi-
cionado consoante

cond(4) = ||A] [|A7| (2.20)

seja pequeno ou grande. A quantidade cond(A) definida em (2.20) chama—se nimero de condigao
de A. De notar que toda a matriz A tem nimero de condi¢ao maior ou igual do que um, pois, se
I é a matriz identidade, tem—se

L= ||| = [JAA~Y] < [|A]| |A7Y]] = cond(A) (2:21)
Se epr € a precisao da méaquina, entao matrizes com numero de condigao inferior a 6;/[2/ % sio
2/3

consideradas bem condicionadas, enquanto que matrizes com nimero de condi¢do maior que €,
sdo mal condicionadas. A andlise apresentada mostra que se a matriz de um sistema de equacoes
lineares é mal condicionada entao hé que ter muito cuidado na formacao dos termos independentes
b; e nos elementos da matriz a;;. Com efeito, pequenos erros que se cometam nesses elementos
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podem corresponder a erros bastante grandes na solugao obtida. Como exemplo de ilustragao da
importancia do nimero de condi¢do, consideremos o sistema Ax = b com

A _ [ 0550 04237 0127
| 0484 0.372 | 0112

A solugao exacta do sistema é x = [ 1.0 —-1.0 ]T

sb = [ 0.00007 0.00028 |"
obtemos

. Suponhamos que b é perturbado pelo vector

Se resolvermos o sistema A(z + dz) = b+ db com €y = 1077,

B N P O ¢
TEOT=1 101 = —001
Portanto, usando a norma £, tem-se

JREDIES
116/ oo |2/ oo

=091

ou seja, uma mudanga pequena no vector b implicou uma grande mudanga na solucao do sistema

Ax =b. Como
—2818 3205

-1
AT = 3667 —4167

entdo conds, (A) = 7622, o que confirma a andlise apresentada nesta secco.

No nosso curso iremos trabalhar com algoritmos para a resolugao de sistemas de equagoes
lineares. Devido & precisao finita dos computadores, esses processos apenas sao capazes de obter
solugoes aproximadas. Como nao é conhecida a solugao exacta do sistema, entao temos de nos
socorrer da norma do residuo

r=b— Az

para verificar que o vector T encontrado pelo algoritmo é uma boa aproximacao da solugao exacta
do sistema. E evidente que em aritmética de precisao infinita x é a solugao do sistema se e s6
se r = 0. Em geral, se ||r|| é pequeno, entdo = é uma boa solucao aproximada do sistema. No
entanto a existéncia de uma matriz mal condicionada pode tornar esta andlise menos correcta.
Com efeito, seja x a solugao exacta do sistema e Z a solugao encontrada por um algoritmo qualquer.
Se fizermos dx = x — T em (2.15), obtemos

7”1; —2ll < cond(A)M

(e [1o1]

Esta desigualdade mostra que, no caso de a matriz A ser relativamente bem condicionada, ||r||
é realmente uma boa medida para avaliar a precisdo da solugao z. Contudo, se cond(A) é elevado,
entdo pode acontecer que ||r|| seja pequeno e T nao seja uma boa solugdo do sistema.

Estas consideragoes levam-nos a conclusao que o nimero de condi¢ao é uma medida extrema-
mente importante na resolucao de sistemas de equagoes lineares. No entanto a determinagao do
seu valor requer o conhecimento das normas da matriz A e da sua inversa A~'. Se no primeiro
caso nao hé grandes dificuldades (o cdlculo das normas ¢; e £ é relativamente facil de efectuar)
jé& 0 mesmo nao acontece com a determinagao de ||A™1||. Com efeito, o facto de trabalharmos em
precisdo finita implica que A~! sé pode ser obtida aproximadamente. Além disso, como veremos
mais adiante, a determinacdo de A~! requer bastante mais trabalho do que a resolucao do sistema
Az = b em causa. Por isso, na pritica nao se calcula o valor exacto de cond(A), mas em vez disso
determina—se uma aproximacao 3 de ||A7Y|| e faz—se

cond(4) ~ || 4[|

Existem alguns processos eficientes de obtengao de 3, que serao discutidos no capitulo 4.
Se A é uma matriz simétrica, entdo AT A = A2 e portanto

[1All2 = p(A) (2.22)
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com p(A) o raio espectral de A. Além disso, se A é nao singular e A é valor préprio de A, entao
A#0 e 1/) é valor préprio de A~1. Portanto

_ max ||
da(A) = ||Al|2]||A7Y ]| = ——= 2.23
conda(4) = [[ A4 = T (2.23)
Seja A uma matriz simétrica e consideremos a matriz
A+ ul, (2.24)

com g um numero real positivo e I,, a matriz identidade de ordem n. Se A é valor préprio de A,
entdo A + p é valor préprio de A + ul,,. Se todos os valores préprios de A s@o positivos, entao

max |A\; + p

COIldQ (A + MIn) = m
%

max \; + i

min \; + p
pois g > 0. Consideremos agora a fungao

ffR—{-a} — R
B+
a+x

i —

Se B > a, entao f é estritamente decrescente, pois

at+r—F-—x  a—pf
(@+x)?2 (a+a)?

f(x) = <0

Portanto o nimero de condi¢do de A + pl,, diminui & medida que o valor de p aumenta. Esta
propriedade tem importantes aplicacoes em algebra linear numeérica e optimizagao.

Exercicios
1. Considere as seguintes matrizes
4 =5
A= [ 2 -3 ] ’
3 2 4
Ay=112 0 2 |,
4 2 3
1 -1 0
Ay=11 2 -1/,
0 -1 1
1 -1 0 0
0 2 00
A=l 9 2 1|
0 0 1 1
1 0 0
As=| -1 1 0
0 -1 0

(a) Calcule as normas ||A;||1, ||4il|co, ||Ail|F, com i =1,2,3,4,5.

(b) Calcule os valores préprios e os vectores préprios de A;, i = 1,2,3,4,5.
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(c) Calcule as normas ||4;]|2, i =1,2,3,4,5.

2. Verifique que
o]l = max|a]

satisfaz os axiomas da norma vectorial.

3. Mostre que
|2]loe < [l2ll2 < v7llz]lo0,

[|z[[1 < nllz]l2,
llzll2 < Vrll2]]sc-

4. Verifique que
m
A1 = max ) |ay
j=1,...n P

satisfaz os axiomas de norma vectorial.

5. Mostre que
[Az(loo < || Alfoo]|2]loo

para quaisquer vector z € IR” e matriz A € IR™*".

6. Calcule os ntiimeros de condigdo das seguintes matrizes

0 2 -1
Al—[g ‘;],AQ— 11 -1
-2 =5 4

relativamente as normas £1 e .
7. Seja A uma matriz quadrada e A? = A... A (p factores).
(a) Demonstre que ||AP|| < ||A||P para todo o p € IN.

(b) Se
0.1 0.7
A= [ 0.5 04 }

mostre que todos os elementos de AP sdo em valor absoluto inferiores a (0.9)P.

(c) Se

0 1/2 0
A=1]1/2 0 1/2
0 1/2 0

mostre que todos os elementos de AP sdo limitados superiormente por No

8. Mostre que se A é nao singular, entao

1
1A=

= min{||Ay[ : [yl = 1}

(a) Mostre que se A é valor préprio de A entao % é valor préprio de A1,

(b) Mostre que se Amax € Amin 880 0s valores préprios de maior e menor valor absoluto de
uma matriz A nao singular, entao
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10.

(a) Mostre que se A e B sdo matrizes nao singulares, entao
cond(AB) < cond(A)cond(B).

(b) Verifique essa férmula com

A:

o O =
SN O
w o o

Sy

Il
OO =
o N O
w = O

e as normas {1, {3 e .
11. Mostre que se B é uma matriz singular e A é uma matriz nao singular, entdo

1 _lla-8|
cond(A) = ||4]]

22



Capitulo 3

Classes de Matrizes

Como sera discutido em capitulos posteriores, existem varias classes de matrizes para as quais é
possivel desenvolver algoritmos para a resolugao de sistemas de equagoes lineares. Neste capitulo
iremos introduzir algumas das principais classes de matrizes e as suas propriedades mais relevantes
para a resolucdo de sistemas. Os conceitos de operagao pivotal, transformada principal e comple-
mento de Schur de uma matriz sao também importantes no desenvolvimento de algoritmos para
sistemas de equacoes lineares e sao por isso também discutidos neste capitulo.

3.1 Operacoes Pivotais, Transformada principal e Comple-
mento de Schur

Seja A uma matriz de ordem m x n e sejam J e K dois subconjuntos de {1,...,m} e {1,...,n}
respectivamente. Definimos a submatriz A;x de A da seguinte forma

Ak = [ajk]jeJ,kEK

em que a;; ¢ um elemento genérico de A. Se A é uma matriz quadrada e J = K diz-se que Ay
é uma submatriz principal de A. Assim por exemplo se

1 2 3
A=|4 5 6
7 8 9

e J =K ={1,3}, entdo
1 3

Uma matriz de permutagao P;; é uma matriz quadrada que se obtém da matriz identidade
por troca das suas linhas e colunas ¢ e j. Na figura 3.1 apresentamos a forma desta matriz. E
facil de ver que Pj; = Pg = Pgl Uma matriz de permutagdo é o produto de um ntmero finito
(possivelmente igual a um) de matrizes da forma P;;. Se P é uma matriz de permutagao, entdo PA
(AP) é uma matriz que se obtém trocando as linhas (colunas) de A correspondentes aos factores
P;; que constituem P. Assim, PTAP ¢ a matriz que difere de A na ordem de um certo ntimero
de linhas e colunas de A. Essa matriz PT AP é denominada permutacdo principal de A. Assim,
por exemplo, se

1 2 3
A= 3 2 0
-1 -2 =3
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e se P = P35 P35 entao

1 3 2 -3 -1 =2
PTAP =P, | -1 -3 -2 | Pp= 3 1 2
3 0 2 0 3 2

Consideremos agora um sistema de equacoes lineares
Eu=f (3.1)

com E € R™*? f e R™, u € RP e m < p. Diz-se que u é uma solucao bésica desse sistema se
existe um subconjunto

J = {jla' 7Jm}
de {1,...,p} tal que
(i) u; =0 para j & J.
(ii) as colunas Ej,,..., E ;. sao linearmente independentes.

As varidveis u;, j € J sdo chamadas bdsicas enquanto que as restantes varidveis se dizem nao
bésicas.

Se u é uma solugao bésica do sistema Fu = f, entao podemos escrever a matriz E na forma
E=[B N |

com B = [E,,...,E | uma matriz ndo singular de ordem m, que se diz Base. Se K =
{1,...,p} — J, entdo Eu = f é equivalente a

BUJ+NUK:f
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Como B é nao singular, entdo podemos multiplicar ambos os membros dessa equacdo por B~! e
obter
Uy = Bilf - BilNuK

Sejam y = uy, * = ug, A = —B7'N e n o ntimero de elementos do conjunto K. Entdo
podemos escrever o sistema anterior na forma

y=b+ Az (3.2)

com AcR™"™, y,bc R™excR".

Dada uma solugdo bdsica do sistema (3.1), uma Operagdo Pivotal transforma uma solucao
bésica u de base B numa solucio bésica @ de base B por troca de um niimero finito ¢ de varidveis
bésicas u; por igual nimero de varidveis nao béasicas. A operacdo diz-se simples ou por blocos
dependendo de t ser igual ou maior do que um respectivamente.

Consideremos primeiramente o caso da operagao pivotal simples. Seja dada uma solugao bésica
do sistema (3.1) que como vimos se pode escrever na forma

y1 = bitanxi+...+a1sTs+ ...+ a1nTy
Yr = brt+amri+...+arsTs+ ...+ Gy
Ym = b+ amiT1+ ...+ Qns¥s + ...+ Gmnln

Suponhamos que pretendemos efectuar uma operagao pivotal simples que troca a variavel nao
béasica x; com a variavel basica y,.. Para isso, basta reescrever a equacao r em ordem a xs e
substituir nas restantes equagoes. Entao a,s tem de ser diferente de zero e diz-se o pivot da
operacao. Se tal acontecer, tem-se

b, Qr1 1 Qrn
Ty — ...+ Yp — oo —

a’T’S a’T’S a’T’S a’T’S

Ts = —

Substituindo nas restantes equacoes, vem
Yi = b+ anm1 + ...+ QisYr + ...+ AinTn, I ET

com o
— 1S 7 — — — .
dis = —,b; = b; — Qisby, Gij = aij — Qisarj,j # 8 (3.3)
[
Chegamos assim a conclusao que uma operagao pivotal com pivot a,s transforma um sistema

da forma (3.2) num sistema

y=b+ Az (3.4)
onde ) .
=t X i e i (35)
s = Yr 8 ) =5
e b; e a;; satisfazem as formulas (3.3) para i # 1 e
— br ]. ry .
br:_ ;drs:_;arj:_aj7]7és (36)
Qrs Qrs rs

Assim uma operagédo pivotal requer exactamente m(n + 1) operagoes (multiplicagoes e divisoes).

Consideremos uma solugdo bédsica dada pelo sistema (3.2) e sejam I C {1,...,m} e J C
{1,...,n} dois conjuntos tais que Ay; é ndo singular. Se K ={1,....m}—IeL={1,...,n}—J,
entdo, a menos de permutagoes de linhas e colunas, podemos escrever (3.2) na forma

yr | _ | b1 n Ary A zJ
YK brx Arxs Axr xr

25



Tal como na operagao pivotal simples, uma operagao pivotal por blocos com pivot Aj; consiste
em resolver o sistema
Apjry =yr —br — Ajpap

em ordem a x; e substituir a solugdo obtida nas restantes equagoes. Se |J| representar o nimero
de elementos do conjunto J (e I), entdo hd uma troca de |J| varidveis ndo bésicas x; por outras
tantas variaveis basicas y; de modo a obter um sistema equivalente da forma

Ty | _ _EI + {LJ {IIL yr
YK bx Axr Axr xr

com

/:hj = A, X

A, = —Aj ;AL

Z i 3.7
Aks = A A7; (3:7)
Axr = Axr—AgjA7 AL

Das defini¢oes apresentadas facilmente se conclui que uma operagao pivotal por blocos com
pivot Ay; é equivalente a |J| operagOes pivotais simples com pivots cujos indices (4, j) pertencem
ao produto cartesiano I x J.

Consideremos agora o caso em que A é quadrada, isto é, m = n. Entao existe uma permutacao
principal de A tal que

PT AP — [ Ay; Ak ]

Arxy Axk

Uma operacio pivotal com pivot Aj; diz-se Principal e a matriz A obtida por essa operacio
é chamada Transformada Principal de A com pivot A;;. Das férmulas (3.7) tem-se

A_[ A7; ) —AG A ]
AxsAy;  (AlAss)

onde (A|Ay;;) é conhecido por Complemento de Schur de A;; em A e é dado por
(A|Ay)) = Axk — Ak AT A sk (3.8)

Como exemplo de ilustragao destes conceitos, consideremos a solugao basica definida por

Y1 1 1 -1 1 T
Y2 = -1 + 2 0 -1 9
Y3 0 1 0 1 T3

e que pretendemos efectuar uma operagao pivotal com pivot ag;. Entdo usando as férmulas (3.3)
e (3.6) por essa ordem vem

_ a _ as1
a11 = — =1,G21 = — =2
a31 a31
ai2 = aiz —aiiaszz = —1,a13 = a13 — anjazz =0
Q22 = Qg2 — Go1a32 = 0,423 = az3 — Go1a33 = —3
by = by — @11b3 = 1,b2 = ba — G21b3 = —1
= b3 1 asz ass
bg=——=0,a31 = — =1laza=———=0,a33=—— =1
a31 a31 asi a31

Portanto a solugao bésica obtida por essa operagao pivotal satisfaz o seguinte sistema

Y1 1 1 -1 0 Y3
p = -1 |+|2 0 =3z
o 0 10 =1 || a

26



Os valores das variaveis nao bésicas sao iguais a zero e os das variaveis basicas sao y; = 1, yo = —1,
xr1 = 0.
Consideremos agora um sistema de equacoes lineares

Ax =10
em que A é uma matriz quadrada de ordem n. Entao podemos escrever esse sistema na forma
0=b— Ax

ou ainda
y=b—Az,y=0

Portanto a solucao do sistema Ax = b pode ser obtida tornando nao bésicas as n varidveis y;
por intermédio de n operacoes pivotais. A solucdo béasica correspondente a esse sistema satisfaz

x:l_J—l—fly

e as varidveis basicas dessa solugao constituem a solugao do sistema. Portanto a solugao de um
sistema pode ser obtida por intermédio de n operagoes pivotais. Como cada operagao pivotal
requer n(n + 1) operagoes, entdo o nimero total de operacdes ¢ da ordem de n®. Como veremos
no préximo capitulo, é possivel resolver um sistema com um terco desse nimero de operagoes.
Por outro lado, as operacoes pivotais constituem em geral um processo instavel e portanto sao
bastante sujeitas a erros de arredondamento. Por essas razoes o seu uso nao tem sido recomendado
na resolugao de sistemas de equacoes lineares.

As operagoes pivotais também podem ser usadas para determinar a inversa de uma matriz
nao singular. Com efeito tem-se y = Az se e s6 se © = A~ 'y, pelo que a matriz inversa de uma
matriz nao singular se pode obter a partir de n operagoes pivotais. Portanto o ntimero total de
operacoes para calcular a inversa de uma matriz é exactamente igual a n3. No préximo capitulo
iremos estudar um outro processo de calcular a inversa de uma matriz nao singular e mostraremos
que o ntimero de operacoes é aproximadamente igual a n3. Contudo esse processo é estével,
contrariamente ao uso das operagoes pivotais, e dai ser em geral mais recomendado na préatica. A
titulo de exemplo calculemos a inversa da matriz

Entao escrevamos
n 0 1 1
Y2 -1 1 T2

Efectuando uma operacao pivotal com pivot a2, vem

_332_ [0
Y2 -1

1_ T1
Lilwn

Para calcular a inversa h& que trocar a variavel yo com a varidavel x1, o que pode ser feito através
da operacao pivotal com pivot as;. Entao tem-se

Y2

Y1

B
=l ol
e[ 3]
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Como veremos mais adiante o Complemento de Schur de uma matriz desempenha um papel
fundamental na resolucao de sistemas de equagOes lineares. Para terminar esta secgao iremos
demonstrar algumas propriedades das transformadas principais e Complemento de Schur que nos
serao muito lteis nesse sentido. Assim, o préximo teorema relaciona os determinantes de subma-
trizes principais de A e de uma sua transformada principal.

Teorema 3.1 Seja A € R™™" e J, L dois conjuntos de indices tais que J,L C {1,...,n}. Se A é
uma transformada principal de A obtida por uma operac¢do pivotal principal com pivot Ayy, entdo

- det(A
det(Apz) = —éetj(j,’ffm

em que JAL=JUL—-JNL.
Demonstragao: Se J e L sdo dois conjuntos de indices quaisquer, podemos escrever

L = NUP, NnP=10 (3.9)

onde algum destes conjuntos M, N ou P pode ser vazio. Provemos apenas o teorema no caso mais
geral em que M, N e P sao nao vazios, pois os outros casos sao mais simples.
Consideremos a submatriz de A formada pelas linhas e colunas de A de indices pertencentes a
Jeal,isto é
Ay Aun Aupp
Ar=| Avm  Ann  Anp
Apv Apn App

e seja A1 a matriz obtida de A; por uma operacdo pivotal com pivot A ;. Entdo podemos escrever
~ %MM %MN %MP

Av=| Avm Ann  Anp
Apm  Apn  App

Como de (3.9) se tem JAL=JUL—JNL=MU P, entdo tem de se provar que

) ) det[ Aviv App ]
det{ ANN  Anp } _ Apm App

APN APP det{ AMM AMN :|
Avv Ann

(3.10)

Para isso, considere—se o sistema

U T
v | =A1 |y
w z

Como A; é a matriz obtida de A; por uma operacio pivotal principal com pivot A, entdo tem-se

x U
y | =A1 | v
w z

Consideremos agora as transformacoes lineares f e g definidas respectivamente por

U Avmv Aun  Amp x
v | =| Avm Ann Anp Y
z 0 0 I z
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u - I - 0 - 0 U
y | =| Avm Ann Anp v
w Apymv Apn  App z

onde I é a matriz identidade. Entao a composicdo g o f é a transformacao linear definida por

U Amv Aun  Amp x
y | = 0 I 0 Y
w Apy  Apn  App z

Mas, se B, C' e D sao as matrizes das transformagoes lineares f, g e g o f respectivamente,
entao det(D) = det(B) - det(C'). Portanto

Aum Amp Apumv Aun Ay Anp
det = det -det| & =
¢ [ } ¢ { Avm Ann } ¢ [ Apny App ]

e dividindo ambos os membros desta tltima igualdade por det(A ;) obtém-se a igualdade (3.10)
pretendida.
Como corolario tem—se

Teorema 3.2 (Férmula de Schur) Se A € R™™" e A;y; € uma submatriz principal de A nao
singular, entao
det(A) = det(AJJ) . det(A|AJJ)

Finalmente, podemos demonstrar a chamada Férmula do Quociente:

Teorema 3.3 (Férmula do Quociente) Sejam

B P C D
A_[M N} ¢ B_[E F}
Se C' e B sdo nao singulares, entdo
(A]B) = ((A[C)[(B|C))
Demonstragao: Consideremos o sistema y = Az, isto é
1 1
y C D x
y?2 | = [ E F } P x2
y3 M N x3

Como B é nao singular, entdo podemos efectuar uma operagao pivotal principal com pivot B
e obter o sistema equivalente

1 1
T _ e Y
B! P }

2 { 2
x - y (3.11)
Tl @ ]|

Por outro lado, B e C sdo matrizes ndo singulares e portanto, pela Férmula de Schur, det(B|C') #
0, ou seja, (B|C) é nao singular. Entdo a operagdo pivotal com pivot B é equivalente a duas
operagoes pivotais com pivots C' e (B|C). Se essas duas operagoes pivotais forem efectuadas
sucessivamente, entao obtém-se o sistema:

e P /,
Tl oy || Y 1)

Como (3.11) e (3.12) representam o mesmo sistema, entao

(A[B) = ((A|C)|(B|C))
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o que estabelece a igualdade pretendida.

Os conceitos de Complemento de Schur e de transformada principal tém um papel importante
no estabelecimento de algumas propriedades de classes de matrizes que por sua vez serao deter-

minantes para a andlise dos métodos a discutir nos préoximos capitulos. Até ao fim deste capitulo
iremos apresentar uma revisao dessas classes.

3.2 Matrizes diagonalmente dominantes

Existem matrizes diagonalmente dominantes por linhas (RDD), por colunas (CDD) e por linhas

e colunas (DD), assim como matrizes estritamente diagonalmente dominantes (SRDD, SCDD e
SDD). Essas classes de matrizes sdo definidas do seguinte modo:

Definicao 3.1 Seja A € R™*". Entdo

n
AERDD<:>|G”|ZZ|GM|, 1=1,...,n

j=1

J#i
A€eCDD & |aj;| > ayl, j=1,....n
=
n
AESRDD<:>|aM-|>Z|aij|, 1=1,...,n
7
n
AESCDD(:)|ajj|>Z|aij|, j=1...,n
%
AeDD <« A€ RDD e A€ CDD
AeSDD < A€ SRDD e A e SCDD

Além disso
A € RDD,4(CDD,4,DD,) < A € RDD(CDD,DD) ea;; >0,i=1,...,n
A € SRDD, (SCDD,,SDD, ) & A € SRDD(SCDD,SDD) ea;; > 0,i=1,...,n
Das defini¢oes apresentadas facilmente se conclui que
A € SRDD(RDD) < AT € SCDD(CDD) (3.13)
Por essa razao iremos apenas apresentar as propriedades para as matrizes diagonalmente dominan-

tes por linhas. Todos esses resultados sao verdadeiros para matrizes diagonalmente dominantes
por colunas devido & equivaléncia (3.13).

Como consequéncia imediata da definigao, é possivel obter as seguintes inclusoes:

SCDD o> SDD < SRDD

N N N (3.14)
CDD > DD c RDD

Estas inclusoes sao estritas, conforme mostram os seguintes exemplos:
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1. A= g i € SRDD mas A ¢ SDD.
o 9]

2. A= 3 4 € RDD mas A ¢ SRDD.
P

3. A= 11 € DD mas A ¢ SDD.
P

4. A= 9 9 € RDD mas A ¢ DD.

E facil provar que as matrizes diagonalmente dominantes sao invariantes em relacéo as subma-
trizes principais, isto é,

Teorema 3.4

1. e A€ RDD(CDD,DD) < A;; € RDD(CDD,DD), para todo o subconjunto J C {1,...,n}.

e A € RDD,(CDD,,DD;) & A;y; € RDD,(CDD,,DD,), para todo o subconjunto
JCA{l,...,n}.

e A € SRDD(SCDD,SDD) < A;; € SRDD(SCDD, SDD), para todo o subconjunto J C
{1,...,n}.
e A€ SRDD,(SCDD,,SDD,) < A;; € SRDD,4(SCDD,SDD..), para todo o subcon-
gunto J C{1,...,n}.
2. e A€ SRDD(SCDD) = a;; #0, para todo 0o i =1,...,n.
e Ac RDD(CDD) e a; =0 = a;; = 0(aj; =0), para j # 1.

Demonstragao: 1. Iremos apenas demonstrar o caso em que A € RDD. Aplicando a definigao,
tem-—se

n
|am-| 22|aij|, 7= 1,...,n
-1
i#i
Sejam J C {1,...,n} e K ={1,...,n} — J. Entao

n
lail > > lag|
j=1

i
= > lail+ Y lag]
j€J JEK
i J#i
> ) ail.
JjeJ
i

Portanto Ay; € RDD.
2. Suponhamos que A € SRDD. Entao

n
lai| > laij| >0
j=1
J#i
Portanto a;; # 0. Por outro lado, se A € RDD e a;; = 0, entao

n

0> la >0
j=1
JFi
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Donde n
> laijl =0
=1
i

e portanto a;; = 0 para i # j.

Como consequéncia imediata das definigoes de matrizes diagonalmente dominantes, facilmente
se conclui a invariancia dessas matrizes em relagao a permutacoes principais de linhas e colunas,
isto é, tem-se

Teorema 3.5

1. A € SRDD(SDD, SRDD,SDD,) = PTAP € SRDD(SDD, SRDD,,SDD..) para qualquer
matriz de permutagdo P.

2. A € RDD(DD,RDD,,DD.) = PTAP € RDD(DD,RDD,,DD.) para qualquer matriz de
permutacdo P.

Para demonstrar a invariancia de Complementos de Schur para estas classes de matrizes, vamos
comegcar por abordar um caso particular.

Teorema 3.6

1. A € SRDD(SDD,SRDD,,,SDD ) = (Alas;) € SRDD(SDD, SRDD.,, SDD_,).
2. A€ RDD(DD,RDD;, DD, ) = a1; = 0 ou (Alas;) € RDD(DD,RDD,,DD,).

Demonstragao: Como as demonstragoes das duas propriedades sao semelhantes, concentrar-
nos-emos apenas na primeira. Se A € SRDD, entdo a;; # 0 e podemos considerar a matriz
Ay = (Ala11). Os elementos dessa matriz sao dados por

ai10a14
)

Qij = Qjj — LWj=2,...,1

ai1

Para provar que A; € SRDD, temos que mostrar que

n
il > Y lagl, i,5=2,....,n
=2

J
J#i
Mas
- _ - ai107;5
> laul = > - =
j=2 j=2 B
Jj#i J#i
n n
|ain
< Z laij| + |a11| Z |lay;]
P P
i i

Como A € SRDD, entao

n
Y laijl < lais] = laa]
j=2

A
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n

> lars| < laxs| = |axi|

j=2
J#i
Portanto
- |ai1]
_ i1
aij aii|l — |ai| + —— (|a11] — |ai])
|aij| < lai| = laal +
—~ |a11]
J#£i
— o] — |ai1ai;]
17 |a11|
< ag - A ||
ail

Se A € SDD entdo A € SRDD e AT € SRDD. Portanto (A|a11) € SRDD e (A%|a11) € SRDD.
Além disso (AT]a11) = (Ala11)? e portanto (Ala;r) € SRDD e (Ala;1)T € SRDD pelo que
(A|a11) € SDD.

Para completar a demonstragdo da parte 1. basta provar que se A € SRDD,, entdo os
elementos diagonais de (Alai1) sdo todos positivos. Suponhamos que existe um i > 2 tal que

ai10a14 <0
a;;

Qi = Qi —

Como aj; > 0, entdo tem-se
a11ai; < a;1a1;

Mas aq1a4 > 0 e portanto a;1a;1; tem de ser positivo e
airarj = |ajaij| = lai||as]

Donde
ar16i; < lail|a1;]

e isso é impossivel por A € SRDD,..

A partir deste teorema e da férmula de Schur é possivel provar o seguinte resultado:
Teorema 3.7

1. A€ SRDD(SRDD. ) = det(A4) # 0(> 0).

2. A € RDD; = det(A4) > 0.

Demonstragao: Iremos provar o caso de A € SRDD e usaremos o método de indugao sobre
a ordem n de A.

Para n = 1 tem-se |a11] > 0 e portanto det(A) # 0. Suponhamos agora que o resultado é
valido para matrizes de ordem p <n — 1. Se A é uma matriz SRDD de ordem n entdo a1 # 0 e,
pelo teorema anterior, (Ala11) € SRDD. Pela Férmula de Schur vem

det(A) = ajidet(A|aqr)
Como (A|ai1) é uma matriz de ordem n — 1 entdo pela hipétese de inducdo tem-se
det(Ala11) # 0.
Donde det(A) # 0.

Estamos agora em condigoes de estabelecer a invariancia do Complemento de Schur relativa-
mente a estas classes de matrizes.
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Teorema 3.8

1. A € SRDD(SDD,SRDD,,SDD,) = (A|A;r) € SRDD(SDD,SRDD.,SDD.), para qual-
quer I C{1,...,n}.

2. A€ RDD(DD,RDD,,DD.) e Ar; nao singular = (A|Arr) € RDD(DD,RDD,, DD, ) para
qualquer I C {1,...,n}.

Demonstragao: Provaremos apenas a primeira implicagdo. A segunda é semelhante e é
deixada como exercicio. Se A € SRDD entdo A;; € SRDD. Portanto det(A;;) # 0 e Ar; é nao
singular. Logo existe (A|Ajr). Para demonstrar que (A|Arr) € SRDD usaremos a indugao sobre
o numero de elementos k de I. O teorema 3.5 permite-nos considerar I como sendo o conjunto
{1,...,k}. Para k = 1 estamos perante um resultado j& demonstrado (teorema 3.6). Suponhamos,
como hipdtese de inducao, que a implicacao é verdadeira para matrizes de ordem até k — 1. Pela
Foérmula do Quociente tem-se

(AlArr) = ((Ala11)|(Arrlain))

Mas (A|a11) € SRDD e (Ajr|a11) € SRDD. Como (Asr|air) é de ordem k — 1 entéo pela hipStese
de indugao tem-se ((A|a11)|(Arrla11)) € SRDD, ou seja, (A|A;r) € SRDD.

De notar que, ao contrario do que se passa com o Complemento de Schur, as matrizes des-
tas classes nao sao invariantes em relagao a operacoes pivotais principais. A titulo de exemplo,
consideremos a matriz

3 2
A =
1 3

Verifica-se facilmente que A € SDD e que portanto pertence a todas as outras classes estudadas
nesta seccao. Se efectuarmos uma operacao pivotal principal com pivot a11, obtemos

win

1
_ 3
A:

Wi~

1
3

que nao pertence a nenhuma das classes referidas.

3.3 Matrizes Positivas Definidas e Positivas Semi—Definidas
Definigao 3.2 Seja A uma matriz quadrada.
o A matriz A € positiva definida (A € PD) se e s6 se 7 Az > 0 para todo o x # 0.

o A matriz A é positiva semi—definida (A € PSD) se e s6 se 27 Az > 0 para todo o x.

Além disso, notaremos por SPD e SPSD as classes das matrizes simétricas PD e PSD respec-
tivamente. Como consequéncia imediata das defini¢gbes tem-se

PD < PSD
U U
SPD < SPSD

Para qualquer matriz A tem-se
1 T 1 T
A= §(A+A )+§(A—A )
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Além disso, para qualquer vector x vem
T
t"(A- ATz =a2"Az — 2" ATe = 2" Az — (2" Az)” =2TAz — 2" Az =0

Portanto
A € PD(SPD) < A + AT € SPD(SPSD) (3.15)

As defini¢oes apresentadas mostram que para verificar se uma matriz A é PD ou PSD ¢é ne-
cessario estudar o sinal da forma quadrética zT Az para todos os vectores x, o que é bastante
dificil de fazer na pratica. Como veremos mais adiante, é no entanto possivel desenvolver proces-
sos bastante eficientes para esse efeito.

Tal como as matrizes diagonalmente dominantes, também as submatrizes principais destas
classes pertencem a estas classes, isto é, tem-se

Teorema 3.9
1. A e PD(PSD,SPD,SPSD) < A;; € PD(PSD,SPD, SPSD) para todo o I C {1,...,n}.
2. (a) A€ PD(SPD) = a;; >0, para todo 0 i =1,...,n.
(b) A € PSD(SPSD) = a;; > 0, para todo 0 i =1,...,n.
3. (a) A€ PSD eay; =0= ai; +aj; =0 para qualquer j.
(b) A€ SPSD e a;; =0 = a;; =0 para qualquer j.
4. A€ PD(SPD) = A € ndo singular.

Demonstracao: As partes 1. e 2. sdo bastante ficeis de provar, pelo que a sua demonstragao
é deixada como exercicio. Em relagdo a parte 3. seja a; = 0 e j # ¢ um indice qualquer. De 1.

vem
M:[““’ ‘“j]z[ 0 “”]GPSD
aji  Ajj aji  jj

Seja a = a;; + aj; e provemos que « = 0. Para isso consideremos o vector z = (1, BT, com 3
um numero real qualquer. Entao

1177 0 ay 1
oMo = [5} {aji ajj‘Hﬁ]

Baj; + Blaji + aij)
= (aj; + Ba

Mas 2T M« > 0 e portanto ﬁQij + Ba > 0. Tal acontece apenas se a® < 0, ou seja, se a = 0.

O caso de A € SPSD ¢ consequéncia imediata deste ultimo resultado e do facto de A ser
simétrica.

A demonstragdo de 4. é feita por absurdo. Se A é uma matriz singular, entdo existe pelo
menos um vector x # 0 tal que Az = 0. Portanto 27 Az = 0 e isso contradiz o facto de A ser PD.

E de notar que uma matriz PSD ou SPSD pode ser singular. Com efeito, seja

T Az = [2129] { b1 } {xl = (21 +22)2 > 0



Donde A € PSD. Além disso A é singular pois o seu determinante é igual a zero.

Se P é uma matriz de permutagao entao
' PT APz = (Px)T A(Px)
e portanto obtemos o seguinte teorema

Teorema 3.10 Se P ¢ uma matriz de permutacdo, entao:
1. A€ PD(SPD) = PTAP € PD(SPD).
2. A € PSD(SPSD) = PTAP € PSD(SPSD).

A préxima propriedade mostra que as matrizes PD e PSD sdo invariantes em relagdo a
operagoes pivotais principais.

Teorema 3.11 Se A € PD(PSD) e A ¢ uma transformada principal de A, entdo A € PD(PSD).

Demonstragao : Suponhamos que A é obtida de A por uma operacio pivotal principal
com pivot Ajr. Devido ao resultado anterior podemos supor que o conjunto I é constituido pelas
primeiras k linhas de A. Portanto podemos escrever o sistema y = Az na forma

[y [ A A | [ oar ]
Lys | LA Asg || T

Se efectuarmos uma operagao pivotal principal com pivot Ay, obtemos

[z :_{_111 {LJ_ yr |
Lys | | A Ags | | v |
Entao
o - (2] 22212
Ty Ayr Ay Ty T YJ

T T - -

B yr xr | | yr Ar Apg yr | _ T4

= = < < =w w
T YyJ g Asr Agg TJ

Donde A € PD(PSD) se A € PD(PSD).

E de notar que esta propriedade nao é véalida para matrizes SPD e SPSD, pois as operagoes
pivotais nao preservam a simetria.

O Complemento de Schur de uma matriz A;; em A é uma submatriz principal da transformada
principal de A que se obtém por uma operagao pivotal com pivot Ar;. Além disso o Complemento
de Schur de uma matriz simétrica é também uma matriz simétrica. Entao verifica-se o seguinte
resultado:

Teorema 3.12
1. A € PD(SPD) = (A|A;;) € PD(SPD) para qualquer I C {1,...,n}.
2. A € PSD(SPSD) e A1 ndo singular = (A|Arr) € PSD(SPSD) para qualquer I C {1,...,n}.
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E de notar que em 1. Aj; é ndo singular para qualquer conjunto I, devido ao teorema 3.9.
Como consequéncia dos trés ultimos teoremas, podemos ainda estabelecer as seguintes propri-
edades:

Teorema 3.13 Se A € PD(PSD), entao:
1. det(A) > 0(>0).
2. A= e PD(PSD se A ¢ nao singular).

3. Todos os menores principais de A sao positivos (nao negativos).

A demonstracao de 1. é semelhante & do teorema 3.7. A segunda propriedade é imediata, pois
A~1 ¢ a transformada principal de A que se obtém de A por uma operacio pivotal com pivot A.
Finalmente o resultado 3. é consequéncia imediata de 1. e do teorema 3.9.

Um resultado cldssico das matrizes simétricas positivas definidas e semi—definidas diz respeito
ao sinal dos valores préprios dessas matrizes. Essa propriedade é a seguir apresentada e demons-
trada como consequéncia das propriedades anteriores.

Teorema 3.14 A € SPD(SPSD) se e s6 se 0s seus valores préprios sao positivos (ndo negativos).

Demonstragao: Provemos apenas o caso de A € SPD, pois a demonstracao para A € SPSD
é semelhante. Seja entao A uma matriz SPD. Como A é simétrica, entao todos os seus valores
proprios sdo nimeros reais. Se A < 0 é valor préprio de A, existe um vector z # 0 tal que Ax = \x.
Portanto
2T Az = a2 <0

o que é impossivel por A ser SPD. Isso demonstra a implicagao =.

Suponhamos agora que todos os valores préprios A;,7 = 1,...,n de A sdo positivos. Se x* sdo
0s vectores proprios associados a A; e se @ é a matriz constituida pelos vectores coluna z’, entao
tem-se

A =QAQT

com A a matriz diagonal com elementos diagonais A1, ..., \,. Portanto
2T Ax = 2TQAQTx = (Q" )" A(QTx) > 0

e A € SPD.
Como o determinante da matriz simétrica A + AT é o produto dos seus valores préprios, e A
e A+ AT pertencem ‘a mesma classe de matrizes, entdo verifica-se o seguinte resultado:

Teorema 3.15 Se A € PSD e A+ AT ¢ ndo singular, entio A € PD.

Portanto matrizes SPSD nao singulares sao SPD.

3.4 Matrizes P e P

Definigao 3.3 Seja A uma matriz quadrada.
o A malriz A € de classe P (A € P) se e sé se os menores principais de A sdo positivos.

o A matriz A € de classe Py (A € Py) se e sd se os menores principais de A sdo ndo negativos.
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Portanto, se A é uma matriz de ordem n, tem-se
A€ P < det(Arr) > 0paratodoo I C{l,...,n}
A e Py det(Arr) > 0paratodoo I C{1,...,n}

Assim por exemplo

1 1 2
1 2 1 ep
1 1 5
pois:
a1 =1>0,a20=2>0,a33=5>0
1 1 1 2 2 1
det[l 2]1>0,det[1 5}3>0,det[1 5}9>0
det(A) =3 > 0

Das definigoes apresentadas conclui-se que toda a matriz P é necessariamente nao singular,
enquanto que matrizes Py podem ser singulares ou nao singulares. Além disso, para verificar se
uma matriz A é P ou Py é necessario determinar o sinal de 2" — 1 determinantes de submatrizes
principais de A, o que é extremamente trabalhoso mesmo para valores relativamente pequenos de
n. Seguidamente iremos estudar algumas das principais propriedades das matrizes destas classes.
Assim, como consequéncia imediata das defini¢oes, tem-se

Teorema 3.16

1. e AeP= A €P para todo o I C{1,...,n}.
A€ePy= A € Py para todo o I C{1,...,n}.

2. e AcP=ay>0paratodooi=1,...,n.
A €Py=ay >0 para todo oi=1,...,n.

Teorema 3.17

1. e AcP e AT € P.
[ A€P0<:>AT€P0,

2. Se A € P(Py), entio QT AQ € P(Py), com Q uma matriz de permutagdio.

O seguinte resultado mostra a invaridncia das matrizes destas classes em relagdo a operagoes
pivotais principais.

Teorema 3.18 Se A € P(Py) e A é uma transformada principal de A, entdo A € P(Py).

Demonstragao: Sejam J,L C {1,...,n} e consideremos a submatriz principal Ay de A.
Pelo teorema 3.1, tem-se
det(Asar,uaL)

det(AJJ)

em que JAL = JUL —JnNL. Como det(Ayy) > 0 e det(Ajar.sar) > 0, entdo det(Apy) > 0
para todo o L C {1,...,n}. Logo A € P.

det(f_lLL) =

Como consequéncia desta propriedade e do teorema 3.16 podemos estabelecer o seguinte resul-
tado:
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Teorema 3.19
1. AeP = (AlA;s) € P para qualquer J C{1,...,n}.

2. A€ Py e Ayy nao singular = (AlAyy) € Py para qualquer J C {1,...,n}.

Para terminar esta secgao provemos a seguinte propriedade:

Teorema 3.20 A € P se e s6 se para todo o vector x # 0 existe um indice i tal que z;y; > 0 para
y = Az.

Demonstragao: Seja x um vector nao nulo qualquer, y = Az e I # () um conjunto de indices
tal que z; # 0 para ¢ € I. Suponhamos por absurdo que z;y; < 0 para ¢ € I. Entao existe uma
matriz diagonal D;; de elementos nao negativos tal que y; = —Djrxy. Como Arjxy = yr, entao

—Drrxr = Az

ou seja
(Arr + Dyp)xp =0

com zy # 0. Portanto a matriz A;; + Dy é singular o que é impossivel por det(A;rr) > 0.

Como det(Asy) tem o sinal do produto dos seus valores préprios reais, entao a implicagio =
fica demonstrada se provarmos que qualquer valor préprio real A de A;; é positivo. Mas se \ é
um valor préprio real de Ay, entdo Arjz = Ax para certo vector z # 0. Além disso por hipétese
existe i tal que x; # 0 e z; (Arrz); > 0. Donde (Az);z; > 0 e Az? > 0. Portanto A\ > 0 e isso
demonstra a implicacao.

3.5 Matrizes S
Definigao 3.4 A matriz A diz-se da Classe S (A € S) se existir um vector x > 0 tal que Ax > 0.

Da definigdo apresentada conclui-se que mostrar que uma matriz A é S consiste em encontrar
um vector 0 # x > 0 que satisfaga Ax > 0. Em certos casos esse problema é muito simples. Assim
por exemplo, A € S se tem pelo menos uma coluna positiva. Com efeito, se i é o indice dessa
coluna, entao qualquer vector x com todas as componentes nulas a excepcao de z; satisfaz

Ax = 337,141 >0

Daqui também se conclui que toda a matriz positiva é S. Contudo, em geral, a determinagao de
um tal vector ndo se afigura assim tao simples. Com efeito, é ficil de ver, usando a teoria da
dualidade da programacao linear, que esse problema se reduz a mostrar que o conjunto convexo

K={x: ATz <0,eTz =1}
é vazio, onde e é um vector com todas as componentes iguais a um. Assim tem-se
AeSeK=10

Além disso, a verificacao de que K = () pode ser feita usando técnicas de programacao linear, que
estao fora do ambito deste curso.

O seguinte resultado é consequéncia imediata da definigao e a sua demonstragao é deixada
como exercicio.

Teorema 3.21 Se A € S, entdo existe um vector y > 0 tal que Ay > 0.
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Tal como para as classes PD e P, podemos garantir a invariancia das matrizes S em relagao a
operagoes pivotais principais:

Teorema 3.22 Se A ¢ uma transformada principal de A € S, entdo A € S.

Demonstragao: Seja

Arr Apg
A =
{ Ajr Agg }

e suponhamos que A é a transformada principal de A com pivot ndo singular A;;. Entéo

A { Arr o Apg ] _ { AL} — A7} Ary }
Ayr Agg A Ay (AlAn)

Por outro lado, se A € S, entao o sistema

yr = Anxr+ Az
yr = Ajrzr+Ajzy

tem uma solucdo (Zr, %7, ¥r,ys) > 0. Para mostrar que A € S basta-nos mostrar que

| ur | {_111 f__lzJ yr
A[QTJ}{AJI AJJ}[JU}>O

Mas,
Anrgr + Az = Atur— A Az
= A;II (Arrzr + Argzg) — A;IIAIJ.i'J
= Zr+ A Ay — A Ay
= >0
e
Agrgr + Agszy = AgrA;yr + (AlAn)zs
= AjuA7 (Auzr+Apzg) + (A — AjrAp Ary) 24
= ApZr+ A A AT+ Asgzg — At A Arsig
AjZr+ A2 =95 >0
Donde 4 € S.

Ao contrario das classes anteriormente estudadas, nao é possivel garantir que uma submatriz
principal e o Complemento de Schur de uma matriz S pertengam a essa classe. Com efeito,
consideremos o seguinte exemplo:

1 -1

Se z = [1,0]7 entdao Az = [1,1]T > 0e A € S. Contudo [as] €S e (Alai1) = [-1] €8S.

O préximo resultado mostra que a classe P estd contida na classe S.
Teorema 3.23 Se A € P, entdo A € S.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que A ¢ S. Entéao, pela teoria da dualidade da
programacao linear, existe um vector 0 # x > 0 tal que ATz < 0 [Murty, cap. 4]. Portanto, pelo
teorema 3.20, AT & P e também A & P.
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3.6 Matrizes Z e K
Definicao 3.5
o A matriz A diz-se da classe Z (A € Z) se a;; <0 para i # j.
o A matriz A diz-se da classe K (A € K) se A pertence as classes Z e P.
As matrizes K também sao conhecidas por matrizes M nao singulares e tem-se

K=7ZnP.

Como consequéncia da definigdo e do teorema 3.16, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.24
1. A€eZ = Aj; € Z para todo o I C {1,...,n}.

2. Ae K= A € K para todo o I C{1,...,n}.

Transformadas principais de matrizes Z e K ndo pertencem necessariamente a essas classes.
Com efeito consideremos a matriz

[ I _; } € 7(K)

A sua transformada principal obtida pela operacao pivotal com pivot a1, é dada por

1 1

_ 9 9
A:

S

9 9

e A¢7Z(K).

Como vimos atras, K é a interseccao das classes de matrizes Z e P. Seguidamente iremos
estabelecer que K também pode ser caracterizada pela interseccao das classes Z e S. Para isso
precisamos dos seguintes resultados:

Teorema 3.25 Se A € ZNS, entdo
1. Arr € ZNS para todo o I C{1,...,n}.
2. (Ala11) € ZNS.
3. det(A) > 0.

Demonstragao: 1. Suponhamos sem perda de generalidade que I é dado por I = {1,...,k}.
Entao podemos escrever
e { Arir Ay }

Ayr Ay

com J ={1l,...,n} —I. Se A € S entdo existe x > 0 tal que Az > 0. Mas A;; < 0 pois A € Z.
Portanto A;rxr > 0, o que implica que Ay € S.
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2. Se A €7ZnNS, entdo a1 > 0. Seja

ICT

a11 T

A =
Lb (A|a11)

aii

a transformada principal de A obtida por uma operagéo pivotal principal com pivot a1;. Entéo
A € 8, pelo teorema 3.22. Além disso, b < 0 e portanto tem de existir um vector y > 0 tal que
(Alai1)y > 0. Portanto (Alai1) € S. Como (Ala11) € Z, entao a propriedade estd demonstrada.

3. A propriedade é demonstrada por indugdo sobre a ordem n da matriz A. Se n = 1, entéo
A = [a11] e det(A) = a1 > 0. Suponhamos que a propriedade é verdadeira para matrizes de
ordem n — 1. Entao, por 2., det(A]ai1) > 0 e, pela férmula de Schur,

det(A) = ajidet(Alasr) >0

Como consequéncia destes resultados podemos estabelecer que as classes ZNP e ZN S sao
iguais.

Teorema 3.26 K=7ZNP=7ZnNS

Demonstragao: Como por definicao se tem K = Z NP e, pelo teorema 3.23, P C S, entao
basta provar que ZNS C ZNP. Seja A € ZNS. Entao pelo teorema anterior det(Arr) > 0, para
todoo I C{1,...,n}. Portanto A € P e o resultado estd provado.

Seguidamente apresentamos uma caracterizagao da classe K que é frequentemente usada como
definicao das matrizes K.

Teorema 3.27 Ac Ko A 1>0eAcZ

Demonstragao: A implica¢do [=] demonstra-se por indugdo, usando a invariancia do Com-
plemento de Schur para matrizes P e é deixada como exercicio. Para estabelecer a implicacao [<],
seja A uma matriz Z com inversa nio negativa e 2 um vector positivo. Entdo existe y = A~1z > 0
tal que

Ay=A(A"'2)=2>0

Portanto A € S e também A € K.

Este teorema mostra que para verificar se uma matriz A € Z é K basta calcular a sua inversa
e estudar o sinal dos seus elementos. Note-se que esse processo é bastante mais eficiente do que
verificar se A € P. Com efeito no primeiro caso ha que efectuar n3 operacoes e estudar o sinal de
n? elementos, enquanto que a verificacio de A € P requer o célculo de 2" — 1 determinantes. A
titulo de exemplo, consideremos a matriz

1 -1 -2
A= 0 2 -1
-1 -1 4

Como vimos anteriormente, o calculo da matriz inversa pode ser feito a partir de trés operagoes
pivotais sucessivas de modo a transformar y = Az em x = A~'y. Se escrevermos

Y1 1 -1 -2 I
Y2 | = 0 2 -1 T2
Y3 -1 -1 4 T3
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e efectuarmos a operagao pivotal com pivot a1, obtemos

T 1 1 2 U1
Y2 = 0 2 -1 T2
Y3 -1 -2 2 I3

13 3
T Y1
x2 | = o 11 Y2
Y3 xs3
-1 -1 1

Portanto a inversa A~' de A obtém-se efectuando uma operacio pivotal com pivot ass. Se tal
acontecer, obtém-se

7 5
3 3 3
-1 _ 1 1
11 1

Donde A™' >0e A€ K.
Com base nos resultados até agora provados é possivel estabelecer a invariancia do Comple-
mento de Schur para matrizes K.

Teorema 3.28 Se A € K, entio (A|Arr) € K para qualquer I C {1,...,n}.

Demonstragao: Podemos escrever

Arr Ay
A fr—
{ Ay Ay }

com J={1,...,n} — I. Como A;; € K entédo Ajjl >0e
(A|Arr) = Ay — AjfAL A €7

Entao (A|Arr) € K pelo teorema 3.19.

3.7 DMatrizes H

Definicao 3.6 Dada uma matriz A € R"™", chama-se matriz companheira de A @ matriz M(A) =

[bi;] dada por
b lai;| se i=j
97\ oyl se i#)
A matriz A € da classe H (A € H) se M(A) € K.

Desta definicao imediatamente se conclui que todos os elementos diagonais de uma matriz H
sao nao nulos. Além disso, definimos a classe H; a partir de

AcH+ < A€Heay; >0,i=1,....,n
Ainda como consequéncia imediata das definicoes apresentadas, verifica-se o seguinte teorema

Teorema 3.29

(i) AeH(H,) e AT € H(H,)
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(i) Ae HH;) & Arr € HHy) para qualquer conjunto I C {1,...,n}
(iii) AcK=AecH,

Seguidamente apresentamos caracterizagoes das matrizes H em termos das matrizes estrita-
mente diagonalmente dominantes.

Teorema 3.30

(i) A € H(Hy) & Eziste uma matriz diagonal D de elementos diagonais positivos tal que AD €
SRDD(SRDD.).

(ii) A € H(H;) & Eriste uma matriz diagonal D de elementos diagonais positivos tal que DA €
SCDD(SCDD.).

Demonstragao: (i) Das definigdes apresentadas tem-se
AcHe M(A) eKe M(A)eZnS
Seja M(A) = [b;;]. Como M(A) € S, existe um vector d > 0 tal que M (A)d > 0. Mas

M(A)d>0 < Y byd;>0,i=1,...,n
Jj=1

& bidi+ Y bid; >0, i=1,...,n
j=1

J#i

n
& lagldi+Y_ (—lagl)d; >0, i=1,....n
j=1

J#i
Como d; > 0, para todo j =1,...,n, entdo M(A)d > 0 se e s6 se

n
|a“‘di| > Z |aijdj|, i = ]., 2, o, N
=
o que significa que AD € SRDD.

Seja agora A € Hi. Entao existe uma matriz diagonal D nas condicdes anteriores tal que
AD € SRDD. Além disso, os elementos diagonais de AD sdo da forma a;d; e portanto sdo todos
positivos. Donde AD € SRDD e a equivaléncia fica demonstrada para o caso das matrizes H.

(ii) Iremos apenas demonstrar o caso de A € H, pois a equivaléncia para matrizes H; é
estabelecida segundo a mesma linha de raciocinio apresentada em (i). Como A € H se e s6 se
AT € H, entao por (i) A € H se e s6 se existe uma matriz diagonal D de elementos diagonais
positivos tal que AT D € SRDD, ou seja,

DA = D"A e SCDD

Isso demonstra a propriedade.

As equivaléncias do teorema anterior podem ser escritas na forma

n
laii|d; > Z|aij|dj,i:1,27...,’n
j=1

I=t

T (3.16)
|aJJ|dJ > Z|a1_]|d17 j:1725"'7n

i)
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Além disso sao evidentes as seguintes inclusoes
SRDD ¢ H D SCDD , SRDDy ¢ Hy D SCDD4

Seja agora

Arr Apg
A =
{ Ajr Agg }

uma matriz com Aj; nao singular e D uma matriz diagonal por blocos da forma

D_{DH

Dy, }

com Djy; e Dy nao necessariamente diagonais e Dy nao singular. Entao

ArrDrr ArgDyy }

AD =
[ AjrDir AjiDgg

Como ArrDyr é nédo singular, entdo podemos calcular o Complemento de Schur (AD|ArDyy) e
tem-se

(AD|A;1Dr;) = AjjDyy— AjDrr(ArDr)” " ArsDyy
= (Ays —AsA;AL) Dyy

Mas

(AlAr) = (Ass—AsAL}An)

(D|Dr1) = Dyy
e portanto provamos a seguinte igualdade

(AD|A;1Dyr) = (A|Ar)(D|Dyy) (3.17)
Como consequéncia desta férmula podemos estabelecer o seguinte teorema

Teorema 3.31
(i) A€ H(H,) = (Alai) € H(H.)
(ii) A€ HHy) = det(A) #0(>0)
(ili) AcHL. = AeP
(iv) Ae HH;) = (A|Arr) € HH,) para qualquer conjunto I C {1,...,n}

Demonstragao: (i) Se A € H, existe uma matriz diagonal D de elementos diagonais positivos
tal que AD € SRDD. Entao pelo teorema 3.6

(AD|a11dy1) € SRDD
Mas pela igualdade (3.17) tem-se
(Ala11)(D|dy11) € SRDD

Como (D]dy1) é uma matriz diagonal de elementos diagonais positivos, entdo (Ala11) € H, pelo
teorema 3.30. A demonstracdo para A € Hy é semelhante e nao é por isso apresentada.

(ii) A demonstragao é feita por indugao sobre a ordem n da matriz A e baseia-se em (i) e na
Férmula de Schur.

(iii) E consequéncia de (i) e do teorema 3.29 (ii).
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(iv) A demonstragio é feita por inducdo sobre o ntimero de elementos |I| do conjunto I e
baseia-se em (i), (ii) e na Férmula do Quociente.

Para finalizar este capitulo apresentamos um grafo dirigido que resume as inclusoes entre classes
de matrizes que foram discutidas. Os nds do grafo constituem classes de matrizes, enquanto as
arestas representam relagoes de inclusdo. Notemos ainda que nesse diagrama NS corresponde a
classe das matrizes nao singulares.

NS
P, S
CDD RDD H P PSD
A A
1 \ /
DD
— | PD
A
v
SCDD H, el
SRDD /
/\
\/ , / SPSD
RDD ¢
SDD \
SCDD, DD, SPD
SRDD/,
SDD.,
Exercicios

1.
(a) Seja A uma matriz SPD. Mostre que
|2 Ay| < VaT Az\/yT Ay,
para quaisquer z e y e use este resultado para mostrar que
l]l4 = VaT Az

satisfaz os axiomas da norma.
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(b) Demonstre a igualdade de Cauchy-Schwarz:

2Tyl < lzll2llyll2

para quaisquer z e y.

(¢) Mostre que

3 1 1

A=11 2 0

1 0 2

é SPD e calcule ||(1,1,0)]] .
2. Considere as seguintes matrizes

2 0 1 -1 0 1 0 1 1
A= -1 2 1|,B= 4 2 0 |,C= 1 0 2
3 -2 1 -4 1 4 -1 2 1

Calcule:

(a) PiaAPys.

(b) PTAP, com P = Py3Ps3.

(c) As transformadas principais de A, B e C' com pivots de um elemento.
@ . (8] 30 02 |) (e o o2 ]). i), (Clew)

(e) det(A) e det(B) usando a férmula de Schur.

(f) A=teC~ L

3. Verifique a Formula do Quociente para

1
0
A= 1
-1

O O = =

4.
(a) Seja A € R™*™ uma matriz de caracteristica m < m e D uma matriz diagonal de
elementos diagonais positivos. Mostre que ADAT € SPD.
(b) Mostre que
D AT
A 0
é nao singular.
5. Seja
1 2 1
A=| -1 2 1
3 1 1

Determine A > 0 de modo que A + Al seja diagonalmente dominante por linhas, colunas, e
linhas e colunas.

6. Mostre que se A € CDD., entdo Ay; € CDD, para todo o conjunto I C {1,...,n}.
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7. Mostre que se P é uma matriz de permutacao, entao

A € SRDD = PTAP € SRDD.

8. Mostre que se A € PD entédo a;; > 0 para todo i.
9. Mostre que se A € PD entéao det(A4) > 0.

10. Verifique se as seguintes matrizes sao P:

1 21 1 -1 2
A=1|2 4 1|,B=| 1 3 -1
1 -3 1 -1 2 4

11. Mostre que se ) é uma matriz de permutacao, entao

AeP=QTAQ € P.

12. Verifique se as seguintes matrizes sao PD ou PSD:

1 2 -1 1 1 -1 1 -2 -1
A=13 1 2|,B=|2 4 1|,0=|-2 2 2
1 -1 2 1 -1 1 -1 2 3

13.

(a) Mostre que se A1 € PD e A; € PD, entao

_pT
4 " ) o
2

com B uma matriz qualquer de ordem apropriada.

(b) Mostre que se D é uma matriz diagonal de elementos positivos e C € SDD, entao

T
[ZB) _g } € PD.
(¢) Mostre que
1 0 0 -1 0 1 —2]
0 2 0 1 -1 0 -1
0 0 3 -2 1 0 1
1 -1 2 2 1 -1 0 e PD
0 1 -1 1 3 1 -1
-1 0 0 1 -1 1 2
2 1 -1 0 1 -2 1

14. Mostre que A € PSD < A + €l € PD para todo o € > 0.
15.

(a) Mostre que toda a matriz triangular com elementos diagonais positivos é P.

(b) Mostre que se A1, As € P, entao

A, B
0 A

} ep
com B uma matriz de ordem apropriada.
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16.
17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

(c¢) Mostre que

12 3 -1 1 -10 0 0
01 -1 0 2 -9 00
00 2 -1 4 5 00
00 0 4 -1 1 00
A= 00 0 1 3 -1 o0o0l€P
00 0 -2 1 5 00
12 -1 0 3 6 12
10 3 -4 5 7 -1 2

Mostre que se A € S entdo existe um vector z > 0 tal que Az > 0.

(a) Mostre que toda a matriz ndo negativa com elementos diagonais positivos pertence a

classe S.

(b) Mostre que toda a matriz com uma coluna de elementos positivos é S.

Verifique se as seguintes matrizes sao S:

12 1 10 1 2 -1
A=|-11 -1 |,B=| -1 2 -1 |,c=| -1 4
03 0 -1 1 0 -1 -2

Considere a classe Sy das matrizes que satisfazem a seguinte equivaléncia

A €Sy < Existe 0 # x > 0 tal que Az >0

. Mostre que
(A+el) eSparatodoe>0= A€ S

mas que a implicagao reciproca nao é verdadeira.
Verifique se as seguintes matrizes sao K:
L 1 -1 =2 -1 -2 0
A:[ ],B: -1 2 -1 |,C=] -3 1 -2 |,D=
-1 -3 -2 0 -1 3
Mostre que se A € K entdo A~! > 0.

Verifique se sao H ou Hy as seguintes matrizes

1 -2 1 -1 0 1 1 -
Ar=] 1 -1 0|,Ay=| -1 2 3 |,4;=]| -1
-1 2 3 -2 2 3 1 -

Mostre que se A é uma matriz H de ordem n, entao

(i) det(A) #0.
(ii) (A)Arr) € H para todo o conjunto I C {1,...,n}.

Determine os valores de x tais que as matrizes

r —1 2 1 2 1
A1 = -1 1 1 ,AQZ 1 =z 1
1 -1 =z -1 0 =z

sao
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(a) Hy.
(b) P.

25. Considere a classe de matrizes copositivas estritas SC definidas por
AESC(:)mTAm>Oparatod007ém20

(a) Mostre que
SDD, cSCcCS

(b) Estude a invaridncia das matrizes da classe SC em relagdo a submatrizes principais,
permutagoes principais, transformadas principais e Complementos de Schur.
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Capitulo 4

Métodos Directos para Sistemas
de Equacoes Lineares com
Matrizes Quadradas Densas

Neste capitulo debrugar-nos-emos sobre a resolugao de sistemas de equacgoes lineares de dimensoes
pequenas usando métodos directos. Esses processos procuram determinar a solucao exacta do
sistema e sé nao a obtém devido a erros de arredondamento. Devido as dimensoes dos sistemas
iremos supor que as matrizes sao densas, isto é, que os elementos da matriz sao todos considerados
diferentes de zero. Iremos comecar por discutir a resolucao de sistemas com matrizes triangulares.
A decomposicao LU é entao introduzida e usada na resolugao de sistemas de equagoes com ma-
trizes quaisquer. Seguidamente sao discutidos alguns assuntos relacionados com o uso de métodos
directos para a resolucao de sistemas, nomeadamente a escolha parcial de pivot, o escalonamento,
o refinamento iterativo e a estimagao do nimero de condigdo de uma matriz. Os métodos directos
e dos bordos sao processos alternativos para a determinacao da decomposicao LU de uma matriz
e sao a seguir descritos. A decomposicao LDU de uma matriz é também introduzida e torna-se
mais importante na resolucao de sistemas com matrizes simétricas. Esse assunto sera discutido
na seccao seguinte. Finalmente a determinacao da inversa e o calculo do determinante de uma
matriz serao tratados na iltima secgao deste capitulo.

4.1 Resolucao de sistemas triangulares

Seja L € IR™™™ uma matriz triangular inferior nio singular, z,b € IR"™ e consideremos o sistema
triangular inferior

Lx=1b (4.1)
ou seja
l11 1 b1
lor a2 To by
T 7 S % Tn by,
Como L é nao singular, entao [;; # 0 para todo oi =1,...,n, e portanto a solucao do sistema
(4.1) pode ser obtida resolvendo sucessivamente em ordem a 1, x2, ..., . Da primeira equagao

tem-se 71 = lbl—ll. Substituindo este valor de x; na segunda equacao e resolvendo em ordem a xo,
obtém-se B
b=l
Ty = ——F———
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Continuando o processo tem—se na ultima equagao

bn - (lnlfl +...+ ln,nflfnfl)

lnn

Ty =

" _ N T
Na prética o vector & = [Z1,Z9,...,Z,] pode ocupar o espago reservado por b, pelo que
podemos escrever o algoritmo para a resolugao do sistema Lx = b na seguinte forma

Algoritmo 1 (TRIANINF)

Para k=1,...,n faca

k—1
b — Z lkjbj
j=1

Ik

by, =

Se considerarmos agora o sistema
Uz=1» (4.2)

com U uma matriz triangular superior nao singular, entao é facil de obter o seguinte algoritmo
para a sua resolugéo:

Algoritmo 2 (TRIANSUP)

Para k=n,n—-1,...,1 faca

Para calcular o nimero de operacoes notemos que no passo k se tém k£ — 1 multiplicagoes, k — 1
adigoes e 1 divisao. Portanto o nimero total de multiplicacoes, adigoes e divisoes é dado por

Numero de multiplicagdes = @
Numero de adigoes = @ (4.3)
Numero de divisoes = n

Na pratica as multiplicagoes e as divisoes sao as operagoes com um peso mais forte na deter-
minacao do esfor¢o computacional de um algoritmo. Por isso podemos dizer que o nimero de
operagdes é 51 ou aind imero d des ¢ & 4+ O de O

peragoes ¢ -, ou ainda, que o nimero de operagoes ¢ 5~ 4+ O(n), onde O(n) representa termos
de ordem n.

Os algoritmos TRIANINF e TRIANSUP séo estéveis. Com efeito a solugdo Z de (4.1) obtida

pelo algoritmo TRIANINF ¢ a solugéo exacta do sistema (L + E)x = b, onde a matriz erro E

satisfaz

I1E]]oe < 1.01n€r]|L|| oo (4.4)
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com €y a precisdo da maquina. A demonstragdo deste resultado aparece em [Forsythe e Moler,
cap. 21] e ndo serd apresentada neste trabalho por ser demasiado técnica. Uma desigualdade
semelhante é valida para o algoritmo TRIANSUP.

4.2 Decomposicao LU

Consideremos o sistema

Az =b (4.5)

em que A é uma matriz quadrada de ordem n nao singular e b € IR". O processo mais comum
para o resolver assenta na obtencao da decomposi¢do A = LU, em que L é uma matriz triangular
inferior e U uma matriz triangular superior. Apds a determinacao dessa decomposicao a solugao
do sistema (4.5) obtém-se resolvendo os dois sistemas triangulares

Ly=b e Uzx=y (4.6)

usando os algoritmos TRIANINF e TRIANSUP.

A obtencgao da decomposicdo LU da matriz A é normalmente feita tentando transformar A
numa matriz triangular superior e aproveitando os multiplicadores necessarios para essa obtengao
para construir a matriz L. Assim, se a1; # 0, podemos escrever

1 a1 a2 ... Qip
(1) 2 (2
1 0 o
A=| . o e B OPTE (4.7)
mflll) 1 0 an) ~at
com W
m, = Z’—ﬁ, 1=2,...,mn (4.8)
a? = ay;—-mPayy, i>1,5>1 '
ij - ij i1 A15, 1 v J >
Considerando agora a matriz A em (4.7), e supondo que ag) # 0, podemos escrever
1 a1 a2 a3 ... Qip
1 0 ag) a%) .. aéi)
A@) — miy 1 0 0 aff ... af¥ (4.9)
m'y 1 0 0 o ... o

2 3 R . <
onde os elementos ml(.z) e al(.j) se obtém de acordo com féormulas semelhantes as apresentadas em
(4.8). Se repetirmos o processo mais n — 3 vezes, obtemos uma decomposi¢ao da matriz A da
forma

A=rVL® =Yy (4.10)

com U uma matriz triangular superior. Como

1
m(211) 1
LOL@ b = mi 1 (4.11)
.1 .2 .3
mgl) mgﬂ) m;; oo 1

é uma matriz triangular inferior, entao obtemos a decomposicao pretendida escrevendo L =
AON AN AL
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U

A= L

Figura 4.1: Representagao esquematica da matriz A apds a obtencao da decomposigao LU

Como afirmamos anteriormente, a decomposicao LU é determinada para a resolugao do sistema
(4.5). Com efeito, uma vez obtida a decomposicdo LU de A, a resolucdo de (4.5) resume-se a
resolugao dos sistemas triangulares (4.6). Como os elementos diagonais da matriz L sdo todos
iguais a um e sé s@o necessarios para efectuar divisoes (ver algoritmo TRIANINF), entdo nao
necessitam de ser armazenados. Por isso o espago de armazenagem para as matrizes L e U é de
n?. Por outro lado, a matriz A ndo é mais necessaria apés a obtencao da sua decomposicao LU.
Deste modo é possivel implementar o processo de decomposicdo LU de uma matriz A usando
apenas o espaco de armazenagem da matriz A e modificando os seus elementos de acordo com
férmulas do tipo (4.8). O algoritmo para a obtengao da decomposigdo LU terd entdo a seguinte
forma

Algoritmo 3 (DECOMP)

Para k=1,2,...,n—1 faca
Parai=k+1,....,n faca
Qik
ALk
Para j=k+1,...,n faca
| Qij = Qij — Qi

A, =

No final do processo a matriz A terd a forma apresentada na figura 4.1, isto é, os elementos
da diagonal e acima da diagonal pertencem a matriz U e os elementos nao diagonais da matriz L
sdo os elementos abaixo da diagonal de A.

Para calcular o niimero de operacoes necessarias para a obtencao da decomposicao LU de uma
matriz A, notemos que em cada passo k sdo necessdrias n — k divisdes, (n — k)? multiplicagdes e
(n — k)? adigdes. Portanto o nimero total de multiplicacdes e divisdes serd

n—1 2
—1
Z(n—k—)(n—kﬂ):% (4.12)
k=1
O ntmero total de adicoes é
n—1

> (n—k)? = (4.13)

Podemos por isso dizer que o ntmero de operagoes necessario para a obtengao da decomposigao
LU de A & % + O(n?).

Como a resolugao do sistema (4.5) se resume & obtengao da decomposi¢ao LU e & resolugao dos
sistemas triangulares (4.6), entdo a partir das expressoes (4.3), (4.12) e (4.13) obtemos o nimero
de operagoes para a resolucao do sistema Ax = b. Assim, tem—se

3

Multiplicacoes e divisoes para a resolucao de Ax =b: % +n?— g
3 2 5
Adigoes para a resolugao de Az = b : n + % — Fn
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e portanto a complexidade do algoritmo é %3 +0O(n?). De notar ainda que o espaco de armazenagem
necessério para resolver o sistema é n(n+1), ou seja, é igual ao espago de armazenagem necessario
para a matriz A e o vector b iniciais.

Como exemplo de ilustracao da resolucao de um sistema de equagdes lineares usando a decom-
posicao LU de uma matriz, consideremos o sistema Az = b com

1 1 2 4
A=1]1 01 ],b=] 2
0 -1 4 3

Tal como foi referido nesta sec¢do, ha que primeiramente determinar a decomposicdo LU de A
usando o algoritmo DECOMP. Para isso efectua-se a primeira iteragao, em que aj; é o pivot.
Segundo esse algoritmo, os elementos da linha do pivot (linha 1) ndo sdo alterados, enquanto
que os elementos da coluna do pivot (coluna 1) colocados abaixo do pivot sdo divididos por esse
elemento. Todos os elementos restantes pertencem ao Complemento de Schur e s@o por isso
calculados a partir de

Q5 = Qjj — Ak Ok

com a;x o elemento da coluna do pivot ja transformado. Assim no nosso caso tem-se

1 1 2
A—-AD =1 -1 -1
0 -1 4

. . (2)
Repetindo agora o mesmo processo para o pivot ay, vem

1 1 2
A® =1 -1 -1
0 1 5

Como a ordem da matriz A é igual a trés, entdo a matriz A®) fornece a decomposicao LU de
A e tem-se

1 0 0 1 1 2
L=(1 1 0], U=|(0 -1 -1
0 1 1 0 0 )

Para resolver o sistema Ax = b, hd que primeiramente calcular o vector y que é solucao do
sistema triangular inferior Ly = b. Entao tem-se

y1 =4
Ly=b= Yyo=2—y; = —2
y3=3—y2=5

A solugao do sistema é obtida resolvendo o sistema Uz = y, ou seja, tem-se

51‘3:5§{E3:1
Ur=y= —To=—-2+4+x3=>120=1
331:4—332—2333:1

Assim z = (1,1,1) é a solugao do sistema dado.

O processo de obtengdo da decomposi¢do LU que acabiamos de apresentar é usualmente co-
nhecido como Eliminagdo de Gauss. Este processo é o mais recomendado para matrizes densas
e consiste em modificar os elementos da matriz A segundo as regras explicitadas no algoritmo
DECOMP. A iteracgao k desse algoritmo é representada esquematicamente na figura 4.2.

Existem dois outros processos de obter a decomposi¢ao LU de uma matriz A, conhecidos por
método dos bordos e método directo. Estes processos requerem o mesmo nimero de operagoes
para obter a decomposigao e, apesar de nao serem muito usados com matrizes densas, assumem
particular importancia na obtengao da decomposicao de matrizes esparsas. Esses algoritmos serao
discutidos mais adiante.
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linha k

[ Modificado em iteragdes anteriores e ndo usado na iteragéo k
[] Usado e ndo modificado na iteragéo k

Il Modificado na iteragdo k

Figura 4.2: Tlustragao esquematica da progressao da Eliminacao de Gauss

4.3 Complemento de Schur e decomposicao LU

O processo de decomposi¢do LU pode ser apresentado de um modo bastante elegante usando o
conceito de Complemento de Schur. Com efeito, de acordo com o processo de decomposicao LU
podemos escrever a matriz A®) na forma

a1 bl
AR =TT
—C (A|a11)
ai
com b = (a12,...,a1,) € ¢' = (a21,...,an1)T. Se considerarmos as matrizes
ai; a2 aik
a1 a2 .o QoK
Akkz . . ) . s k:1,2,...,n (4.14)
a1 a2 cee Ak

entdo escrevendo aj; = (A11]4oo) e tendo em conta a Férmula do Quociente tem-se no fim do
segundo passo:

(A11]400) b
I
ct 2| (414
(A11]Ag0) (A22]A11) (Al42)

onde b2 e ¢? sdo constituidos pelos elementos ndo diagonais respectivamente da primeira linha e

primeira coluna de (A|A11). Portanto, por indugiao tem-se

(A11]Aoo) bl
(A22|A11) b?
AR) — 1 1
1 2 k
(A11|Aoo)C (A22|A11)C (Akkvikl’kl) b
S — AlA
(Akk|Ak71,k71)c (Al )
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onde b* e c* sdo constituidos pelos elementos ndo diagonais respectivamente da primeira linha e

primeira coluna da matriz (A|Ag—1k—1)-

Da descrigao apresentada podemos concluir que a decomposicao LU existe se e s6 se existir
(Agk|Ak—1k-1), paratodo o k =1,...,n — 1. Mas pela Férmula de Schur tem-se

det(Axk)
AlAr 1 1) = ApkAg—1k-1) = == 77—
(Apr|Ag—1,1-1) = det(App|Ap—1,1-1) det(Ax—1,5-1)

Podemos portanto enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.1 A = LU se e s6 se det(Agi) # 0, para todo o k = 1,...,n, com Ay, as matrizes
dadas por (4.14).

Consideremos agora uma classe de matrizes T. Da relagao entre a decomposicao LU e os
Complementos de Schur podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2 Seja T uma classe de matrizes tal que
AeT a1 #0 e (Alan) €T

FEntao
AeT=A=LU

Demonstragao: Se o elemento diagonal a;; de A é nao nulo, entdo a primeira iteracao do
processo de obten¢ao da decomposi¢ado LU pode ser efectuada. Como (Ala11) € T entdo o elemento
da primeira linha e primeira coluna é diferente de zero. Portanto pode ser levada a cabo a segunda
iteragao da decomposicao LU. O resultado é entao verdadeiro por indugao.

No capitulo 3 estuddamos vérias classes de matrizes nas condigoes do teorema 4.2. Em parti-
cular, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3 Se A é uma matriz P,H ou diagonalmente dominante (por linhas ou por colunas)
nao singular, entdo A = LU.

O resultado é igualmente vélido para todas as subclasses dessas classes apresentadas na figura
3.1, nomeadamente para as matrizes K, PD e estritamente diagonalmente dominantes por linhas
ou por colunas.

4.4 FEscolha parcial de pivot

Como afirmamos anteriormente, para a determinacao da decomposicdo LU de uma matriz A é
necessario e suficiente que os elementos agz) sejam diferentes de zero. Contudo, a verificagao de
tal propriedade nao conduz necessariamente a um algoritmo estavel, e portanto a resolugao de um
sistema Ax = b usando a decomposi¢ao LU poderd dar resultados erréneos. Como exemplo de

ilustracao do que acabamos de afirmar, consideremos o seguinte sistema

{ 0.003z; + 59.1429 = 59.17 (4.15)

5.291z1 — 6.130z2, = 46.78

o7



cuja solugao exacta é r1 = 10.0 e x2 = 1.0. Se efectuarmos a decomposi¢ao LU da matriz do
sistema e resolvermos o sistema usando essa decomposi¢ao com aritmética de arredondamento de
base = 10 e precisdo t = 4, entdo obtemos a solu¢ao dada por z; = 1.001 e zo = —10.00, que
obviamente é muito pouco correcta. No entanto se trocarmos a primeira e segunda linhas e resol-
vermos o sistema usando a decomposicao LU da matriz permutada e a mesma precisao, obtemos
a solugao exacta. A razao da obtencao de uma solugao sem significado prende-se com o facto
de o pivot 0.003 ser um nimero muito préximo da precisio da maquina 10~% que considerdmos
neste exemplo. A troca das linhas ultrapassa este problema e permite a obtengao de uma solugao
bastante precisa.

O exemplo apresentado mostra a utilidade da técnica da Escolha Parcial de Pivot, que consiste
em escolher para pivot da iteragao k (isto é, o elemento a( )) o elemento de maior valor absoluto
das linhas 7 > k e na coluna k. Se esse elemento estd na hnha r > k, entdo trocam-se as linhas r
e k e procede-se como anteriormente. Se usarmos esta técnica entdao tem-se

P,_1...PA=LU

com P; matrizes de permutacao correspondentes as trocas de linhas efectuadas. De notar que,
se nao houver necessidade de troca de linhas na iteragao k, entao P, = I, onde I é a matriz
identidade de ordem n.

A andlise do algoritmo para a obtencao da decomposicao LU com escolha parcial de pivot
mostra que se LU = P(A+ E), onde E é a matriz erro, entao

1]l < n®enrgllAll (4.16)
onde €y é a precisao da maquina e g é o Factor de Crescimento definido por

(o
== (4.17)

- max |y
i,J
com az(;?) os elementos das matrizes A*) obtidas no processo de obtencéo da decomposicao LU com

escolha parcial de pivot. A demonstragao deste resultado é muito técnica e aparece em [Forsythe e
Moler, cap. 21]. Portanto esse processo é estavel se g for pequeno. Mas das férmulas (4.8) tem-se

|(| | |
|“>|

e
a1 < lai3| + i llaiy | < 2max fai)| = 2 max fas|
Usando o método de indugao, facilmente se conclui que
(k) k-1
la;;’| <2 Hzng|az‘j|
paratodoo k=1,...,n— 1 e portanto g < 2"~!. Além disso, é possivel construir uma matriz A

para a qual g = 2"~ 1. Portanto o processo de escolha parcial de pivot pode conduzir a resultados
numeéricos pouco precisos. Contudo na pratica o valor de g é bastante pequeno, e a escolha parcial
de pivot é por isso uma técnica bastante recomendavel e universalmente aceite para a resolugao
de sistemas de equagoes lineares com matrizes densas.

Consideremos o sistema (4.5) e suponhamos que usdmos escolha parcial de pivot para obter a
decomposigao LU de A. Entéo a solugdo Z obtida na resolucao do sistema (4.5) é a solugdo exacta
do problema

(A+6A)z=1b (4.18)

Para estudar a estabilidade do processo de resolugao do sistema iremos obter um limite superior
da norma /., da matriz erro § A. Notemos que a imprecisao da solugao obtida é devida aos erros
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de arredondamento na determinacao da decomposi¢ao LU de A e na resolucao dos dois sistemas
triangulares (4.6). Podemos ent@o escrever A+ E = LU com E a matriz erro da decomposicao
LU e além disso

(L+0L)(U+6U)z =0 (4.19)

onde 6L e dU sdo as matrizes erro relativas a resolucao dos dois sistemas triangulares. Mas de
(4.18) e (4.19) vem
0A=FE+USL+ LOU + 0LSU

Além disso, das férmulas (4.4), (4.16) e (4.17), e tendo em conta que todos os elementos da
matriz L sao em valor absoluto menores ou iguais a um, tem-se

I1Llloe <m0
[1Ulleo < nmax us| = ng max|aq;| < ngl|Alle
, ,

[[0L]|oo < 1.01n€ps||L||0o < 1.01n%p,
110U |00 < 1.01neps]|U||00 < 1.0102€pr]| Al oo
|1Elloe < n*eargl|Alloo

Como n2ep < 1, entdo
I6L]|oo|[6U]|oe < 1.01*n€nrgl|Alloe < 2n*enrgl|Alloo
Portanto

10A]loo 1Elloo + [[Ulloo[[6 Lo + | Lloo 10U [|oo + (0L} |00 10U ||

1.01(3n” 4 2n°)g[ Al o€

IAIA

e a resolucao de sistemas de equacodes lineares com escolha parcial de pivot é um processo estavel
. B . k
se g for pequeno. E de notar que o calculo do valor de g envolve a determinagao de max |a§j)|
1,52k

para o que é necessario efectuar

n—1 713
> (n—k)?= 5t O(n?)
k=1

comparagoes. Portanto a determinagao de g exige um grande esforco computacional. Contudo,
como afirmamos anteriormente, esse valor de g nao necessita de ser calculado, pois é normalmente
bastante pequeno.

Para a implementagao da escolha parcial de pivot consideramos um vector perm de n niimeros
inteiros, onde para k = 1,...,n — 1, perm(k) = j significa que no passo k a linha j é a linha
do pivot. Além disso perm(n) contém o nimero de trocas efectuadas, o que, como veremos mais
adiante, terd importancia no célculo do determinante de uma matriz. Esse vector é inicializado
com perm(i) = 0, para todo o i = 1,...,n. Se na iteragdo k o pivot estiver na linha j > k, entéo
os elementos das linhas j e k sdo trocados dois a dois e 0 mesmo acontece as componentes j e k do
vector perm. Além disso perm(n) é incrementado em uma unidade nesse caso. Se introduzirmos
essas alteragbes no algoritmo 3, entdo obtemos a decomposi¢do LU da matriz PA, onde a matriz
de permutagao P é dada pelo vector perm. Como PA = LU, entdo a resolugao do sistema (4.5)
reduz-se a resolucao dos sistemas triangulares Ly = Pb e Uz = y, pelo que o algoritmo 2 tem de
ser modificado, ficando com a forma seguinte

Algoritmo 4
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bpev"m(l) by
Para k=2,...,n

br < bperm(k)

k—1
bk = bk — Zakjbj
Jj=1

Neste algoritmo, a < b significa troca de valores entre as variaveis a e b.
Como exemplo de ilustracdo deste algoritmo, consideremos o sistema de equagoes lineares

Az = b com

11 1 2
A=|2 1 -1 |,b=|5
12 1 3

Tal como foi referido anteriormente, consideremos inicialmente o vector
perm = [ 0 0 O }

Na primeira iteracao do processo de obtencao da decomposicao LU com escolha parcial de pivot,

o pivot é o elemento
|a21| = max{|ai1| 1= ]., 2,3}

Entao trocam-se as linhas 1 e 2, ou seja, obtém-se a matriz

2 1 -1
PpoA=|1 1 1
13 1

Além disso o vector perm passa a ser igual a [ 2 01 ] Usando o primeiro elemento diagonal
da matriz Pj3 A como pivot e efectuando uma iteragao do algoritmo DECOMP obtém-se a seguinte

matriz

2 1 -1

2
(PeA)® =14 § 3
1 3
7 13

Na segunda iteragao a escolha parcial de pivot indica ag) como pivot e portanto ha que trocar as
linhas 2 e 3 da matriz. Entao perm = [ 2 3 2 } e

2 1 -1
(PpPpA)® =1 1 3
11 3
2 2 2
Efectuando agora uma iteragdo com pivot ag) obtém-se
2 1 -1
(PyPppd)® = | 1 1 2
11 3
2 2 1
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Portanto

P32P12A = LU
com
1 2 1 -1
1 3
1 1 3
7 3 1 1

Além disso as matrizes de permutacao estao “armazenadas” no vector perm = [ 2 3 2 ] Para
resolver o sistema ha que resolver os sistemas triangulares

Ly = P32P12b, Uxr = Yy

Para isso ha que calcular primeiramente P32 P12b 0 que se faz do seguinte modo

5 5
P3oPiob= P3o (Piob)=Pso | 2 | = 3
3 2
Depois resolvem-se os sistemas
5
Ly=1|3 |, Uz=y
2

e obtém-se a solugao = = [1 2 1]7.
Na pratica as matrizes de permutagao nao sao armazenadas, mas em vez disso é utilizado o
vector perm, sendo o sistema Ly = Pb resolvido de acordo com o algoritmo 4. Note-se que

perm(l) =2=0b; > by =b=[523]
perm(2) =3 =by —> b3 =b=[532]
Isto mostra que o vector b obtido apds as duas trocas de linhas é exactamente o mesmo que foi
determinado usando as matrizes de permutacgao.
E importante notar que uma matriz é nao singular se e s se é possivel obter a sua decomposigao

LU com escolha parcial de pivot. Com efeito, suponhamos que nao é possivel encontrar um pivot
diferente de zero numa determinada iteracdo k. Entao a matriz A®) tem a forma

A _ | A AYE)]
A Al
com
0 a,(f,)cﬂ a,(ﬁl)
A = | : © | = (AlAn)
ol . ol

Portanto pela Férmula de Schur
det(A) = det(AH)det(A|A11) =0

0 que mostra que a matriz A é singular.

Devido ao uso de aritmética de precisao finita, pode acontecer que uma matriz seja singular
e nao apareca uma coluna nula no processo de decomposicao. Na pratica, é considerada uma
tolerancia da ordem de /€ps e o processo termina com uma mensagem de singularidade da matriz
sempre que o pivot a escolher tenha valor absoluto inferior a essa tolerancia.

Na préatica é muitas vezes da méaxima conveniéncia a implementacao de algoritmos orienta-
dos por colunas, em virtude de ser esse o modelo de armazenagem de algumas linguagens de
programagcao, como o FORTRAN 77 ou, mais recentemente, o FORTRAN 90. Nesse sentido,
apresentamos na figura 4.3 formas orientadas por colunas para a decomposicdo LU e para a re-
solucao dos sistemas triangulares.
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Algoritmo 5 (Decomposicao LU)

Para k=1,2,...,n—-1

Parat=k+1,...,n

Para j=k+1,...,n

Parai=k+1,...,n

Aj5 = Q55 — QikAkj

Algoritmo 6 (Resolucao de Ly =b)
Parak=1,....n—1

br+1 bry1 Ak+1,k
- b
bn bn ank
Algoritmo 7 (Resolugao de Uz =b)
Para k=n,n—-1,...,2
b
b = ——

Qg

b b aik

: = : bk

br_1 br—1 ak—1,k

Figura 4.3: Forma orientada por colunas para a decomposi¢ao LU e resolucao de sistemas trian-
gulares
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4.5 Escalonamento

Diz-se que duas matrizes A e B sdo Diagonalmente Equivalentes se existem duas matrizes diagonais
D; e D5 nao singulares tais que
B = D;'AD, (4.20)

Consideremos agora o sistema (4.5) e seja B uma matriz diagonalmente equivalente a A. Entao
os sistemas Az =be
Dy 'ADyy = D' (4.21)

sao equivalentes, pois T é solugao de Ax = bseesésey = D;li é solucao do sistema (4.21). Apesar
de equivalentes, o uso da decomposi¢ao LU (com ou sem escolha parcial de pivot) para a resolugao
dos dois sistemas pode conduzir a solugoes completamente diferentes. Assim, por exemplo, se
considerarmos o sistema (4.15) e multiplicarmos todos os elementos da primeira equacio por 10%
obtemos o seguinte sistema

591700

46.73 (4.22)

30z1 + 591400z2
5.29121 — 61302

Se utilizarmos a técnica de escolha parcial de pivot com aritmética de arredondamento de base
[ = 10 e precisao t = 4, entao obtemos a solu¢ao x; = 1.001 e zo = —10.0, que como vimos é
bastante errénea. Notemos que as matrizes A e B dos sistemas (4.5) e (4.22) respectivamente sdo
diagonalmente equivalentes, pois satisfazem a equagao (4.20) com

4
e[ ][]

Esta técnica de multiplicar as linhas e colunas da matriz [A]b] de um sistema de modo a obter
um sistema cuja matriz seja diagonalmente equivalente a A é denominada Escalonamento.

O exemplo anterior mostra que a técnica de escalonamento pode conduzir a resultados bas-
tante perigosos, mas também pode fazer com que a solugao do sistema obtida pelo processo de
decomposicao LU seja bastante melhor, conforme facilmente se conclui considerando o sistema
(4.22) como o original.

O resultado fundamental em que se baseia a técnica de escalonamento afirma que, se A e B
sao diagonalmente equivalentes tais que B = D7y YAD,, entdo as solucdes dos sistemas (4.5) e
(4.21) sao exactamente iguais se os elementos diagonais das matrizes Dy e Dy forem poténcias de
B (onde 8 é a base do sistema de virgula flutuante) e se a ordem de pivotagem para a obtengao
das decomposigoes LU de A e de B for a mesma. Esse resultado é alids confirmado no exemplo
anterior, pois 8 = 10 e a ordem de pivotagem usada no sistema (4.22) é a mesma que a ordem
original usada na determinacdo da solugao do sistema (4.15) sem escolha parcial de pivot.

Pode-se agora perguntar qual a razdo que faz com que o mesmo processo de escolha par-
cial de pivot possa dar resultados tao diferentes em sistemas diagonalmente equivalentes. Como
afirmdamos anteriormente, o nimero de condicao da matriz A é o factor que mais condiciona a
resolugao numeérica de um sistema de equacoes lineares. Mas se A e B = Dy YAD, sao matrizes
diagonalmente equivalentes, entao

cond(B) = |[Dy'ADs| || (Dy'ADy) " |
= [|Dy ADs|| - [|Dy P ATID, |
< [T AL [[Dafl - 1D - [JATH] - D]
ou seja
cond(B) < cond(Dy) - cond(D3) - cond(A) (4.23)

Esta desigualdade significa que o nimero de condigao de B pode ser bastante superior ao
nimero de condigdo de A (é justamente o que acontece no exemplo anterior) e isso vai tornar
a precisao numérica da solugao obtida pelo processo de decomposicao LU bastante mad mesmo
usando escolha parcial de pivot.
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A desigualdade (4.23) mostra que as matrizes D; e Dy devem ser escolhidas de modo a que
cond(D; 1AD2) seja o menor possivel. Apesar deste problema de optimizacao estar teoricamente
resolvido, nao existem algoritmos eficientes para encontrar essas matrizes D1 e Do. Uma técnica
que tem fornecido bons resultados experimentais consiste em escolher as matrizes D1 e Dy de
modo a que a matriz B = Dy 1 AD, de elemento genérico b;; seja Equilibrada Por Linhas ou Por
Colunas, isto é, satisfaca

B~' < max |b;| <1, paratodoo i=1,...,n
1<j<n

671 < max |bij| <1, paratodoo j=1,...,n
1<i<n

respectivamente, com 3 a base do sistema de virgula flutuante usado. Contudo mesmo neste caso
pode haver problemas por nao haver um processo unico de equilibrar uma matriz, podendo-se
obter uma matriz com bom ou mau nimero de condigao. Assim, por exemplo, considere-se a

matriz
1 1 2x10°

A=12 -1 10°

1 2 0
Se escolhermos
107!
Dy = 101 , D;l =7
10710
obtém-se a matriz
0.1 0.1 0.2
Bi=D;'AD;=| 0.2 -0.1 0.1
0.1 0.2 0.0

que ¢é equilibrada por linhas e por colunas. Por outro lado, para

10710

Dyt = 10710 Dy =

?

10~1

tem-se
10~10 10719 0.2

By =D;'ADy = | 2x 10719 —10719 0.1
0.1 02 0

que também é equilibrada por linhas e por colunas. E contudo possivel verificar que o nimero
de condicao de B; é bastante inferior ao de By, pelo que a solugao do sistema com a matriz By
deve ser bastante melhor. De notar que as linhas da matriz B; tém normas £, iguais, o que nao
acontece com By. Escalonar as linhas de modo a que tenham normas /., iguais é em geral um
bom procedimento pratico. De notar que a matriz By satisfaz essa pretensao, o que nao acontece
com Bs e muito menos com a matriz A.

4.6 Refinamento iterativo

O Refinamento Iterativo é uma técnica a posteriori que visa melhorar a precisdo numérica de uma
solucao T do sistema (4.5) obtida pelo processo descrito anteriormente. Se T é a solugao do sistema
(4.5), entao o residuo

r=Azr—b (4.24)

satisfaz ||r||] = 0. Contudo, devido & ocorréncia de erros de arredondamento no processo de
resolugao do sistema (4.5), o residuo é normalmente nao nulo. Se Z ¢ a solucdo do sistema

Az =r (4.25)
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entdo T + Z é uma solugao do sistema (4.5) e tem uma precisao melhor que Z. O Refinamento
Iterativo consiste exactamente em repetir o processo acabado de descrever até se atingir uma
solucao com uma precisao aceitavel. E evidente que o refinamento iterativo estd sujeito a erros
de arredondamento, nomeadamente no célculo do residuo e na resolugao do sistema (4.25). Para
obstar ao primeiro problema o vector r é calculado em precisdo dupla. O segundo tipo de erros
de arredondamento é que vai determinar o nimero de iteragoes executadas até se obter uma dada
precisao. Na figura 4.4 apresentamos os passos deste processo.

Algoritmo 8
Seja € uma tolerancia para zero que depende
da precisao que pretendemos para a solucdo do
sistema e T a solugao obtida usando decomposicao LU

com escolha parcial de pivot (se necessdrio).

(1) Calcule r = b— AT em precisao dupla.

(2) Se ||r]| <€, T € a solugdo pretendida e pdre.

De outro modo resolva, em precisao simples,
Az=r

e obtenha a solucdo Zz.

Faga T =2+ z e volte a (1).

Figura 4.4: Refinamento iterativo

Para estudarmos a convergéncia do processo, seja = a solugdo exacta do sistema (4.5) e seja Z
a solugao calculada pelo processo de decomposicao LU. Entao o erro e dessa solugao satisfaz a

e=x—2=A"—z=A""b—Az)=A"'r
Portanto
llell < 1AM Il (4.26)

Como a solucao Z foi obtida por um processo estavel e
n
ri =b; — E ai;Tj, i=1,...,n
Jj=1

entao muitas parcelas do somatodrio anterior cancelarao umas com as outras e com os digitos mais
significativos das componentes b;. Deste modo a i-ésima componente r; de r tem uma grandeza
sensivelmente igual & grandeza dos digitos menos significativos do maior (em valor absoluto) dos
termos a;;Z;, ou seja, r; ¢ da grandeza [ mjax|aij||fj|, com 3 a base do sistema de virgula

flutuante. Entao podemos escrever

Il = 871 All - [zl (4.27)
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Considerando que a desigualdade (4.26) se verifica quase como uma igualdade, entao, de (4.26)
e (4.27), tem-se
llell = B~ Al - [|JA7H] - [|z]]

ou seja
|le]| ~ cond(A)]|z|5~* (4.28)

Seja cond(A) = GP. Entao tem-se
el = ||z[7~*

Se p > t, entdo o erro da solucdo T é superior ao préprio ||Z|| e portanto a solu¢do Z é bastante
errénea. Isso confirma que solugoes de sistemas com matrizes mal condicionadas sdo normalmente
bastante pouco precisas. Assumamos portanto que p <t — 1 e seja ¢ =t — p. Entéo

ﬂ ~ 374
|z
ou seja, T tem sensivelmente ¢ digitos correctos.

Como r é calculado em precisao dupla, entao podemos assumir que r tem t digitos correctos.
Quando resolvemos o sistema Az = r, entdo, de acordo com o discutido anteriormente, obtemos
uma solugao z com ¢ digitos correctos. Esses algarismos irao corrigir os primeiros ¢ digitos incor-
rectos de T e assim T + Zz tem 2q digitos correctos. Portanto, para se obter uma solucao com ¢
digitos correctos sao necessarias k iteragoes, onde k é o menor inteiro positivo que satisfaz kq > t.

Da discussao apresentada imediatamente se conclui que o nimero de condi¢do da matriz A
desempenha um papel determinante na convergéncia do processo de refinamento iterativo. Assim,
se cond(A) =~ ¢, entdo o processo nao converge. Por outro lado, a convergéncia serd tanto mais
rdpida quanto menor for o nimero de condicdo de A, sendo a eficiéncia do processo bastante
grande para matrizes bem condicionadas. A titulo de exemplo consideremos o sistema Az = b
com

3.3330 15920 —10.333 15913
A= 22220 16.710 9.6120 | ,b= | 28.544
1.5611 5.1791 1.6852 8.4254

que tem solucio z = (1,1,1)T. Se resolvermos esse sistema usando escolha parcial de pivot e
ey = 1072 obtemos a solucio

Z = (1.20010, 0.99991, 0.92538)

Calculando o residuo r em precisdo dupla (eps = 1071) e considerando apenas as cinco primeiras
casas decimais de cada componente, vem

r = (—0.00518,0.27413, —0.18616)

Agora hé que resolver o sistema
Az=r

obtendo-se a solugao gy = (—0.20008,0.00008, 0.07460). Donde
Z 4 z = (1.00002, 0.99999, 0.99998)

Portanto a solugao corrigida ja tem quatro casas decimais correctas. E de notar que se calcularmos
a inversa com o mesmo tipo de precisao (ep; = 1075) e seguidamente o nimero de condi¢ao da
matriz A obtemos cond(A4) = 15999. Portanto nimero de condigdo da matriz tem uma grandeza
da ordem de 10* e dai sermos capazes de obter 4 casas decimais correctas em apenas uma iteracao.
Isso confirma a andlise apresentada anteriormente. Segundo essa mesma andlise nao deve haver
hip6tese de melhorar a precisao da solugao se prosseguirmos o processo de refinamento iterativo.

Apesar de se tratar de um processo bastante rapido para matrizes bem condicionadas, o refina-
mento iterativo nao é muito usado, particularmente na resolucao de sistemas de equacoes lineares
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com matrizes densas. Com efeito, a experiéncia tem mostrado que a técnica de decomposi¢ao LU
com escolha parcial de pivot conduz normalmente a solugoes bastante precisas se precisao dupla for
usada mesmo em casos de matrizes relativamente mal condicionadas. Por outro lado, se a matriz
for bastante mal condicionada, o refinamento iterativo revelar-se-a incapaz de fornecer qualquer
ajuda, pois normalmente nao converge. Uma outra desvantagem prende-se com a determinacao do
residuo que obriga a guardar uma cépia da matriz A e do vector b originais do sistema (4.5), o que
conduz a duplicagao do espago de armazenagem. Além disso, nao obstante a decomposicao LU
de A poder ser usada na resolugao dos sucessivos sistemas Az = r, cada iteracao do refinamento
iterativo necessita de 2n? + O(n) operacdes. Finalmente, o processo é dependente da arquitectura
computacional em utilizagao.

Devido as razoes aduzidas, o refinamento iterativo é pouco recomendado na resolucao de siste-
mas de equacoes lineares, embora recentemente o seu uso tenha vindo a ser sugerido na resolugao
de sistemas de equagoes lineares com matrizes esparsas.

Da primeira iteracao do refinamento iterativo podemos obter um estimador para o nimero de
condigao de uma matriz A. Com efeito, da discussao anterior, se T é a solugao obtida pelo processo
de decomposicdo LU com escolha parcial de pivot e zZ é a solucdo do sistema (4.25), entdo sao
introduzidos ¢ digitos correctos na solugao ¥ + z. Portanto

S xpl = ﬁp—t
|1z
Como cond(A) = P entdo tem-se
z
cond(4) ~ %Bt (4.29)

A experiéncia tem mostrado que esta estimativa ndo é mé, mas existem processos mais eficientes
para estimar o ntimero de condigao. Uma dessas técnicas é apresentada na secgao seguinte.

4.7 Estimacao do nimero de condicao de uma matriz

Devido a importancia que o nimero de condigao assume na resolucao de sistemas de equagoes
lineares, hd todo o interesse em se conhecer o seu valor antes de resolver um sistema. Contudo
o seu célculo exacto necessita da determinagdo da norma da inversa de A e isso é impraticdvel.
Nesse sentido, tém vindo a ser desenvolvidos processos no sentido de encontrar estimativas para o
nimero de condi¢do. A seguir discutimos o estimador LINPACK, que é actualmente o mais usado
na pratica.

Se Ay = d, entao y = A~'d e portanto

1A e > Yl (4.30)
1] |oo
Se [|yl|oo € um nimero grande, entdo é muito possivel que HZH“ seja uma boa estimativa para

||JA7!||oo. Nesse caso podemos estimar o nimero de condigao da matriz A a partir de

Ylloo
condoo (A) = ||A||OOH (4.31)

O sucesso da estimativa LINPACK depende da escolha do vector d. Consideremos primeira-
mente o caso em que A é uma matriz triangular superior (A = U). A versdo por colunas para a
resolucao do sistema Uy = d pode ser escrita na seguinte forma:
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Parai=1,...,n

pi =0

Parak=mn,...,1

yr = (di — pr)/Ukk
Parai=1,...,k—1

Pi = Di + UikYk

onde se assume que o ultimo ciclo ndo é efectuado quando k = 1.

Se considerarmos que dy, € {—1,1},k =1,...,n, entdo ||d||c = 1. Como pretendemos que a
norma do vector y seja elevada, entao devemos escolher o valor de di igual a 1 ou —1 de modo a
que yi, seja o maior possivel. Assim dj, deve ser escolhido igual a 1 ou —1 consoante (1 — p)/ugk é

maior ou menor que (—1—pg)/ugr. Uma escolha simples para dj, consiste em fazer dy, = —sign(pg),
com
1 se pr >0
sign(pe) = (432)
-1 sepr <0

Como exemplo de aplicacao deste algoritmo, consideremos a seguinte matriz triangular superior

1 1 1
A=10 1 -1
0 0 1
E f4cil de ver que a sua inversa é a seguinte matriz
1 -1 =2
At=10 1 1
0 0 1

Portanto
condeo(A) = ||A]]oo - ||A*1||Oo =3-4=12

Consideremos agora a aplicacao do algoritmo LINPACK a determinagao do nimero de condicao
de A. Como uz3 = 1 entao d3 = 1 e tem-se

1
= - = ]_
Y3 1
Para calcular y5, determina-se primeiramente uo3ys = —1. Como esse elemento é negativo, entao
faz-se do = +1 e portanto
1+1
y2 = T = 2

Finalmente para calcular y; ha que obter o valor de
ulay2 +uisys =2+1=3

Portanto d; = —1 e tem-se y; = —4. Donde y = (—4,2,1) e ||y||cc = 4. Portanto a estimativa do
nimero de condi¢ao fornecida pelo algoritmo é

condoo (A) = [[Alfoo - ||y[[ec =12

que é exactamente o valor correcto do niimero de condigao.
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E agora facil de desenvolver um processo semelhante para a determinacao do numero de
condicao de uma matriz triangular inferior. Esse processo deve incorporar a versao por linhas
para a resolucdo de um sistema triangular inferior e o vector d deve ser escolhido de um modo
semelhante ao apresentado anteriormente.

Consideremos agora o caso em que A é uma matriz nao triangular. Entao

PA=LU

com P uma matriz de permutagado. Como é explicado em [Golub e Van Loan, cap. 4], o vector d
deve ser escolhido a partir de

Ur'LTd=r
onde o vector r é definido de um modo semelhante ao vector d usado anteriormente. Esse vector
pode entao ser calculado a partir da resolugao dos sistemas

Ulw=rLTd=w

onde as componentes do vector r sao iguais a 1 ou —1 de modo a que o vector w tenha norma o
maior possivel. Entao a estimativa do ntimero de condicdo é dada pela forma (4.31) onde o vector
y é a solucao do sistema

LUy = Pd

A descrigao do estimador LINPACK aparece na figura 4.5. E de acrescentar que a estimativa
encontrada por este processo é um limite inferior para o nimero de condicao de uma matriz.
Experiéncia computacional com matrizes de nimeros de condigao conhecidos mostrou que as
estimativas obtidas por este processo sao normalmente bastante boas. Alids no exemplo anterior,
a estimativa obtida era o valor correcto do niimero de condigao.

4.8 Método dos bordos para a decomposicao LU

Suponhamos que conhecemos a decomposigao LU da matriz A € IR™*™, isto é, as matrizes L e U
tais que A = LU e pretendemos determinar a decomposicao LU da matriz

- A b
A_[aT ao}

com a e b vectores de ordem n e o um nimero real. Como

- L U L' _ -
A= |: aTU*I 1 :| |: ao :|a Qo = (A|A)

entao tem-se

A=LU

= L = U b
L= =
Portanto para obter a decomposicio LU de A basta determinar os vectores @ e b e o niimero
real &g, 0 que pode ser feito a partir das seguintes expressoes:

com

U'a=a, Lb=b, agp=0a9—a’'b

Suponhamos agora que a decomposicdo LU da matriz A se pode obter sem troca de linhas
ou colunas. Entao as submatrizes principais Agx, & = 1,...,n de A definidas por (4.14) sao
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Algoritmo 9
1. Seja PA = LU com P uma matriz de permuta¢ao

2. Construcao do vector d

!

w, = —
U1

Parak=2,....,n

k-1
wi = (re = Y ujkw;) /uk
j=1
onde
k—1
L = —Sign ugjw; |, com sign o operador definido por (4.32)

1

J

Resolva LTd = w

3. Resolva

Lz = Pd
Uy==z

IS
|dlloo

4. cond(A) = ||Al|eo

Figura 4.5: Estimador LINPACK do ntmero de condigéo

nao singulares. O processo referido pode ser usado n — 1 vezes, terminando com a decomposi¢ao
LU de A. A este processo déd—se o nome de método dos bordos, porque em cada iteragdo sdo
transformados os elementos dos bordos inferiores de Ap11 r+1. A representacdo esquemética e o
algoritmo deste processo sao apresentados na figura 4.6.

Como exemplo de ilustracao deste processo, calculemos a decomposi¢do LU da matriz

1 2 1
A={(1 3 -1
1 1 4

Entao Ly = [1], Uy = [1]. Na primeira iteragdo (k = 1) tem-se
Ur=aslz=1=z=1
Liy=besly=2=y=2

a:ak+17k+1—xTyzagg—xy=3—2:1

1 0 1 2
L2_[1 1}’%_[0 1}
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Algoritmo 10

coluna k

linha k

1 Modificado em iteragdes anteriores e usado na iteragdo k

Il Modificado na iteragdo k

[ ] N&o modificado nem usado na iteragao k

Passo 1: Faga Ly = [1], Uy = [a11].

Passo 2: Para k=1,2,...,n—1 faca

) Agg b
Seja Apr = LUy e Apyi o1 = T
a Af41,k+1

FEntao

Resolva Ul'z = a

Resolva Ly =b

Calcule o = apy1 541 — 2y

L U
Faga Apy1 k41 = [ leg 1 } { " Z } = Li+1Uk41

Figura 4.6: Método dos bordos
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Na tltima iteragao (k = 2) vem

e=as |y 1 0] =]

v [ V[0 ]-[ 4]

Portanto
1 0 0 1 2 1
L=11 1 0|, U=]101 =2
1 -1 1 0 0 1

Do que acabamos de apresentar conclui-se que em cada iteragao k se determina uma linha da
matriz L e uma coluna da matriz U da decomposicao LU de A e que nao ha necessidade de qualquer
espago de armazenagem adicional durante o processo. Portanto o processo pode ser facilmente
implementado para matrizes densas. No entanto o algoritmo 3 é de mais facil compreensao e tem
exactamente o mesmo nimero de operagoes. O facto de processar uma linha e uma coluna em cada
iteracao torna-o mais recomendavel na resolucao de sistemas de equacoes lineares com matrizes
esparsas. Este assunto serd discutido no capitulo 7.

4.9 Método directo para a decomposicao LU

Este método consiste em obter as matrizes L e U da decomposicao da matriz A directamente a
partir da igualdade A = LU. Para isso escreve—se

ail ai12 e Q1 1 U111 U2 ... Uin
a1 a2 ... Qop l21 1 U22 ... Ugp
an1 ap2 ... Qpp an lng o1 Unn

Multiplicando a primeira linha de L pela matriz U e igualando a primeira linha de A, obtém-—se
os valores uy;, j =1,...,n, dados por

uy; =ay, j=12,....n

Os elementos ;1 da primeira coluna de L obtém-se multiplicando a matriz L pela primeira coluna
de U e igualando aos elementos da primeira coluna de A. Assim, tem-se
s
ljlun:ajl,j=2,...,n:>1j1 = i,jZZ,...,TL
U1l
O processo continua, obtendo—se os elementos da segunda linha da matriz U e da segunda
coluna de L. Assim, para determinar a segunda linha da matriz U multiplica-se a segunda linha
da matriz L pela matriz U e iguala-se & segunda linha da matriz A. Entao tem-se

ag; = lglulj + ug; = u2; = ag; — lglulj, i=2,...,n

Do mesmo modo multiplicando a matriz L pela segunda coluna da matriz U e igualando a
segunda coluna da matriz A, obtém-se a segunda coluna de L. Assim, tem—se

ajo — lj1uiz .

J J

lj1U12 +lj2U22 = aj2 = lj2 = ui’j =3,...,n
22

72



coluna k

linha k

[ Modificado em iteragdes anteriores e ndo usado na iteragdo k

Hl Modificado na iteragdo k
[ 1 Né&o modificado nem usado na iteragéo k

[ Modificado em iteragdes anteriores e usado na iteragéo k

Algoritmo 11
Para k=1,2,...,n

Para j =k, k+1,...,n

k-1
Ukj = Qkj — E Lpiugj
=1

Para j=k+1,...,n

k-1
ajr— E Lizuig
i—1

Ljk = o

Figura 4.7: Método directo
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O processo seria agora repetido para as outras n — 2 linhas de U e n — 2 colunas de L. No
algoritmo 11 da figura 4.7 apresentamos o método directo para obtencao da decomposicao LU de
A.

Tal como os outros dois métodos nao é necessario qualquer espaco de armazenagem adicional
para a determinagao da decomposi¢dao LU, ocupando essas matrizes o espago reservado a matriz A.
Esquematicamente, a situagao toma o aspecto apresentado na figura 4.7. Do algoritmo apresentado
conclui-se que em cada iteracao k se determina uma linha da matriz U e uma coluna da matriz
L.

Consideremos novamente a matriz

1 2 1
A=|1 3 -1
1 1 4

e determinemos a sua decomposi¢ao LU usando o método directo que acabamos de descrever.
Entdo tem-se A = LU, ou seja,

1 2 1 1 U1 U2 U13
1 3 -1 = 21 1 U22 U223
1 1 4 l31 l32 1 u33

Multiplicando a primeira linha da matriz L pela matriz U e igualando a primeira linha de A, vem
[]. 2 1]Z[U11 U112 ulg}

e assim se obteve a primeira linha de U. Para calcular a primeira coluna de L multiplica-se a
matriz L pela primeira coluna de U e iguala-se & primeira coluna de A. Assim tem-se

1 U1 121 -1
1 (=1 laun | = { Iy = 1
1 3111

Seguidamente calcula-se a segunda linha de U, o que se pode fazer multiplicando a segunda linha
de L por U e igualando a segunda linha de A. E de notar que o elemento da primeira coluna nao
necessita de ser calculado, pois é igual a zero. Donde

’U,22:1

[3 —1]=[1x2+4ux 1><1+u23}:>{u23:_2

O célculo dos elementos da segunda coluna de L é feito multiplicando L pela segunda coluna de
U e igualando a segunda coluna de A. Neste caso ha apenas que calcular [32 0 que se faz a partir
de

1=1%x2+1l395x1=l35=-1

Para obter a decomposi¢do LU de A basta calcular os elementos da terceira linha de U, o que
se faz multiplicando L pela terceira coluna de U e igualando a terceira linha de A. Como os
elementos nao diagonais sao iguais a zero, basta calcular uss, o que é feito a partir de

4:1><1+(—1)><(—2)+U33:>U33:1

Donde
como anteriormente.
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linha k

1 Modificado em iteragdes anteriores e usado na iteragéo k

Il Modificado na iteragéo k

[ 1 Né&o modificado nem usado na iteracéo k

Algoritmo 12
Parak=1,2,...,n

Paraj=1,....k—1
j—1
lej = (akj - Zlkiuij> Jui
=1
Para j=kk+1,....n

k-1
Ukj = Qkj — E Lgiusj
=1

Figura 4.8: Método de Crout

O método directo apresentado baseia—se nas igualdades

k—1
Ukj = Qgj — E lkivij, §J>Fk
i=1

(4.33)

k—1
ajr— g Lisuig
i—1

Ukk

ljk = , J > k

onde os indices j e k variam segundo uma dada ordenacao e prioridade. Fazendo j e k variar
de maneiras diferentes, é possivel obter outros dois métodos directos, em que em cada iteracao
k apenas a linha k ou a coluna k& da decomposi¢do LU é obtida. Assim, o método que satisfaz
a primeira pretensdo, normalmente denominado Método de Crout, é descrito no algoritmo 12
da figura 4.8. E de notar que o primeiro ciclo do algoritmo 12 nao é executado quando k£ = 1.
Esquematicamente a situacao é a representada na figura 4.8.

Os métodos directos e o método dos bordos sé podem ser usados se a decomposi¢ao LU se puder
obter usando pivots na diagonal, isto é, se det(Agx) # 0, para todo o k = 1,2,...,n. Contudo
tal condicao néo é suficiente para que o processo seja estavel. Posteriormente estudaremos classes
de matrizes que admitem processo de decomposicao estavel usando sempre como pivots elementos
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diagonais das sucessivas matrizes reduzidas A%,

Os métodos directos podem ser facilmente implementados para matrizes densas, ocupando os
elementos [;; e u;; o mesmo espago de armazenagem dos correspondentes elementos da matriz A
do sistema. Tal como o método dos bordos, estes processos tém a grande vantagem de em cada
iteragao apenas transformarem uma linha e uma coluna da matriz A, sendo por isso muito usados
na resolugao de sistemas lineares com matrizes esparsas.

4.10 Decomposicao LDU

No algoritmo 3 para a obtengao da decomposicao LU de uma matriz A, assumimos que em cada
iteracao k a linha do pivot nao é alterada e a coluna k é dividida pelo pivot, sendo a parte
restante referente ao Complemento de Schur de uma determinada submatriz. E também possivel
desenvolver um processo de decomposicao LU de modo a que a coluna k nao seja alterada e seja
a linha k a ser dividida. De acordo com esse processo, se

T
oA _ | an b
A=A [ . B] (4.34)
e aj; # 0, entao _—
—b
A® = [ G ] 4.35
¢ (Alair) ( )

e ¢é facil desenvolver um processo semelhante ao algoritmo 3 para a obtencao da decomposigao
LU da matriz A. Nessa decomposicao os elementos diagonais da matriz U sao todos iguais a um,
enquanto que a diagonal de L contém os pivots das matrizes reduzidas. Assim por exemplo, seja

-1 1 -1
A= 1 -2 1
-1 0 3
Entao tem-se ~ _
-1 -1 1
A = 1 -1 0
-1 -1 4

Usando agora ag) como pivot, obtém-se finalmente a matriz

[ -1 -1 1
A®) = 1 -1 0
-1 -1 4 |
Donde
-1 1 -1 1
L= 1 -1 U = 10
-1 -1 4 1

Do mesmo modo se podem desenvolver algoritmos correspondentes & forma orientada por colunas
desse processo e aos métodos directo e dos bordos para esse tipo de decomposigao LU. E evidente
que os numeros de operagoes para a obtengao da decomposi¢ao LU e para a resolugao do sistema
Azr = b sao exactamente os mesmos que anteriormente. Por essa razao esse processo nao é
normalmente usado a nao ser num caso que abordaremos posteriormente.

Suponhamos agora que A = LU e sem perda de generalidade assumamos que [;; = 1 para todo

oi=1,...,n. Entdo podemos escrever U = DU com
) U22 _ 1 1 %
D =diag(U) = . , U=D""U = ) .
Unn 1
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e portanto toda a matriz A se pode escrever na forma A = LDU, com L e U matrizes triangulares
com elementos diagonais iguais a um e D uma matriz diagonal. O processo de obtencao da decom-
posicdo LDU de uma matriz A pode ser feita usando eliminagdo de Gauss de modo semelhante
ao usado para obter a decomposicdo LU de uma matriz. Assim, se A é dada por (4.34) e a;1 # 0,
entao Ly
a _ ail a1

PO 40

ail
e assim sucessivamente. Assim, em cada iteracao do processo de obtencao da decomposi¢ao LDU,
os elementos pertencentes as linhas abaixo da linha pivotal sdo transformadas usando as regras
da decomposi¢ao LU explicadas na secgao 4.2. A iteracdo termina com a divisdo de todos os
elementos da linha pivotal situados & direita do pivot por esse elemento. Assim por exemplo,
consideremos novamente a matriz

-1 1 -1
A= 1 -2 1
-1 0 3

Entao a1 é o pivot da primeira iteragdo. Os elementos abaixo da linha 1 s@o primeiramente
transformados e tem-se

-1 1 -1
-1 -1 0
1 -1 4

Agora os elementos da linha pivotal a2 e a3 sdo divididos pelo pivot para se obter finalmente a
matriz

-1 -1 1
AP = 1 -1 0
1 1 4

Procedendo agora de modo semelhante com o pivot a(222), vem

-1 -1 1
-1 -1 0
1 -1 4
e finalmente
-1 -1 1
A® =1 -1 -1 0
1 -1 4

Como n = 3, entdo o processo de decomposicao termina, e tem-se

1 00 -1 00 1 -1 1
L=|-1 10]|,D=| 0 -1 0|, U=|0 10
1 -1 1 0 0 4 0 01

Facilmente se conclui que o nimero de adigbes necessarias para a obtencao da decomposicao
LDU de uma matriz A é exactamente o mesmo que para a decomposi¢do LU, mas o nimero de

multiplicagoes é acrescido de
n—1

—1
Stn—k) = nn —1)
2
k=1
Uma vez obtida a decomposicdo LDU de uma matriz A, entdo a resolucdo do sistema Az = b

resume-se a
1. Resolver Ly = b

2. Calcular v = D™y, ou seja, fazer v; = Jei=1,...n (4.37)
3. Resolver Uz = v
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E f4cil de ver que o numero de operagdes para executar os passos referidos em (4.37) é o
mesmo que para resolver os dois sistemas Ly = b e Ux = y referentes a decomposicao LU de A.
Concluimos assim que nao ha qualquer vantagem em usar a decomposicdo LDU quando a matriz
A é néo simétrica. Contudo, esta decomposi¢do é usada no caso simétrico, como veremos mais
adiante.

4.11 Classes de matrizes nao simétricas com decomposicao
LU estavel

Como referimos anteriormente, existem algumas classes de matrizes para as quais a de-
composicao LU sem escolha parcial de pivot é um processo estavel.

Da discussao apresentada na secgao 4.4, concluimos que o processo de decomposicao LU sem
trocas de linhas ou colunas é estavel se é possivel encontrar um limite superior para o factor de
crescimento, definido por:

o (k)
max;,j>k |a’ij |
gA =
max; ; i |

Para matrizes densas o processo de escolha parcial de pivot é muito facil de implementar,
pelo que nao é muito grande o interesse da investigagao de classes de matrizes para as quais ga ¢é
limitado superiormente. Contudo, como veremos no capitulo 7, esse problema assume uma notavel
importancia na resolucao de sistemas de equacoes lineares com matrizes esparsas.

E possivel obter alguns resultados interessantes em relagao as classes de matrizes introduzidas
no capitulo 3. Nesta seccao iremos apresentar esses resultados.

(i) Matrizes diagonalmente dominantes

Como vimos no capitulo 3, se A é uma matriz diagonalmente dominante nao singular, entao é
possivel obter a decomposicdo LU sem troca de linhas ou colunas. Além disso, o processo é
estavel, como mostra o seguinte teorema:

Teorema 4.4 Se A é uma matriz diagonalmente dominante e ndo singular, entdo ga < 2.

Demonstragao: Seja A € CDD nao singular e consideremos a matriz

@ @

a%21) (2) a%g)
a a ...ooa
afl) an) ~.a

0 que se obtém apods a primeira iteracao do processo de decomposi¢ao. Como A € CDD, entao
parai=2,...,n tem-se

n
|laii| < Z laj1] < laii] (4.39)
e portanto
|a(2)|f |a11| <1l,i=2,...,n
lan] =
Por outro lado
2 .
jaf)| = la1;| para j = 1,2,...,n
Além disso, para i,j > 2
2 @;10a1;5 | 1|
|a7(;j)|:a”_ - ’ <|’L]|+|Z||1J|
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Portanto, usando (4.39), vem

Z |a(2)

IA

Sl [z m] s
Z |ai;| + la1;| = Z |as]
=2 =1

IN

Donde, para i,j > 2, tem-se

IA

max|a |
2,j>2

n n
max E |a§?)| < max E la;j| = max [ > laij| + lags)|
Jj=2 4 Jj=2 “ j>2 i#]
=2 =1
< 2max|a;;| < 2max|a;;|
Jj=2 ,J

Para um passo k qualquer vem

jat| = |at ™

i |paraz<kouy<k;

Além disso a submatriz principal correspondente as linhas i > k e colunas j > k é CDD e
portanto

a] <1, i=k+1,.

e também
n n n
k k—1
dola 1< D a1 <Y layl
i=k i=k—1 i=1
Donde
maX |a | < m_aXzZ; |a( )| < rjnaxz la;;] < 2max|a”|
e ga < 2, o que estabelece o resultado pretendido.

Se A € RDD, entdao AT € CDD e portanto AT = LU e gar < 2. Como ga = gar entdo o
teorema fica imediatamente demonstrado, obtendo-se a decomposicio A = UTLT.

Para matrizes K diagonalmente dominantes o factor de crescimento é ainda menor. Com efeito
verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 4.5 Se A é uma matriz K diagonalmente dominante, entdo ga < 1.

Demonstracao: Iremos apenas considerar o caso de A ser diagonalmente dominante por
colunas, pois o resultado para A € RDD, obtém-se por argumentos semelhantes aos usados no
teorema anterior.

Seja A®?) a matriz (4.38) que se obtém apds a primeira iteragdo do processo de decomposigao.

- . . 2 . , .
Entao, como vimos no teorema anterior, |a§1)| <1,parai=2,...,n. Além disso
(2) _ .
ay; =ayy, j=1,2,...,n

e, parat > 2e j > 2 ag) é elemento do Complemento de Schur (A]ai1). Como essa matriz é
CDD, entao o seu elemento de maior valor absoluto pertence a sua diagonal. Portanto existe um

r > 2 tal que

max ;7| = |af?)|
Mas
|a(2 | = |ap, — a1rQri
a11




Como a1, <0 e a1 <0, entao arrar1 > 0 e vem

|a£%,)| <lar| < H}%ﬂ%l

Donde @
m 7 <m ”
’LJ%}; |a’z] | - i,%'x |a”L]|

Como (Alai1) € CDD NK, entdo o mesmo raciocinio conduz a

G < ) < y
g}g{gla” | < g}g};Ia” | < max|aj;|

Continuando este tipo de processo, tem-se, para qualquer k > 2,

max lai| < max V<. < ma ja{? | < max|a;;|
o que demonstra que g4 < 1.

Devido ao teorema 4.4, podemos obter a decomposicao LU de uma matriz CDD nao singular
por eliminacao de Gauss, pelo método dos bordos ou pelos métodos directos, sem necessidade de
escolha parcial de pivot. Se A € RDD e é nao singular, entao a escolha parcial de pivot também
nao é necessaria se procurarmos obter a decomposicdo LU de AT e fizermos AT = UTLT. Esse
processo consiste simplesmente em obter a decomposicao LU de A pela variante da eliminagao de
Gauss referida na secgao anterior.

(ii) Matrizes positivas definidas

Para as matrizes destas classes o teorema 4.2 garante a existéncia de decomposicao LU sem
necessidade de permutacao de linhas. Em relagao a estabilidade do processo, consideremos o
seguinte exemplo:

m €

A—— € —m}

onde € e m sao dois niimeros reais positivos. Entao

[ 2 0

T _
A+A° = 0 2

}eSPD

e A € PD por (3.15). A decomposicao LU pode ser calculada sem permutagao de linhas e colunas

e tem-se
A— 1 0 € —-m
T | mfe 1 e+m?/e

Se € é muito pequeno e m é muito grande entao o factor de crescimento é

e+ m €

Portanto g4 é muitissimo grande e isso indica a instabilidade da decomposicao. Este exemplo
mostra que se A € PD e é ndo simétrica, entdo a decomposicao LU deve ser obtida com escolha
parcial de pivot.

Podemos assim concluir que a decomposicao LU sem escolha parcial de pivot nao é estavel
para matrizes PD, assim como para todas as classes de matrizes que a contém e que estao referidas
na figura do capitulo 3.

Se A € PSD e é nao simétrica, entdo A pode ser singular. Se A € PSD e é nao singular, a1y
pode ser nulo e sao necessarias trocas de linhas ou colunas para a obtengao da decomposicao LU.
Portanto também neste caso a escolha parcial de pivot é recomendével.
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Como veremos mais adiante, a situagdo é completamente diferente quando A é simétrica PD
(ou PSD). Com efeito, iremos mostrar que o factor de crescimento é muito pequeno nesse caso.
O préximo teorema estabelece que o mesmo é verdadeiro para matrizes nao simétricas PD com
elementos nao diagonais nao positivos.

Teorema 4.6 Se A é uma matriz ndo simétrica PD N7Z, entdo ga < 2.

Demonstragao: Se A € PDNZ, entdo B = A+ AT € PDNZ. Além disso, o elemento maximo
de B pertence a sua diagonal. Com efeito, se |b.s| = max |b;;| com 7 # s, entdo b2, > b, bss €

b b
rr TSs <
det [ ber  bas ] =0

0 que contraria o teorema 3.13. Portanto, da defini¢do da matriz B tem-se
ai; +aj;| <2 max a
|zj+ j?,l_ 1<r<n rr

Seguidamente iremos provar que

jaij] <2 max ary (4.40)

para qualquer i e j. Como A € PD, entdo a;; > 0 para todo i = 1,...,n e a desigualdade (4.40) é
verdadeira para ¢ = j. Se ¢ # j, entao a;; <0 e a;; <0 e portanto

lai;| < laij +aj| <2 1213%(71 Qe

o que demonstra a desigualdade pretendida.

Consideremos agora a matriz (4.38) obtida apds a primeira iteracdo do processo de decom-

posicdo LU de A. Parai > 2 e j > 2 os elementos a(j) pertencem ao Complemento de Schur

(Ala11) de a1 em A. Como (Alai1) € PDNZ entao da desigualdade (4.40) tem-se

max |a )| <2 max a'?

i,j>2 2<r<n
Mas o
2) r1llr
G,(T) = Qpry — S Gy
a1

pois ar1 <0, a1 < 0eay; > 0. Donde

(2) < <
%IJIE;);M | 211g1a<x Ay < 2mfcmx|alj|

De igual modo num passo k do processo de decomposicao LU tem-se

k
max |a( )| <2 max a?) <2 max a,, < 2max|a”|
i,j>k <k<n 1<r<n .7

Portanto
max |a |
i,j>k

JgA = ————— >
max |a;;|
]

como desejavamos demonstrar.

Seja agora A € PSDNZ. Se a;1 = 0, entdo pelo teorema 3.8 tem-se a1; = a;1 = 0, para todo
j=1,2,...,n. Portanto A é singular. Por outro lado, se aj; > 0, entdo (A|ai;) € PSDNZ. De
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igual modo, se o primeiro elemento de (A|ai1) é nulo, entdo a linha e coluna correspondente dessa
matriz também é nula e (A]ai1) é singular. Donde

det(A) = ajidet(Ala11) =0

e A é singular. De outro modo o primeiro elemento de (A|a11) é positivo e é efectuado um novo
passo do processo de decomposicao. Este tipo de raciocinio pode ser repetido e assim concluir que
se A € PSDNZ e énao singular, entdo A = LU. Além disso, uma demonstragao semelhante a do
teorema anterior permite concluir que também g4 < 2 nesse caso.

(iii) Matrizes H e K

Se A é uma matriz K ou H, entao o teorema 4.3 garante a existéncia da sua decomposi¢ao LU.
Em relacao a sua estabilidade, é possivel obter um limite superior para o factor de crescimento,
pois verifica-se o seguinte resultado

Teorema 4.7

(i) Se A € H, entao existe um vector d > 0 tal que

ga < 2maxidi
min; d;
(ii) Se A € K, existe um vector d > 0 tal que
max; di
9A S ——
min; d;

Demonstragao: (i) Se A € H, entdo pelo teorema 3.30 existe uma matriz diagonal D de
elementos diagonais d; positivos tal que DA € SCDD. Portanto pelo teorema 4.3

B=DA=1LU

com L e U matrizes triangulares inferiores e superiores respectivamente e |l_ij| < 1. Por outro lado,
devido & igualdade (3.17) cada elemento bl(.;-c) da iteragao k satisfaz
k k) ..
bgj) = diaz(j), 1,7 > 2
com al(.]-c) o crrespondente elemento da matriz A®*) referente 4 decomposicio LU de A. Como
B = DA € SCDD, entao pelo teorema 4.4, tem-se

— 2
i3] < max 63| < 2max [by|

e portanto
max |dia§f)| <2 (max di) max |a;j| (4.41)
i, >k i i,J
Consideremos agora as matrizes
L=D'LD, U=D'U (4.42)
Entao

LU =D 'LDD™'U = D™'LU
ou seja, as matrizes L e U definidas por (4.42) s@o os factores da decomposi¢ao LU de A. Mas
dessas defini¢oes tem-se
d; -
sl < sl
maxd;

: _

I

mind; | ”'
K3

IN
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Como |l;;] < 1, vem
max d;
L] < = (4.43)

min d;
K3

Além disso

L] < *)
fuigl < 1| < - max|dia;”|

Como d; >0,i=1,...,n, entdo de (4.41) vem
max d;

Juij| < 2 max fag;| (4.44)
: T 9
3

O resultado pretendido é consequéncia de (4.43) e (4.44).
(ii) A demonstragdo é semelhante & anterior. Como AD € K, entdo pode-se usar o teorema
4.5 e concluir que
max |d;al}| < (maxd;) max [a;;]
i,j>k i,J
em vez de (4.41). Entdo o nimero 2 também desaparece da desigualdade (4.44) e a propriedade
fica demonstrada.

Estes resultados permitem-nos concluir que em principio nao é necesséario recorrer a escolha
parcial de pivot para preservar a estabilidade no processo de decomposi¢ao LU de uma matriz K
ou H. Existem contudo situagdes em que a escolha parcial de pivot é aconselhavel. A titulo de
exemplo consideremos a seguinte matriz

2 0 —=z
A=| -z o= -1 (4.45)
0 —1 x

Entdo A € Z para z > 0. Além disso A € K para = > /2, pois

1 2 -1 = z?
Al = o 22 2t 2242 | >0
v 2 2
se x > v/2. A sua decomposicio LU é dada por
2 0 -
1 0 0 22
L=|-% 10|, U0=|02 -1-%
0o -1 1 z 1
x 0 0 _ - —
2
Portanto para x grande
1 + 2 x 1
ga = =5+-

x 2z
Donde g4 pode ser muito grande se o mesmo acontecer a x, o que indicia a instabilidade da
decomposi¢ao. E de notar que o nimero de condigdo de A relativamente & norma £, é

222 4 22 + 2

condoo (A4) = [[Al[oo||A oo = (22 = 1) ——5—

que também tende para +oo quando o mesmo acontece com x. Poder-se-a perguntar se o valor de

ga esta relacionado com o nimero de condi¢do da matriz A. O préximo teorema indica que isso
¢é verdadeiro pelo menos para as matrizes K.
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Teorema 4.8 Se Ac Kea;; =1, parai=1,...,n, entdo ga < conds(4).

Demonstragao: Consideremos o sistema Az = e, com e um vector de componentes e; = 1,
para j = 1,...,n. Como A~! > 0, entdo a solucdo d desse sistema é um vector positivo. Além
disso

dizl—Zaijdj > 1, i:l,...,n
JFi

por a;; < 0, para ¢ # j. Portanto min; d; > 1 e pelo teorema anterior

- d.
g1 < b <maxd; = [|d]l
min; di [
= |4 elloo < [1A7Yloollelloo = [[A™H oo
Mas Ao (4)
_ condg,
1A oo = ————
= [REY]S
Como a;; =1,i=1,...,n, entdo ||A||oc > 1 e obtém-se a desigualdade pretendida.

Consideremos um sistema de equagoes lineares
Az =1b

com A € K. Se E é uma matriz diagonal de elementos diagonais e;; = aL, entao a matriz E A estd
nas condigoes do teorema anterior. Se KA é bem condicionada, o uso de pivots diagonais é um
processo estavel e conduz a uma solugao com boa precisao numérica. Se pelo contrario £ A é mal
condicionada entao podera haver ou nao problemas de estabilidade no processo de decomposigao.
Com efeito, g4 pode ser pequeno mesmo em casos em que conds,(A) seja elevado. A titulo de
exemplo consideremos novamente a matriz (4.45) e seja

1
2
E= 1
1
z
Entao
1 0 —%
B=FA=| -1 L -2
1
0 —= 1

estd nas condicoes do teorema anterior. Apds duas iteragoes do processo de decomposi¢do LU
obtém-se

10 -
5 2
B® _ | 1 1 = +2
2x
0 1 z? -2
T 222
Portanto para x grande
z242 2
o 4+ 2
ga z 2 + 2
Por outro lado
1 202 -2 2 a3
B'=ATE' = — 222 222 x(2? +2)
2 —2 2
2x 2x 2x
© 3 2
- 1y z\ x° +4x° + 22
condo (B) = [|Bl|sc|[B™ [|oo = (1+§)W
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tende para 400 com .

Na seccao 3.6 mostramos que a melhor maneira de verificar se uma matriz Z é K consiste em
estudar o sinal dos elementos da sua inversa. O préximo teorema mostra que a decomposicao LU
serve para o mesmo efeito.

Teorema 4.9 Seja A € Z uma matriz de ordem n. Entdo A € K se e s6 se
1. A=LU
2. 1;; <0 eu; <0, parai#j
3 liy=1leuy >0,parai=1,---,n

Demonstracao: Se A € K, entdo, pelo teorema 4.2, A = LU. Além disso se escrevermos

_ a1 bT
A= |: a A11 :|

entao, apés a primeira iteragao do processo de decomposigao, vem

bT
A — ar
[La (Alair)

ail

Como b <0, a <0, a1 >0, (4la11) € K, entdo o resultado fica provado por indugéo.

Para demonstrar a implicacdo inversa, bastar notar que L € K, U € K e portanto L~! > 0,
U~ >0, pelo teorema 3.27. Entdo tem-se A~! = U"1L~1 >0 e A € K pelo mesmo teorema.

Devido as regras da decomposi¢ao LU é facil de ver que se A € Z entao os elementos nao
diagonais de L e U sao sempre nao positivos desde que os pivots sejam todos positivos. Portanto
para estudar se A € K basta determinar a sua decomposicdo LU e verificar se todos os elementos
diagonais de U sdo positivos. Assim por exemplo, mostremos que a matriz definida por (4.45) é
K para x > v/2. Os elementos diagonais de U sao todos positivos se e s6 se

1 1
2502250
T 2 T

Entdo z >0 e 22 —2 > 0. Donde = > \/5, como queriamos mostrar.

Este processo de verificar se uma matriz Z é K é bastante mais eficiente do que o anteriormente
mencionado na secgdo 3.6. Com efeito, o nimero de operagoes para obtengdo da decomposigao
LU ¢ sensivelmente % do necessario para obter a inversa de A. Além disso basta estudar o sinal
de n elementos diagonais, em vez de verificar n? elementos da inversa de A.

4.12 Resolugao de sistemas com matrizes simétricas

Nesta seccao iremos estudar a resolugao de sistemas de equagoes lineares com matrizes simétricas
e mostraremos que o numero de operacoes necessarias para a obtencao da solucao de um sistema
com uma matriz simétrica é sensivelmente metade das necessarias para o caso da matriz ser nao
simétrica. Iremos comecar por considerar sistemas com matrizes positivas definidas para finalmente
estudarmos o caso de a matriz ser indefinida.

(i) Matrizes positivas definidas e semi-definidas

Se A é uma matriz SPD, entdo pelo que foi dito anteriormente a decomposicao LDU existe sem
necessidade de troca de linhas ou de colunas. Além disso, como (A|ai;) é simétrica, entdo o
processo de obtencao da decomposicio LDU de A termina com U = LT. Portanto

A=LDL" (4.46)
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com L uma matriz triangular inferior com elementos diagonais iguais a um e D uma matriz diagonal
com elementos diagonais positivos. Essa decomposicao é normalmente denominada decomposicao
de Cholesky. E evidente que a matriz LT ndo precisa de ser determinada, o que vai reduzir
substancialmente o niimero de operagoes necessarias a obtengao da decomposicao. E ainda de
acrescentar que o mesmo acontece para matrizes SPSD nao singulares, pois pelo teorema 3.15,
essas matrizes sao SPD.

Seguidamente iremos debrucar-nos sobre a decomposicio LDL” de uma matriz A € SPD.
Iremos comegar por provar que o processo de obtengao da decomposigao é estdavel e por isso nao
necessita de troca de linhas e colunas.

Teorema 4.10 Se A € SPD (A é ndo singular SPSD), entao ga < 1, onde ga € o factor de
crescimento definido por (4.17).

Demonstragdo: Comecaremos por provar que max |a;;| ¢ um elemento da diagonal de A.
0.

Com efeito, se |a,s| = Irila]yx lai;| com r # s, entdao a?; > a,.ass € portanto
)

Qgr  QAsg

det[a” ars } <0

o que é absurdo, porque, pelo teorema 3.13, os menores principais de uma matriz SPD s&@o todos
positivos. Consideremos agora a matriz

2 2 2
A® a5y Qyy ... Qo
ORI R

obtida apés o primeiro passo do processo de decomposicio LDL” de A e provemos que

@) iy
frjlfg la;;’| < HZJEL.X |aij| (4.47)

Para i,j > 2, os elementos ag) pertencem ao Complemento de Schur (A|a;1). Como (Ala11) €

SPD, entdo, como vimos anteriormente, existe um r > 2 tal que

2)) _ (2
max |aij | = a7 (4.48)
1,j>2
Mas como A é simétrica, entao
2 2 a2y
T
al?) = al?| = |ar, — | < apr < max |a]
a1 ,J

o que conjuntamente com (4.48) estabelece (4.47).
Considerando agora um passo k qualquer, entao tem-se
(k=1)

(k)
ma)1§|aij | < max |a;

< .
ij>k—1 1] | - II7;17E;J'X|GJ”|

6,j>

que estabelece o pretendido.
Por este teorema, toda a matriz A € SPD admite uma decomposicdo LDL” estével, ou seja,
nao sao precisas permutacoes de linhas ou colunas para a obter. Na prdtica, apenas as matrizes
L e D sao determinadas, modificando a diagonal e o triangulo inferior de A segundo as regras da
eliminagao de Gauss. O algoritmo para a obtencdo das matrizes L e D é apresentado na figura
4.9. E de notar que a quantidade auxiliar auz é necessaria porque o algoritmo nao utiliza a parte
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Coluna k

[ Modificado em iteragBes anteriores e ndo usado na iterago k.

I Modificado na iterago k.

Algoritmo 13
Para k=1,2,...,.n—1

Parai=k+1,...,n

aur = ak
Qg

ik =
Akk

Para j=k+1,...,1

Ai; = Qi3 — GLAUT

Figura 4.9: Decomposi¢do LDLT para uma matriz SPD
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triangular superior das sucessivas matrizes reduzidas A®*). A iteracio k do processo é representada
esquematicamente na figura 4.9.
Facilmente se conclui que o nimero total de adigoes é dado por

n—1
1 n(n? —1)
5Z(n—k)(n—k‘+1):T (4.49)
k=1
enquanto que o nimero total de multiplicagoes e divisoes é
nn?—1) <2 ) — n®+3n? —4n A
T+Z(n— )—f (4.50)
k=1
Além disso sdo necessarias .
(s -1
S (k) = % (4.51)
k=1

3
n
copias. Entao o ntmero total de operagoes é 5 + O(nQ) e portanto é aproximadamente metade

do nimero de operagoes necessario para obter a decomposi¢ao LU de uma matriz nao simétrica.
Notemos ainda que uma vez transformada a matriz A de acordo com o algoritmo 13, entao as
matrizes L e D sao dadas por

1 ail
as1 1 a2
L= . ) D = . (4.52)
an1 ap2 ... 1 QAnn

Consideremos agora o sistema Ax = b, com A € SPD. Se L e D sdo as matrizes obtidas pelo
algoritmo 13, entao a resolugao do sistema consiste dos seguintes passos

1. Resolver Ly = b
-1 . Yi .
2. Calcular v = D™y, ou seja, fazer v; = —,i=1,...,n (4.53)
i
3. Resolver LTz = v.

Como a matriz L tem elementos diagonais iguais a um, entdo o nimero total de operagoes
para executar o processo (4.53) é exactamente o mesmo que para resolver os sistemas Ly = b e
Uz = y necessarios na resolugao de um sistema com uma matriz nao simétrica. O nimero total
de operagoes para resolver o sistema Ax = b pode entdo ser facilmente determinado, sendo dado
por
n® +6n% —Tn

Numero de adigoes 5

(4.54)
n3 4+ 9n? +2n

Numero de multiplicagoes / divisdes = 5

’ ~ ’ 3
Portanto o nimero de operagoes ¢ %= + O(n?).
Como exemplo de ilustracao, consideremos o sistema de equagdes lineares Az = b, onde

1 -1 1 0
A=| -1 3 0|, b=]| -1
1 0 3 -2

Segundo as regras do algoritmo 13, apenas os elementos do triangulo inferior de A séo trans-
formados, sendo necessario em cada iteracao efectuar uma cépia dos elementos da coluna pivotal
abaixo do pivot. Assim na primeira iteragao considera-se a matriz
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,7 copias

1 -1 1
1)
I _
1 0 3

a transformar

e tem-se

A®?) =
-1 2 1 copia

Efectuando agora a segunda iteragao, vem

1
A(S) _ -1 2
1 3
1 = =
2 2

Como n = 3, entdo a decomposicio LDLT de A foi obtida e tem-se

1 0 0 10 0
L=| L Lof po|02 0
1 - 1 =

2 003

Para resolver o sistema Ax = b, hd que primeiramente obter a solucdo do sistema Ly = b, ou seja,

Y1 = 0
—Y1 41-?42 = -1
Y1 sy Hys = -2

2
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3
Entaoy; =0, yo = —1leys = —5 Agora

Finalmente tem de se resolver o sistema L™z = u, ou seja,

1 —X2 +x3 = 0
+1 1
T —xr3 = —=
2 Toms 2
T3 = -1
Entao x3 = —1, x2 =0, 1 = 1 é a solugao do sistema.

Como foi referido anteriormente, se A € SPD entao a resolugdo do sistema Ax = b apenas
necessita da consideragao da diagonal e da parte abaixo da diagonal da matriz A, pelo que apenas
esses elementos tém que ser armazenados. Tal pode ser levado a cabo usando dois vectores d e s de

—1 . ~ . . .
ordens n e % respectivamente, que sao definidos de acordo com as seguintes correspondéncias:
aixr az2 ... dpp
I I I = di:aii,i:1,2,...,n
di do ... d,
G21 @31 Q32 Q41 Q42 Q43 ... Gpnp—1 . .
N t-1@E-2) |
r 1T 171 1 1 1 -« 1 & ay=s, coml=——"——"+4]
S1 S9 S3 S4 S5 Sg co.o Snam-1)
2

(4.55)

Tendo em conta o algoritmo 13 para a obtencdo das matrizes L e D da decomposicio LDLT

da matriz A e os algoritmos 1 e 2 para a resolugdo dos sistemas triangulares superior e inferior,

entdo o algoritmo para a resolucdo do sistema Ax = b, com A € SPD armazenada de acordo com
o esquema (4.55), tem a forma apresentada na figura 4.10.

Portanto a resolugdo de um sistema Ax = b, com A € SPD necessita de um espago de arma-

zenagem igual a

n+n(n2— 1) n— n(n2—|—3)7

de um ndmero de operagoes da ordem % + O(n?), e de operacdes secundérias para manobrar
com o vector s. Assim, se por um lado este processo tem a vantagem de reduzir o espaco de
armazenagem, por outro tem a desvantagem de efectuar um ndmero elevado de operagoes com
nameros inteiros. KEssas operagoes sao todavia mais rapidas de efectuar, em virtude de serem
efectuadas sobre niimeros inteiros.

Na sec¢ido 3.3 realgdmos a dificuldade em provar que uma matriz (simétrica ou ndo) A é PD
ou PSD a partir das suas definigoes. Seguidamente mostramos que a decomposi¢do de Cholesky é
particularmente importante para esse efeito.

Teorema 4.11 Se A é uma matriz simétrica de ordem n, entao
AeSPD<e A=LDLY ed;; >0, i=1,...,n

Demonstragao: Devido ao teorema anterior basta provar que se A = LDLT com d;; > 0,
i=1,...,nentdo A € SPD. Para isso, seja x # 0 um vector de ordem n qualquer e provemos que
zT Az > 0. Tem-se

2T Az = 2T (LDL" )2z = (LT 2)" D(L z)
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Algoritmo 14
Parak=1,2,....,n—1

Parai=k+1,...,n
1= g
Determinacao S
de Sl:%
beb di = d; — sjaux
Para j=k+1,...,i—1
a=Il+j—k
y =003 | g
Sa = Saq — SHAUX
Parak=2,...,n
Resolugdo Paraj=1,... k-1
de Ly = b ZZW‘Fj

b, = by — s1b;

Cadlculo de

_b
y=D"1y b, = ¢&
Parak=n—-1,...,1
Resolugdo Para j=k+1,...,n
= — G=1D(=2)
de Lvr =y Z—%—l—k

bk = bk’ - Slbj

Figura 4.10: Algoritmo para a resolucao do sistema Az = b com A € SPD
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Se y = LTz, podemos escrever
n
2" Az =y "Dy =" yld;
i=1

Mas L é ndo singular e portanto y # 0. Como d;; > 0,4 =1,...,n, entdo 27 Az > 0.

Este teorema indica que para mostrar que uma matriz simétrica A é SPD basta calcular a
sua decomposicao de Cholesky e investigar o sinal dos elementos diagonais de D. Se existir um
d;; <0, entdo A ¢ SPD e o processo de decomposigao deve parar. De outro modo a decomposicao
LDLT ¢ obtida e a matriz A é SPD. Como para uma matriz A ndo simétrica se tem

AePD< A+ AT € SPD

entao também é possivel verificar se uma matriz nao simétrica é PD, investigando se o mesmo
acontece a sua parte simétrica A + AT. A titulo de exemplo consideremos a seguinte matriz niao
simétrica

1 2 3
A= -1 1 1
-1 1 2
Entao
2 1 2
A+AT=11 2 2
2 2 4

Na primeira iteracao do processo de célculo da decomposicio LDLT de B = A+ AT tem-se

[\

B®= |1
2
1

— N W

Entao bg) > 0 e pode ser usado como pivot na segunda iteragao. Efectuando esse passo vem

[\

B® —

—_ N =
Wl N W
[SVRITEN

Portanto

4

3
Como todos os elementos diagonais de D sdo positivos, entdo A + A7 € SPD e A € PD.

Consideremos agora o caso em que A é uma matriz SPSD de ordem n. Se A é ndo singular,
entdio A € SPD e A = LDL” com dj; > 0, i = 1,...,n. Suponhamos que A é singular. Entdo
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tem de ocorrer uma iteragao k em que a,(clz) = 0. Tendo em conta os teoremas 3.9 e 3.12 podemos

escrever A®) na forma

k k
4 AP AW
A(k) A(k)
com
. oy
k . k
Al = Al = (4]4n)

0

Como todos os elementos da primeira coluna sao iguais a zero, nao se efectua qualquer operagao
e passa-se imediatamente a iteracao seguinte. Se procedermos deste modo sempre que ocorre um
pivot nulo, entao obtemos no fim do processo a decomposicio LDLT de A em que alguns d;; sdo
iguais a zero e
dii:0:>lji:0, j=i1+1,....n

A titulo de exemplo, procuremos obter a decomposicio LDLT da matriz

1 1 -1
A= 1 1 -1
-1 -1 3

Na primeira iteracao a;; > 0 e portanto pode-se usar como pivot, obtendo-se

1
A® = 10
-1 0 2

Como ag) =0e ag) = 0, nao se efectua qualquer operagao na segunda iteracao. Entao a

decomposicio LDLT de A foi obtida e tem-se

1 1
L=| 11 , D= 0
-1 0 1 2

Mostramos assim que a decomposicdo LDLT de uma matriz A € SPSD pode ser sempre obtida
de uma forma semelhante & do caso em que A € SPD. Tal como anteriormente ¢ possivel provar
o seguinte resultado.

Teorema 4.12 Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Entdo A € SPSD se e sd se
1. A= LDL".
2.di; >0,i=1,...,n
3. dy=0=1;;=0,j=i+1,...,n

Demonstragao: O processo de decomposicio LDLT de A € SPSD apresentado anteriormente
mostra que a implicagdo = é verdadeira. A demonstracao de < é semelhante a do teorema 4.11.

Este teorema permite estabelecer se uma matriz A é SPSD ou néo usando a sua decomposigao
LDLT. Com efeito A & SPSD se para uma determinada iteracio k um dos seguintes casos ocorre:
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() a® <o
(ii) a,(clz) =0e ay,z) # 0 para certo j > k.

De outro modo é possivel obter a sua decomposicao LDLT com dj > 0 e A € SPSD. Como
uma matriz ndo simétrica A é PSD se e s6 se A + AT € SPSD, entdo é possivel verificar se A é
PSD, utilizando este tipo de processo para a sua parte simétrica A + AT. Assim, por exemplo,
considere-se a matriz simétrica

11 -1
A= 11 2
-1 2 3

Como aj; > 0, entdo pode ser usado como pivot na primeira iteracdo e tem-se

1
AP =1 1 0
-1 3 2

Entao ag) =0e ag) # 0, e isso implica que A ¢ SPSD. Note-se que o processo de decomposigao

péara nesta iteracao.

No capitulo 3 mostrdmos que as matrizes PD (PSD) constituem uma subclasse das matrizes
P (Pp). Os dois teoremas anteriores permitem mostrar que PD = P e PSD = P, para matrizes
simétricas. Com efeito podemos estabelecer os seguintes resultados.

Teorema 4.13 Se A é uma matriz simétrica, entao
AePDs AcP
AePSD< AePy

Demonstragao: Como PD C P, entao basta provar a implicagao <. Se A € P é uma matriz
de ordem n, entao A = LDU com dy; > 0,4 = 1,...,n. Se além disso A é simétrica, entao
U = L". Portanto A = LDL” com d;; > 0 e A € PD pelo teorema 4.11. A demonstracio da
segunda equivaléncia é semelhante e baseia-se no teorema 4.12.

Tal como para as matrizes nio simétricas, a decomposicio LDLT de uma matriz A € SPD pode
ser obtida usando os métodos directos e dos bordos. Estes métodos nao sao usados em matrizes
densas, mas assumem particular importancia na resolugao de sistemas de equacoes lineares com
matrizes esparsas, como veremos posteriormente. Seguidamente, iremos apresentar esses dois
processos.

ii) Método directo para a decomposicao LDL” de A € SPD
Y

Este processo consiste em obter as matrizes L e D da decomposicao LDLT da matriz A directa-
mente a partir da igualdade A = LDLT. Para isso escreve-se

a1 a1 oo Qp1 1 d11 1 l21 N lnl
a1 a2 oo Qp2 121 1 d22 1 N lng
anl Gp2 . Gpn RS e | dnn 1
1 11 din dinlor ... dil
lon 1 doo ... dalna
R e N | dnn
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Multiplicando a matriz L pela primeira coluna de DL e igualando & primeira coluna da matriz
A, obtém-se

di1 = a1
a1

ain =lpndin = lg= R
11

1=2,...,n

Para obter os elementos da segunda coluna de L e o elemento ds2, tem-se

a2 = lo1di1lor + dao = doo = age — la1di1ln

ajg = lindirlor + lindas = lig = w, i=3,...,n
da2

O processo poderia agora ser continuado obtendo-se sucessivamente as outras colunas da ma-
triz L e os elementos diagonais da matriz D. Na pratica os elementos de L e D sao obtidos
transformando a matriz A de acordo com o esquema apresentado anteriormente. A figura 4.11
apresenta os passos do algoritmo e a sua ilustragao esquematica.

A figura 4.11 representa esquematicamente a iteracao k deste processo. Se compararmos os
algoritmos 13 e 15 facilmente concluimos que o método directo necessita de igual nimero de
adicoes, nao necessita de quaisquer cépias, mas precisa de mais

— _n(n-1)
; h=—0— (4.56)

multiplicagoes respeitantes aos produtos aur = agrpar:. Notemos ainda que em cada iteragao
do método directo se determina uma coluna da matriz L e um elemento da diagonal da matriz
D. Esse facto torna o método particularmente recomendado para a resolugao de sistemas com
matrizes esparsas SPD.

(iii) Método dos bordos para a decomposigao LDL? de A € SPD

Se Aji sdo as submatrizes principais de A definidas por (4.14), entdo, como vimos anteriormente,
det(Agr) # 0 paratodoo k=1,2,...,ne

A @ } (4.57)

11k+1 k+1 — T
s
a Ak41,k+1

Se A = LkaLf, entao

A . Ly Dy, Lz a
k+1,k+1 — @T 1 dk-‘rl,k-‘rl 1

e portanto a obtengao da decomposicio LDLT de Ajy1 k41 resume-se ao cdlculo do vector a e
do elemento dj41 k+1. Multiplicando as trés matrizes do membro direito da igualdade anterior,

tem-se
A a B LkaLz LiDra
A N @DkLE Apog1, k41 + a’Dia

Igualando as duas matrizes elemento a elemento, obtém-se

LixDra=a
_ _ 4.58
{ di+1,k41 = Q1,41 — @1 Dya (4.58)
Deste modo, considerando inicialmente Ly = [1] e D; = [a11] e repetindo o processo n — 1

vezes, obtém-se a decomposicio LDLT da matriz A. A figura 4.12 apresenta o algoritmo para o
método dos bordos assim descrito.
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Coluna k

Modificado nas iteracdes anteriores e ndo usado na iteragdo k
Modificado nas iteracdes anteriores e usado na iteragao k

Modificado na iteragéo k

I R

N&o modificado nem usado na iteragéo k

Algoritmo 15
Para k=1,2,...,n

Parat=1,...,k—1
aux = Q¢tQrt
ik = Gk — QUL
Parai=k+1,....n

Qi — Qi — Q;+AUT

Parai=k+1,....n

Aik
akk

Aik =

Figura 4.11: Método directo para matrizes SPD
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O ntimero de operacdes para a obtencao da decomposicao LDL” da matriz A pelo método dos
bordos é exactamente o mesmo que para o método directo.

Como é evidenciado na figura 4.12, o método dos bordos determina em cada itera¢cdo uma nova
linha da matriz L e um elemento diagonal da matriz D. Por essa razao o método dos bordos é
bastante usado na resolugao de sistemas com matrizes esparsas.

(iv) Decomposigao LL”

Seja A € SPD. Entdo podemos escrever A = LDLT, com L uma matriz triangular inferior com
elementos diagonais iguais a um e D uma matriz diagonal com elementos diagonais positivos. Se
D'/? é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo as raizes quadradas dos elementos diagonais
de D, entdo tem-se

A=LDLT = LDY?*D'?LT = LL" (4.59)
com L = LD'?. Portanto toda a matriz A € SPD se pode escrever na forma A = LLT, com L
uma matriz triangular inferior. Essa decomposicao de A é também denominada Decomposicao de
Cholesky. Tal como anteriormente, a decomposicao pode ser obtida por eliminagdo de Gauss por
linhas ou por colunas, ou ainda usando os métodos directo ou dos bordos. Esses algoritmos sao
pequenas modificacoes dos algoritmos correspondentes para a obtencdo da decomposicao LDLT
de uma matriz A € SPD. A titulo de exemplo apresentamos o algoritmo baseado na eliminagao
de Gauss por linhas. Se

A= { ‘21 ‘jBT } (4.60)

entao

a L aT
A® = | VI van (4.61)
Zar 0 (Alair)

Portanto o algoritmo para a obtencao da matriz L da decomposicdo LLT usando a eliminacéo
de Gauss por linhas tem a forma apresentada na figura 4.13. Além disso a iteragdo k pode ser
apresentada esquematicamente através da figura 4.9 para a obtencdo da decomposicio LDLT de
A. Como exemplo de ilustracao, calculemos a decomposicio LLT da matriz

4 -2 2
A= =2 5 0
2 0 2

Na primeira iteragdo o pivot a1; é substituido pela sua raiz quadrada. Os elementos da coluna
pivotal abaixo do pivot sao entao divididos pelo valor actual do pivot. Finalmente os elementos
do Complemento de Schur (A|a11) sdo calculados usando apenas a coluna pivotal. Tal como
anteriormente, apenas interessa determinar os valores dos elementos pertencentes ao triangulo
inferior dessa matriz. Assim tem-se

2
A® = | -1 4
111
Agora ag) ¢é o pivot e obtém-se
2
@ _{ -1 2
A R
2 4
Finalmente a raiz quadrada de a:g? ¢ calculada e tem-se
2
-1 2
L =
L LB
2 2
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Modificado em iteragdes anteriores e usado na iteragéo k

I
[ Modificado na iteragdo k
[ ] N&o modificado nem usado na iteragdo k

Algoritmo 16
Faga L, = [1] e D1 = [a11]

Parak=1,2,...,n—1
Seja Apy = LyDp LY e Agi1 k41 definida por (4.57)

Seja Dy, = diag(dia, .. .,dkk). Entdo
Resolva Lia = a
Calcule a; = (‘Zf_, 1=1,2,...,k
k
Akt 1,k+1 = Qkt1, k41 — Z dttd%
t=1
Figura 4.12: Método dos bordos para matrizes SPD
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Algoritmo 17
Para k=1,2,...,n—1
apk = /Qkk
Parai=k+1,...,n
ik = ik /K

Para j=k+1,...,1

| Ajj = Ajj — Gjgaik

ann - ann

Figura 4.13: Decomposicio LLT de uma matriz SPD

E ainda de referir que o numero de multiplicacoes e adigoes do algoritmo é exactamente o
mesmo que as do algoritmo 13. Além disso, neste algoritmo nao ha necessidade de quaisquer cépias,
havendo contudo a necessidade de calcular n raizes quadradas. Realgamos também que os outros
algoritmos para a obtencdo da decomposicao LL”T de A requerem exactamente o mesmo niimero
de multiplicacdes e adicdes, o que é uma vantagem em relacdo a decomposicio LDLT. Contudo
a necessidade de calcular n rafzes quadradas torna a decomposicdo LLT menos recomendével em
geral. Além disso a decomposicdo LDLT pode ser generalizada para matrizes indefinidas, o que
nao acontece com a decomposicao LL”. E ainda de notar que a fase de solugao tem mais n divisoes
se a decomposicio LLT ¢ usada em vez da decomposicao LDLT. Essa é mais uma razao para a
preferéncia pela decomposicio LDL” na resolucio de sistemas de equacdes lineares com matrizes

SPD.
(v) Matrizes indefinidas

Para introduzir a definicio de matriz indefinida iremos primeiramente considerar as matrizes
negativas definidas (ND) e negativas semi-definidas (NSD).

Definigao 4.1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo
e AeND & 2T Az < 0 para todo o x € R™ — {0}.

e Ac NSD < 2T Ax <0 para todo o z € R".

Com base na definicao, é trivial a seguinte propriedade.
Teorema 4.14

e Ac ND & —AePD.

e Ac NSD & —A € PSD.

Por isso estas classes ndo merecem um interesse especial do ponto de vista das suas proprie-
dades. Contudo, estas matrizes sao bastante usadas em algumas areas da Matematica Aplicada,
como por exemplo em Optimizagdo. Como Az = b se e s6 se —Ax = —b, entdo a resolugdo de um
sistema de equagdes lineares com uma matriz ND ou NSD resume-se a obtengao da solugdao de um
sistema com uma matriz PD ou PSD.
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Definicao 4.2 Uma matriz A quadrada de ordem n € indefinida (A € ID) se existirem vectores
u#0ev#0 tais que vT Av < 0 e uT Au > 0.

Se A € ID e é simétrica, entao escreve-se A € SID. Tal como para as outras classes, tem-se
AeID & A+ AT € SID (4.62)

A titulo de exemplo, considere-se a matriz
2 -1
M s

Entao

A+AT=[4 }EMD

-2
e portanto a matriz A é indefinida.

Seguidamente, vamos apresentar um processo de resolugao do sistema para matrizes SID, que
explora a simetria e requer um nimero de operagoes sensivelmente igual ao do caso de A € SPD.
Para ilustragao do processo, consideremos a seguinte matriz SID nao singular

010
A=|1 0 1 (4.64)
01 1

e suponhamos que pretendemos determinar a sua decomposicio LDLT. E evidente que aj; Nao
pode ser escolhido como pivot e que as; é o Uinico elemento da primeiro coluna em condigoes de
assumir tal funcao. Contudo, se o escolhermos como pivot, teremos de trocar a primeira e segunda
linhas, o que vai destruir a simetria da matriz A.
Uma estratégia que visa a preservacao da simetria é a consideragao de pivots que sao matrizes
2 x 2 nao singulares. Trata-se de uma generalizagao do conceito usual de pivot 1 x 1 segundo a
qual se
A:A(l) — |: All A12 :|
Az Az

entao .
A2 _ { A A A }
An Ay (AlAn)

Como Ajq; é de ordem 2 e a matriz (A|A11) é simétrica, entdo apenas a parte triangular inferior
e diagonal de A precisam de ser calculadas. Isso é feito linha a linha resolvendo sistemas de
ordem 2 com a matriz A;; para a determinacgao dos elementos de AﬁlAlg e calculando produtos
escalares para a obtencdo dos elementos necessdrios de (A|A11). Assim, para a matriz (4.64)

tem-se
0 1 0
A11_{10],A12_{1}

-1 .
e portanto para calcular a = A7 A1 tem de se resolver o sistema

= [2]o- [}

Entao
1
() == [0 1] | g =
Portanto
0 1 | 1
A _ 1 0 | O
10 | 1
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e A= LDLT com

O =
(a=)
O =

1 0 1

|
1| 1
| 1

|
. D= |
|

O processo de obtencdo da decomposicio LDL” de uma matriz simétrica indefinida consiste
em usar pivots de ordem 1 x 1 pertencentes as diagonais das sucessivas matrizes reduzidas A®*) e
pivots de ordens 2 x 2, definidos de acordo com o explicado atras. Em cada iteragao k a escolha de
um pivot 1 X 1 ou 2 x 2 é feita de acordo com um determinado critério, desenvolvido para manter
a estabilidade da decomposicdo e que foi primeiramente apresentado em [Baunch e Kaufman]. No
fim do processo obtém-se a decomposicio LDLT da matriz A, onde L é uma matriz triangular
inferior com elementos diagonais iguais a um e D é uma matriz diagonal por blocos, em que cada
bloco de ordem 1 x 1 é constituido por um elemento diferente de zero e cada bloco 2 x 2 é uma
matriz indefinida nao singular.

Na figura 4.14 apresentamos o algoritmo 18 da decomposicio LDLT de uma matriz A simétrica
indefinida néao singular. Nesse algoritmo usamos a notacao

R

para representar a troca da linha (e coluna) i com a linha (e coluna) j. Tal como anteriormente,
as matrizes L e D vao ocupar o espago reservado a matriz A, pelo que o algoritmo consiste em
modificar os elementos da matriz A de acordo com as regras definidas pelos pivots de ordens 1 x 1
ou 2 x 2.

E de notar que as férmulas para a obtencdo das quantidades a;; e a@;x4+1 no Passo 3 séo
consequéncia do uso da Regra de Cramer para a resolucao do sistema

akk Q41K To | _ ik
Qk+1,k  Ok+1,k+1 Yo Qi k+1

E fécil de ver que o nimero de operagdes (multiplicacdes e divisdes) é da ordem % + O(n?).

O algoritmo requer em cada iteragdo mais comparagdes que o correspondente algoritmo para a
decomposicio LDLT de uma matriz A € SPD. Além disso, é possivel mostrar que o algoritmo é
estavel, pelo facto de o factor de crescimento g4 ser limitado. A demonstracao dessa propriedade
¢ bastante técnica e aparece em [Bunch ¢ Kaufman)].

Consideremos agora o sistema Az = b e suponhamos que A é simétrica indefinida. Entao

PTAP =LDL"
com P o produto de ¢ matrizes de permutacao P;; (t > 0),
Dy
Dy
D,
e D;, i=1,---,p matrizes de ordem um ou dois (p < n). Mas
Az =b < PTAP(PT2) = P"b & LDLY (PTz) = PTb

e portanto a resolugao do sistema Ax = b consiste na resolugdo dos seguintes sistemas

1. Ly = PTb

2. Dv=y

3. LT(PTz)=v
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Algoritmo 18
Passo 0: Faca k=1 e seja a tal que 0 < a < 1.

Passo 1: Critério de escolha de pivot. Seja A = max laik] = |ark]
1>
Se |lagk| > aX vd para Passo 2. Doutro modo, seja

o= max laorl

1. Se aX? < |agk|o, vd para Passo 2.
2. Se aX? > |agk|o e |ay| > ao, faga r < k e vd para Passo 2.
3. Se 1. e 2. nao se verificarem, faca r — k+ 1.

Vi para Passo 3.

Passo 2: Pivot de ordem 1 x 1.

Parai=k+1,....n

auxr = ak

Para j=k+1,...,1

Qi = Qq5 — QUTAjk

Faca k =k + 1. Se k =n, termine. Doutro modo, vd para Passo 1.

Passo 3: Pivot de ordem 2 x 2.

Parai=k+2,...,n

aurl = a;

auxT2 = 4 k41

Qp = OkkOk+1,k+1 — ai+17k,

air, = (auxlagsr k41 — aurary1.k)/ 0
a; k1 = (auzagk — auxlags1 )/ oo

Para j=k+2,...,i

a;j = a;; — auxrlajy — auraj g1

Faca k =k + 2. Se k =n, termine. Doutro modo, vd para Passo 1.

Figura 4.14: Algoritmo para a obtencdo da decomposicio LDL” de uma matriz A € SID
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E de notar que a resolugao de Dv = y se resume a p sistemas D;v" = y*, cujas matrizes tém ordens
iguais a um ou dois.
A titulo de exemplo, consideremos o sistema Az = b com

0 1 -1 -1 ~1
1 -1 1 1 2
A=1 4 1 4 1] b= 0
-1 1 1 =1 0

Na fase de factorizacdo ha que determinar a decomposicio LDLT de A. Para isso utilizamos
o algoritmo 18 com a = 5 Na primeira iteracao tem-se
a1 =0, A=1, r=2
Além disso
o= I?7§§<|asr| =1

Entao verifica-se a condig¢ao 2. do algoritmo 18. Portanto as linhas e colunas 1 e 2 sao trocadas,
ou seja, obtém-se a matriz

-1 1 1 1
1 0 -1 -1
Py AP = 1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
Além disso efectua-se o passo 2, isto é, usa-se um pivot de ordem 1 x 1 e vem
-1
@ _ @_| -1 1

B = (P12AP2)" = 10 0

-1 0 2 0

Na segunda iteracao a condigao 1 do Passo 1 é satisfeita. Entao b§22) deve ser escolhido como pivot
e obtém-se a mesma matriz que B, isto é, B®) = B(2). Na terceira iteracao tem-se

by =0, =2,0=2,0{) =

Entao as condigoes 1. e 2. do Passo 1 nao se verificam e como k = n—2 o processo de decomposi¢ao
termina com

1 ~1
11 1
L=1_4 01 , D= 0 2
-1 0 0 1 2 0

Na fase de solucdo, comeca-se por resolver o sistema Ly = P7b. Como P = PT = Py,, entdo
PTh = [2,-1,0,0]7 e a solugao do sistema Ly = PTbh é y = [2,1,2,2]T. Seguidamente hd que
resolver Dv = y, ou seja

—V1 = 2
Vo = 1
0 2 V3 _ 2
2 0 Uy o 2
Usando a regra de Cramer para o tltimo sistema, obtém-se v = [—2,1,1,1]. Finalmente tem de
se resolver o sistema LT (Pja1) = v, ou seja,
1 -1 -1 -1 T2 -2
1 0 0 I o 1
1 0 x3 | 1
1 Zq 1

Entdo z = [1,1,1,1]7 é a solugdo do sistema dado.
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4.13 Calculo do determinante e da inversa de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada nao singular de ordem n. Nesta seccao iremos mostrar como a
decomposicdo LU ou LDLT de uma matriz pode ser usada para calcular o seu determinante e a
sua inversa.

Consideremos primeiramente o caso em que A é uma matriz ndo simétrica. Entao

PA=LU
com P o produto de k matrizes de permutacao P;; (k > 0). Devido ao teorema 4.1 tem-se
det(A) = (—1)*det(L)det(U)

Mas L e U sao matrizes triangulares e todos os elementos diagonais de L sao iguais a um. Entao
det(L)=1e
det(A) = (—1)Fdet(U) = (—=1)*u1y .. . upn (4.65)

Portanto o determinante de uma matriz pode ser calculado num niimero de operagoes de ordem
3 . . . ~ z .
% em vez de n!, como seria necessario se fosse usada a definicao. E ainda de notar que o valor

k é armazenado na componente n do vector perm que é usado na implementacao do processo de
decomposicao LU com escolha parcial de pivot.
Se A é uma matriz simétrica PD, entdo A = LDL” e

det(A) = det(D) =dy1 ... dnn (4.66)
Finalmente, se A é simétrica indefinida, entao
PTAP =LDL"
com P um produto de k& matrizes de permutagao F;;. Portanto
det(A) = det(D) = det(Dy) ...det(D,)

onde D;, i = 1,...,p sao os blocos diagonais de ordens um ou dois da decomposicao. Embora
nao se tratem de matrizes diagonais, o calculo dos seus determinantes é muito facil de efectuar, o
mesmo acontecendo portanto ao determinante da matriz A.

Como vimos anteriormente, a matriz inversa A~! de A é por definicdo a tinica matriz B cujas
colunas B ; sao solugoes dos sistemas

ABj=¢e,j=1,...,n (4.67)

com e’ a coluna j da matriz identidade. O célculo da matriz inversa explora essas igualdades. Se
A é uma matriz ndo simétrica ndo singular, entdo, tal como anteriormente, podemos escrever

PA=LU

com P o produto de k matrizes de permutacao P;; (k > 0). Portanto tem-se

LUB, = Pé’
ou ainda
Ly’ = Pél (4.68)
UB; = o (4.69)
com j = 1,...,n. O facto de o vector dos termos independentes do sistema (4.68) ser uma

coluna da matriz identidade pode ser explorado devidamente de modo a reduzir o niimero total
de operagoes necessarias para calcular a matriz inversa. Com efeito, tem-se

104



0

. . 0

Pe‘]: . =

0
{ 1
t+1 0

ej2

L 0 ]

onde 2 e R" ' e 0<t<n—1. Entdo podemos escrever a matriz L e o vector 3/ na forma

B I i yjl
=[]

com Ly € RMDX(=8 ¢ yi> ¢ R~ Portanto o sistema (4.69) é equivalente a
Lyt =0=y" =0
Lgyjz — 2 _ L2yj1 — J2

Assim as dimensoes dos sistemas (4.68) variam de 1 a n, consoante a coluna da matriz identidade
escolhida. Portanto o nimero total de operagoes para a resolugdo dos n sistemas (4.68) é dado
por

" k(k—1) nn?-1)
275 G

k=1
Entao o ntimero total de operacoes para calcular a inversa serd a soma deste nimero, com o que

n(n+1)
2

é necessario para calcular a decomposicao e as n operagoes necessarias para a resolugao

dos n sistemas (4.69). Assim tem-se
nn?—1) n?(n+1) n® n 3 n(n—1)

e R e R A

Mostramos assim que o numero de operacoes para calcular a inversa de uma matriz nao
simétrica de ordem n é aproximadamente n3. Portanto o uso da decomposicio LU para o célculo
da inversa de uma matriz nao simétrica requer sensivelmente o mesmo niimero de operagoes que
é necessario se as operagoes pivotais forem usadas. Por outro lado, a decomposigdo LU com es-
colha parcial de pivot é um processo estavel, o que nao acontece com as operagoes pivotais. Dai
a decomposi¢ao LU com escolha parcial de pivot ser normalmente usada no calculo da matriz
inversa.

Consideremos agora o caso em que a matriz A é simétrica. Entdo A~! é também simétrica e
isso pode ser explorado para reduzir ainda mais o niimero de operagoes necessarias para calcular
a inversa de A. Com efeito como B = A~! é simétrica, entdo apenas a diagonal e a parte abaixo
da diagonal necessitam de ser calculadas. Tal como na resolucao de sistemas de equagoes lineares,
também a determinacao da inversa de uma matriz simétrica requer sensivelmente metade das
operacoes necessarias para o caso nao simétrico. Para verificar isso, iremos considerar apenas o
caso de A ser SPD. Entdo A = LDL” e a determinacdo da matriz inversa é obtida a partir de

LDLTB;=¢l, j=1,...,n
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ou seja

Ly = ¢
Dy = 3 j=1,2,...,n
LTB_j = Zj
Tal como referimos anteriormente, a resolugdao de n sistemas Ly = I ;, j = 1,...,n requer um

nimero de operagoes igual a

" k(k—1) ~n(n?—1)
; 2 6

Consideremos agora o sistema L’ B. j = 27. Entao podemos escrever

L? Lg B'lj zjl
Lg B?j 22
com
by; bjj
B = : ceRVU-D B2 — : c R+
-] . ) .J .
b1 -1 b

Como estamos apenas interessados em determinar os elementos diagonais e abaixo da diagonal,
entao basta resolver o sistema
TR2 _ _js
L3 B ==z

Portanto ntimero total de operacoes para resolver os n sistemas triangulares superiores € igual a

“k(k—1) nmn?-1)
275 G

k=1
Consideremos finalmente o sistema Dz/ = y7. Como D é diagonal e apenas as tltimas (n—j+1)

componentes de z/ sio necessdrias, entdo aqui também vai haver uma reducdo no nimero de
operagoes. Com efeito, se escrevermos

_| D i_ | &Y i_ v
D—[ D2:|)Z_|:2:2j , Y= y2j

com D € IR(J'—l)X(J'—l)7 D, € IR("—J'+1)><(VL—J'+1), 2Lyl e RU-D o 220y e R("—j-i-l), entio
basta resolver o sistema,

Doz =y
ou seja, fazer

220 — D2—1y2j

Portanto o niimero de operagoes necessarias para resolver os n sistemas diagonais é igual a

zn:k:n(n—i—l)

2
k=1

Tendo em conta estes nimeros de operagoes obtidos e o niimero de operagoes que a decom-
posicdo LDLT requer, concluimos que o niimero de operactes necessarias para calcular a inversa
de uma matriz simétrica é igual a

n3 4+ 3n? — 4n nn*-1) nn+1) n?
2 =—+n’—
6 + 6 + 5 5 +n

|3

Mostramos assim que a determinagao da matriz inversa de uma matriz simétrica requer sensivel-

3 -
mente - operagoes.
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A titulo de exemplo, calculemos o determinante e a matriz inversa da matriz
1 1 -1

A= 1 2 0

-1 0 3

Como A é simétrica, iremos calcular a sua decomposicaio LDLT. Apés o primeiro passo da
decomposicao, obtém-se a matriz

1
A = 11
-1 1 2

Usando agora ag) como pivot, obtemos finalmente a decomposigao LDLT de A

1 1
L=1] 11 , D= 1
-1 1 1 1

Entao
det(A) =det(D) =1

A primeira coluna de A~' é calculada a partir de

1
Ly'=|0 |, 2!=DY%' L"B,=:"
0
Donde
1 1 6
y'l=| -1 |=2z'l=| -1 |=B,;=| -3
2 2 2

Em relacdo & segunda coluna de B = A~!, basta calcular os elementos da diagonal e abaixo da
diagonal. Portanto tem-se

BRI R

Finalmente é necessario calcular b33 e vem

Donde
6 —3 2
Atl=B=| -3 2 -1
2 -1 1
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Exercicios

1. Calcule a decomposicao LU das matrizes

1 21 1 -1 0 L1 11
Ai=] -1 0 1|, Adg=| -1 2 -1 |, Ay=| | 5 1
1 -1 2 0 -1 1

2. Calcule a decomposicao LU das matrizes

1 21 0 2 1 1 _1 % ?
Ay=1| -1 3 1|, Ab=| -1 1 2|, Az=
0 2 2 1 -3 1 -2 s -l
1 1 -1 4
usando escolha parcial de pivot.
3. Resolva os seguintes sistemas:
(a)
—r1+2x0+23 = 2
r1 —3ra+2x3 = -—1
To 4+ 2x3 = 3
(b)
T4 — X9+ T3 = 1
—To +x3 = 2
r3 = -1
(c)
201 — 220 + 23 = 5
—r1+3r2+r3 = -3
—x1+x2 + 223 = 0
(d)
3:[,‘1 — X9 — I3 = -1
201 +4x0 +x3 = =T
—x1+ T2+ 33 = -3

4. Calcule o numero de operagoes necessarias para a determinacao da decomposi¢ao LU de
uma matriz usando os métodos directos e dos bordos.

5. Determine a decomposi¢ao LU das matrizes Ay, As e Az do exercicio 1 usando os métodos
directo e dos bordos.

6. Uma matriz diz-se de Hessenberg Superior se
aj; =0 para i>j+1

Indique o niimero de operagoes necessarias para determinar a decomposicao LU de uma
matriz de Hessenberg Superior de ordem n.

7. Mostre que a inversa de uma matriz triangular é triangular e indique o niimero de operagoes
necessarias para a calcular.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

. Considere as seguintes matrizes
1 2 3 2 0 0 1 1 -1 2 1 0
Ar=|0 2 1|, As=| -1 10|, A3=1]2 1 1|, Au=]1 2 1
0 0 3 2 3 2 1 3 4 0 1 2
Determine o nimero de condigdo na norma || - ||s das matrizes 4;, i = 1,2,3,4 e compare-o
com a estimativa que se obtém usando o estimador LINPACK.
. Determine a decomposicdo LDLT das seguintes matrizes:
1 1 -1 2 1 -1 1 2 1
A = 1 2 1], Ao=| 1 3 -1 |, A3=12 4 -1
-1 1 3 -1 -1 4 1 -1

Calcule o niimero de operacdes necessarias para a determinacdo da decomposicio LDLT de
uma matriz SPD usando os métodos directo e dos bordos.

Calcule as decomposicoes LDLT das matrizes Ay, Ay e Az do exercicio 9 usando os métodos
directo e dos bordos.

Determine a decomposicdo LLT das matrizes:

41 2 1 2 -1
Ai=|1 5 1], Ao=| 2 8 0
2 1 8 -1 0 8

Desenvolva os algoritmos directo e dos bordos para a decomposicio LLT de uma matriz
SPD.

Mostre que A € SPD se e s6 se A = LLT com L uma matriz triangular inferior.

Verifique se as seguintes matrizes sdo SPD, SPSD, PD ou PSD:

12 4 2 0
Al_[Q 3}’ AQ_{z 1]’ A?’_[l

O =
—_

2 1 2 1 2 4
I I R A
1 2 27 3 1 -1 2 21 0 1 2
Ar=12 4 8|, Ag= 1 2 =1, Ag=1[2 2 1|, Ap=|1 3 1
2 8 4 | -1 -1 3 1 1 4 2 1 4
(1 3 2 2 5 8 4 1 =2
Ai=12 6 9|, Ap=1]4 3 2|, Ais=| -1 5 3
|2 4 8 7 6 1 0 2 4

Determine os conjuntos dos ntimeros reais x tais que

(a)

1 -1 -2
-1 2 -1 | eK
-1 -1 z+4
(b)
1 -1 =x
1 2 1| ePD
1 —z 22



-1 2 1| eH,
-1 z2 x+6
(d)
1 0 -1 1
1 1 0 O
0 r 1 = € H(z > 0)
-1 1 3 3
(e)
i 1-z 142 1
x 1 0 2
2
. i % 1 € PSD
0 1—=x T

17. Demonstre o teorema 4.12.

18. Mostre que se A é uma matriz simétrica entdao

AePSD& AePy.

19. Mostre que A € ND se e s6 se A = LDLT e d;; < 0 para todo o 1.

20. Resolva os seguintes sistemas de equacoes lineares usando o algoritmo para matrizes simétricas

indefinidas:
Ty — Ty + T3 _ 1 €1 “+x2 —r3 24 = 5
X1 —2])2 —X4q = -2
—T1 — 2332 — 31,‘3 = —6
T1 — 37T = =2 o e = 2
! 2 2331 —ZX2 —I3 = 2

21. Calcule os determinantes e inversas das seguintes matrizes

1 -1 -1 -1 2 4
A= -1 1 2|, Ay=|-11 -1
1 0 -1 2 0 2
110 -1 1 -1
As=1|1 2 1|, A4=| 1 -3 1
01 3 -1 1 -5

22. Dada a fungao f : & — x+cos 7wz, determine o polinémio P(z) de grau 2 tal que P(i) = f(i),
i=1,2,3.
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Capitulo 5

Métodos Directos para Sistemas
de Equacoes Lineares com
Estrutura Especial

Neste capitulo iremos estudar sistemas de equacoes lineares cujas matrizes tém estruturas especiais
que permitem explorar o niimero de elementos nulos de modo a reduzir o niimero de operacoes e o
espaco de armazenagem. Trata-se do primeiro exemplo de resolucao de sistemas de equagoes com
matrizes esparsas. No entanto, ndo abordaremos este caso no capitulo referente a resolucao de
sistemas com matrizes esparsas, em virtude de se tratar de casos especiais, que se aproximam mais
da resolugao de sistemas de equacoes lineares com matrizes densas. Iremos ver que em muitos
casos a reducao do numero de operagoes é consideravel, sendo inclusivamente possivel resolver
alguns sistemas de grandes dimensoes com um numero de operagoes relativamente pequeno e um
espaco de armazenagem reduzido. Consideraremos primeiramente o caso da estrutura de banda,
para depois estudarmos os sistemas com estrutura de blocos.

5.1 Matrizes com estrutura de banda

(i) Matrizes simétricas

A definicdo de Matriz Banda esté relacionada com o facto de os elementos néo nulos nao diago-
nais da matriz estarem dispostos ao longo de linhas paralelas a diagonal principal. Como para
matrizes simétricas o nimero de linhas paralelas acima da diagonal é igual ao niimero de linhas
paralelas abaixo da diagonal, apenas consideraremos este ultimo nimero. Antes de apresentarmos
a definicao rigorosa de Banda de uma matriz, consideremos a matriz de ordem 4

a21 a22 Q42
A= (5.1)
Gg2 A43 Q44

Os elementos nao diagonais nao nulos dispoem-se em duas linhas paralelas a diagonal principal
e dizemos por isso que o Comprimento de Banda de A é igual a 2. A Banda da matriz sera
constituida pelos elementos diagonais e pelos elementos dessas duas linhas paralelas.

Para a introdugao das nogoes de Comprimento de Banda e de Banda de uma matriz simétrica
A € R™", consideremos as quantidades f;(A) e (3;(A) definidas por

fi(4) = min{j:j <4, a;; #0}
Bi(A) = i— fi(A)

Li=1,...,n (5.2)
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O Comprimento de Banda 3(A4) da matriz A é definido por
B(A) =max{B3;(A): 1<i<n}=max{|i—j|: ay # 0} (5.3)

O numero 3;(A4) chama-se i-ésimo comprimento de banda de A. A Banda da matriz A é o conjunto
dos elementos que vao da diagonal até & 3(A)-ésima linha paralela & diagonal inclusivé, ou seja,

BAND(A) = {{i,j}: 0<i—j < B(A)} (5.4)

Assim, para a matriz (5.1), tem-se

AN
=1 =1
HA) =3 (= gsa)—0 = AN =2
Ja(A) =2 Ba(A) =2

Das definigoes apresentadas é facil derivar o nimero de elementos [ BAND(A)| da banda de
uma matriz A € IR"™" de comprimento de banda 8(A4). Com efeito tem-se

IBAND(A)] = n+(n—1)+...4+[n—5(4)]
BA)+1n—[1+...+ 5(A4)]

)+ 1) - FAPA) 1

ou seja

IBAND(A)| = [(A) + 1] [n - @} (5.5)

Uma matriz diz-se Tridiagonal se §(A) = 1. O ndmero de elementos da banda de uma matriz
tridiagonal é assim igual a 2n — 1.

A grande vantagem da consideracdo da banda de uma matriz estd no facto de a banda nao
ser alterada no decurso da obtencdo da sua decomposicio LDLT, se os pivots forem sempre
escolhidos na diagonal. Como tal acontece com as matrizes SPD, entao podemos enunciar o
seguinte resultado.

Teorema 5.1 Se A € SPD, entdo BAND(A) = BAND(L + D + L7).

Demonstracao: Seja A®) a matriz obtida apds a primeira iteracao do processo de decom-
posicao LDLT por eliminacao de Gauss. Entdo

a21 dn1
aiy a1l
—== a2 ... Q2
A® = | (5.6)
an _ _
ﬁ Ap2 ... Qpn
com wa
_ i1a15 ..
Aij = Gij — ——, 4,] =2
a11

Para mostrar que BAND(A) = BAND(A®)) seja p = B(A). Entao por definicio tem-se
p=p(A) < a;;=0parai>j+p (5.7)

e portanto teremos que estabelecer que

2)

(
a;;

=0parai>j+p (5.8)

Dois casos podem acontecer e sao apresentados de seguida.
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Algoritmo 19
Para k=1,2,...,n—1

Parai=k+1,... ,min{k + 8(A),n}

auxr = aik
L — Qik
Ak ark

Paraj=k+1,...,4

aij = aij — ajk sauxr

Figura 5.1: Decomposicio LDL” para uma matriz SPD com estrutura de banda

1. Se j =1, entao por (5.6) tem-se ag) = 24 ¢ de (5.7) vem ag) =0parai>j+p.

2. Se j > 1, entdo de (5.6) tem-se ag) = a;j — ag)alj. Mas para i > j+ptem-se i > j+1e

portanto ag) = 0. Donde (5.8) ¢ verdadeira.
Provémos assim que BAND(A) = BAND(A®). O teorema fica demonstrado por indugao.

Por este teorema, a determinacdo das matrizes L e D da decomposicio LDL” de uma matriz
A € SPD necessita apenas de usar os elementos da banda da matriz. Essa propriedade pode ser
extremamente vantajosa se o comprimento de banda da matriz for bastante pequeno. Com efeito,
nao s6 o espaco de armazenagem é reduzido, como o niimero de operagoes desce substancialmente.
O algoritmo 13 para a obtencdo da decomposicao LDL” de uma matriz A € SPD ¢ modificado
minimamente de modo a explorar a banda da matriz e tem a forma expressa na figura 5.1.

Para calcular o niumero de operagoes, dois casos podem acontecer e sao apresentados seguida-
mente.

1. Se k + B(A) < n, cada iteragao k tem

B(A) divisdes

[B(A) +1] B(4)
2
2. Se k+ B(A) > n, entdo em cada iteracio k tem-se

14+24...+8(4) = multiplicagoes e adigoes

n — k divisoes
n—kK)mn-k+1)
2
Entao o niimero total de multiplicagoes e adigoes é dado por

(n—k)+...+1= multiplicagoes e adigoes

"D 184) + 11804 ! n—k)(n—-—k+1
S, R mobincke
=1 k=n—pB(A)+1
B(A)—1
= oy AL LS o) — k1 (8(4) — &+ 1)
k=1
_ BABA 1] AA) B + 1 [26(4) + 1
2 6
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Algoritmo 20
Parak=2,...,n

Resolucgao de
k-1

by, = by, — > lijb
Ly=5 j=max{k—pB(A),1}

Para k=n-1,...,1

Resolucao de min{k+3(A),n}
by = by, — Ljkb;
LTz =y j:zk;rl

Figura 5.2: Resolugao de sistemas triangulares com matrizes de estrutura de banda

e o numero total de divisoes é

n—p(A) n—1
S oA+ Y k) =npa) - ZAEIIA
k=1 k=n—p(A)+1

Portanto o nimero total de operagoes é dado por

Adictes _ AR, AN + IR 1

[6(A) +3]8(A)  B(A)[B(A) + 1][6(A) + 2]

n

2 3

[B(A)+3]B(A)
2

(5.9)

Multiplicagoes / divisoes

Entao o niimero de operagoes é da ordem n e facilmente se conclui da enorme
reducdo no ndmero de operacgdes quando o comprimento de banda é suficientemente pequeno.
Assim, por exemplo, se n = 100 e 3(A) = 10, entdo a obtencdo da decomposicio LDLT sem
explorar a banda requer cerca de % operacoes, mas apenas 6060 operacoes sao necessarias no
caso de a banda ser devidamente aproveitada.

Como a matriz L tem comprimento de banda ((A), a resolugdo dos sistemas triangulares
Ly =be LTz =y pode ser feita de modo a explorar esse facto e assim reduzir também o niimero
de operagoes. O processo para a resolucao desses dois sistemas é apresentado na figura 5.2.

Portanto cada um desses processos requer

n*ﬁ(A) n—1
S+ S (k) =np(a) - LA TUHA (5.10)
k=1 k=n—B(A)+1 2

multiplicagoes e adigdes. Se agora considerarmos que a resolugdo de um sistema Az = b necessita
da obtencéo da decomposicdo LDLT de A, da resolucdo dos dois sistemas triangulares referidos e
de n divisdes referentes ao calculo de D™y, entao facilmente se conclui que o nimero de operacdes
necessarias para a resolugao do sistema Az = b com A € SPD de ordem n e comprimento de banda
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0 0 arg colunas
O — 0 asq aso /
azi azy az3 <— linhas
S= ap1 8p,p-2 8p,p-1 App
8p+1,2 8+1p1  Fp+ip 8p+1,p+1
an,n-p+1 ann-2 ann-1 ann
’ . . diagonal
- a a
(p-1) subdiagonal 23 subdiag. 12 subdiag. principal

Figura 5.3: Armazenagem de uma matriz SPD com estrutura de banda

B(A), é dado por

BA)+1]8(4)  B(A)[B(A) +1][25(4) +7]
B(A)? —275(/1) +4 B(A) [ﬁ(A? +1][B(A) + 5] (5.11)

Multiplicagoes/divisdes = 5 n— 3

Adigoes =

Como apenas os elementos da banda da matriz A sao transformados durante todo o processo
de resolucdo do sistema Ax = b, entdo hd apenas a necessidade de armazenar esses elementos,
o que pode ser feito usando uma matriz rectangular S de ordem n x [3(A) + 1] cuja estrutura é
apresentada na figura 5.3, onde p = B(A) + 1 e ajr = S; x—i+p. Notemos que nesta representacao

sao armazenados ( D AA) [B(A) + 1]
— +
p—1)+.. . +1=22""_
2 2
zeros que nunca sao transformados durante todo o processo de resolucao do sistema Ax = b. E
facil de escrever os algoritmos 19 e 20 usando este tipo de representacao. Contudo nao o iremos
fazer deixando a escrita desses processos como exercicio.
Um caso especial de matrizes banda que aparecem frequentemente em aplicagoes sao as cha-
madas matrizes Tridiagonais, que tém comprimento de banda igual a 1. Essas matrizes tém a
forma

di e i
er do ez
ez d3
A=
€n—1
€n—1 dn

115



Algoritmo 21

Para k=1,2,....,n—1
Determinacdo auxr = €k
de L e D er = 2—:
di+1 = dk41 — g - aux
Parak=1,2,....n—1
Resolucao
de Ly =b bry1 = bry1 — brey
Para k=1,2,...,n
Cdlculo
b = 2k
dey= D"ty r
Parak=n—-1,...,1
Resolugao
. b, = b, — exbri1
de L'z =y

Figura 5.4: Decomposi¢dao LDLT para matrizes SPD tridiagonais

pelo que sio armazenadas recorrendo apenas aos vectores d € IR™ e e € IR" ™. Neste caso, 0s

algoritmos 19 e 20 sao muitissimo mais simples, com reflexos na eficiéncia da resolugao do sistema

Ax =b. A figura 5.4 apresenta a forma do processo de decomposi¢ao e solucdo. Como facilmente

se verifica, o nimero de operacoes para a resolugao do sistema Ax = b quando A é tridiagonal é
dado por

Adigoes = 3n—-3

o (5.12)

Multiplicages/divisdes = 5n —4

Assim, a resolugao de sistemas com matrizes tridiagonais SPD é um processo extremamente
simples de implementar, obtendo-se a solucao de um modo muito rapido.

(ii) Matrizes nao simétricas

Se A é uma matriz nao simétrica, entao é evidente que o nimero de linhas paralelas a diagonal que
se situam acima dela pode ser diferente do nimero de linhas paralelas a4 diagonal que se situam
abaixo da diagonal. H& portanto a necessidade de mudar as defini¢oes de banda e comprimento
de banda de uma matriz. Seja A uma matriz de ordem n e consideremos as quantidades

[(A) = min{j: j<iag#0}
Gi(4) = i f7(4) T 513
2(A) = min{i: i < j,ay # 0} =1 n o
a;(4) = j—f5(A) T
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O Comprimento de Banda Inferior §(A) da matriz A é definido por

B(A) = max{;(A) : 1 <i <n} (5.14)
O Comprimento de Banda Superior é dado por

a(A) =max{ae;(A4):1<j<n} (5.15)

Os nimeros «;(A) e B;(A) chamam-se respectivamente o j-ésimo comprimento de banda su-
perior e i-ésimo comprimento de banda inferior. A Banda de A é o conjunto de elementos entre a
B(A)-ésima e a a(A)-ésima linhas paralelas & diagonal inclusivé, isto é

BAND(A) = {(i,j) : —a(A) <i—j < B(A)} (5.16)
De notar que esta definicao implica que
p=pFA)ANg=a(A) = a;j=0parai>j+poui<j—gq (5.17)

Para ilustrar estas defini¢oes consideremos a seguinte matriz de ordem b5:

1 -1
2 1
A= -1 3
2 4 -1
5
Entao
(A) =0 a1(A)=0
(A) =1 =pA)=1  a3(A)=0 ; =>a(d) =2
Bi(4) = 1 i (4) =2
B5(4) = 0 a5 (4) = 1
’ _ {(,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,2)
BANDI = (3,),3,9),6,5),(4.3). (4.9, (45). 6.9)}
Se |IBAND(A)| representa o nimero de elementos da Banda de A, entdo tem-se
IBAND(4)] = n+n—-1)+...+n—-0FA)]+n-1)+...+[n—a(4)]
= B(A) +aA) £ 1n— (14t B~ [+ ...+ a(A)]
ou seja

BAND(4) = [3(4) + a(4) +1]n — £ {3(4) [3(4) + 1] ~ a(4) [a(4) + 1]} (5.18)

Uma matriz diz-se Tridiagonal se 3(A) = a(A) = 1. O ntmero de elementos da banda é neste
caso igual a 3n — 2.

Tal como para as matrizes SPD, a vantagem da consideracao da banda da matriz A estd no facto
de esta nao ser alterada durante o processo de obtengdo da decomposicao LU da matriz A, desde
que os pivots sejam escolhidos na diagonal principal das sucessivas matrizes transformadas A*).
Como é sabido, tal é verificado se a matriz A é das classes H, K, ou diagonalmente dominantes.
Portanto podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 5.2 Se A admite decomposicao LU sem necessidade de troca de linhas e colunas (pivots
diagonais estdveis), entdo BAND(A) = BAND(L +U).
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Algoritmo 22
Parak=1,2,...,n—1

Determinagdo Parai=k+1,... ,min{k + 8(A),n}
da

Qik
aik

. Al =
decomposi¢cao LU

Para j=k+1,...,min{k + a(A),n}

‘ Gij = Qij — Gik0kj

Parak=2,...,n

Resolugao
j=max{k—pB(A),1}
Resolucdo Parak=mn,...,1 min{k+a(A),n}
Ud;: , by = | bx — j:zk;-l ukjbj | [urk

Figura 5.5: Resolugao de um sistema de equagbes com uma matriz A nao simétrica com pivots
diagonais estaveis e estrutura de banda

A demonstragdo deste teorema é bastante semelhante a usada para estabelecer o teorema 5.1
e sera deixada como exercicio.

Por este teorema, todo o processo de resolugao de um sistema Ax = b, com A nao singular e
admitindo decomposicao LU, pode ser feito transformando apenas os elementos da banda. Assim
os algoritmos 3, 1 e 2 sdo modificados minimamente e tém a forma que apresentamos na figura
5.5.

E também facil de determinar o nimero de operagoes necessarias para a resolugao do sistema
Ax = b com A uma matriz que admita pivots diagonais estaveis de ordem n e de comprimentos
de banda B(A) e a(A). A grandeza desses ntimeros depende dos tamanhos das componentes de
banda inferior e superior. A determinacao desses nimeros é deixada como exercicio.

Tal como para as matrizes SPD com estrutura de banda, também as matrizes nao simétricas
de estrutura de banda se armazenam usando uma matriz rectangular S. A ordem dessa matriz é
nx [B(A) + «(A) 4 1] e a sua forma é apresentada na figura 5.6, onde p = (A)+1e g = a(A)+1.

De notar que nesta representagao tem-se

ik = Sik—itp (5.19)

e sao armazenados

(p—1)4+...+1+1+...+(g—1) [p(p — 1) +q(qg — 1))

N — N —

{a(4) [a(4) + 1]+ B(A) [B(A) + 1]}

zeros que nunca sao modificados durante o processo de resolucao do sistema Az = b.
Tal como para as matrizes tridiagonais SPD, também as matrizes tridiagonais nao simétricas
com pivots diagonais estaveis aparecem frequentemente em aplicagoes praticas. Essas matrizes
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o 0 all al2 alq -
0 0 2l a2
a3l a32 a33 an-p-gq,n-p+1 -
linhas

S=

apl app-2 app-1 app

ap+l2 ap+1p-1 ap+lp+2 . 0 -

ann-p+tl an,n-2 an,n-1 ann O . 0 -
(p-1) subdiagonal inferior 2a la diagonal (g-1) subdiagonal superior

principal

Figura 5.6: Armazenagem de uma matriz nao simétrica com estrutura de banda
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Algoritmo 23

Para k=1,2,....,n—1
Determinagdo en = Z_,;
de L eU
di1 = di, — e fr
Parak=1,2,....n—1
Resolucgao
de Ly =b br41 = big1 — brey,
Resoluio Para k=mn,...,1
deUzr =y ‘ by = bk—J;;Zbk+1

Figura 5.7: Resolugao de um sistema de equagoes com uma matriz nao simétrica tridiagonal com
pivots diagonais estaveis

tém a forma

di fi
er da f2
€9 d3
A:
fn—l
€n—1 dn

e sdo por isso armazenadas considerando apenas as 3n — 2 quantidades e;, d; e f;. O algoritmo
para a resolugao de um sistema Ax = b é extremamente simplificado neste caso, tendo a forma
apresentada na figura 5.7. O numero de operagoes para resolver o sistema Ax = b quando A é
tridiagonal é dado por

{ Adigdes 3n—3 (5.20)

Multiplicagoes/divisdbes = 5n —4

5.2 Matrizes com estrutura de blocos

Nesta seccdo iremos estudar a resolugao de sistemas de equacoes lineares Ax = b em que a matriz
A tem uma estrutura de blocos. Iremos assumir que as matrizes em cada bloco sdo matrizes
densas, mas nada impede que estes esquemas ndo possam ser usados com matrizes esparsas dentro
de cada bloco. Estas técnicas sao particularmente recomendadas quando se usa armazenagem
auxiliar, obtendo-se processos em que poucos blocos sao trazidos para a memoria principal de
cada vez, permitindo assim a resolugao de sistemas de grandes dimensoes. Iremos considerar as
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quatro formas por blocos mais consideradas nas aplicagoes, nomeadamente as formas Diagonal,
Triangular, Diagonal com Bordo e Tridiagonal por Blocos.

(i) Forma Diagonal por Blocos

Neste caso a matriz A tem a forma

Ay

Ay

A= ) (5.21)
Am

m
com Ay matrizes nao singulares de ordem ny, e Z ni = n. Se A tem essa forma, entdo a resolugao

k=1

do sistema Ax = b resume-se a resolucdo de m sistemas

Apa® =%, k=1,...,m (5.22)

Como afirmdmos anteriormente, se as matrizes A forem armazenadas em meméria auxiliar,
entao a resolugao do sistema Ax = b pode ser feita com m “chamadas” das matrizes Ay, e correspon-
dente resolugao dos sistemas (5.22). Deste modo é apenas necessario um espago de armazenagem
em memoria principal igual a

n+ [max{n, : 1<k<m}?

para resolver o sistema Az = b.

(ii) Forma Triangular por Blocos

Tal como para as matrizes triangulares, existem as chamadas Formas Triangulares Superior e
Inferior. A matriz A tem a Forma Triangular Inferior se se puder escrever na forma

An
A1 Az m
A= . . s Am‘ S ]Rm,Xm,, Zni =N (523)
: : B i=1
Ami Ame .. Amnm
Neste caso a resolugao de Ax = b é equivalente a resolver os m sistemas
k-1
Agra® =0 =Y Ayl k=1,2,....m (5.24)
j=1
Por outro lado, A tem a Forma Triangular Superior se A se puder escrever na forma
A A oo A
A22 . A2 , m
A= . .m s Am‘ S ]Rm,Xm,, Zni =N (525)
B : i=1
Amm
A resolugdo de Ax = b é entdo equivalente a resolver
m
Agpa® =" = > Apal k=mm—1,...,1 (5.26)
j=k+1

Se usarmos armazenagem auxiliar e como as matrizes A;;, com ¢ # j, sdo apenas necessarias
para calcular produtos matriz-vector, entdo a solugao dos sistemas (5.24) e (5.26) requer um espago
em meméria principal de n + tq + t3, com

to =max{n;: 1<i<m} (5.27)
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(iii) Forma Diagonal com Bordo por Blocos

Neste caso a matriz A tem a forma

A1 C1
Asy Co
A= : (5.28)
Amfl Cmfl
B, By ... Bp1 A

onde A; € R™ ™, B; €¢ R"™*™ (C; ¢ R" "™ ¢ an = n. Podemos entdo escrever a matriz
i=1
(5.28) na forma

A1 I1 (?1
AQ IQ C2
=LU
Amfl _ Imfl C'mfl
By By ... Bp-1 An I,
com B
ApCr = Cy,

m—1
Ap = Apm = Y BiCy
k=1

Tendo em conta que Ax = b é equivalente a Ly = b e Ux = y e dadas as caracteristicas
das matrizes envolvidas na resolucao desses dois sistemas, facilmente chegamos & conclusao que a
resolucao do sistema Ax = b se pode fazer de acordo com os algoritmos para matrizes com formas
triangulares por blocos. E evidente que as matrizes identidades dos blocos diagonais de U vao
ser exploradas na resolugao do sistema com essa matriz. Além disso, o processo de formagao das
matrizes Ay pode ser feito ao mesmo tempo que se resolve o sistema com a matriz L. Tendo em
conta estas consideragoes obtemos o algoritmo descrito na figura 5.8.

Se usarmos meméria auxiliar e armazenarmos as matrizes Cy e A,, em memdria principal,
entao podemos resolver o sistema Ax = b com n — 1 “chamadas” e um espago de armazenagem
em memoria principal igual a

n + n X Ny, + t%—f—to

~~ N—— ——
vector b matrizes Gy e A,, matrizes A, e By

com tg = max{n; : 1 <i<m —1}. Este processo é portanto eficiente se n,, for suficientemente

pequeno, que é o que acontece geralmente na pratica.

(iv) Forma Tridiagonal por Blocos

Neste caso a matriz tem a forma

A 4
By Ay (O
By A3 .
A= . . . (5.29)
T Cm—l
Bmfl Am
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Algoritmo 24

Para k=1,2,...,.m—1

Resolva Ak = b* — bk
AkC‘k =Cy

Calcule A,, = A,, — Bi,Cy

b = b™ — Byb*

Resolva A,,x™ = b™ — b™
Parak=1,....m—1

Calcule b* = b — Cb™

Figura 5.8: Resolugao de sistemas de equagoes com matrizes na Forma Diagonal com Bordo por
Blocos

n
onde A; € R™ ™ B, ¢ R™+*™ (C; € R™*™+1 ¢ an = n. Podemos escrever a matriz (5.29)
i=1
Ay - L Gy ~
B, A I, O
By . =LU (5.30)

na forma

com ~
A=A

ACL=Crk=1,2.... m—1
Ak+1 :Ak+1—BkC'k,k:1,2,...,m—1

Tendo em conta que Ax = b é equivalente a Ly = b e Ux = y e seguindo um raciocinio
semelhante ao usado na forma anterior, facilmente obtemos o algoritmo 25, que apresentamos na
figura 5.9.

Se usarmos memoéria auxiliar, entdo em cada passo k é necessario considerar espaco de armaze-
nagem em memoria principal para as matrizes Cr_1 e Ay, (ou Ag_1). Portanto o sistema Az = b
pode ser resolvido em 3n — 2 “chamadas” e um espago de armazenagem em meméria principal
igual a

2
T
Vector b matrizes A (Ax_,) e ¢, matriz By,
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Algoritmo 25

Resolva o sistema Ajz! = bt — bt

Parak=2,....m
Resolva o sistema Ax_1Cr_1 = Cr_1
Calcule Ak = Ak - kal(jkfl

bF = bF — By bk

Resolva o sistema Apz® = b — bF

Calcule b*—1 = pF=1 — C},_1bF

Figura 5.9: Algoritmo para resolugao de sistemas de equagoes com matrizes na Forma Tridiagonal
por Blocos

com to dado por (5.27).

E evidente que os processos referidos nesta seccao podem também ser usados trabalhando
apenas em memoria principal, desde que haja suficiente espagco em RAM para a armazenagem
de todas as matrizes blocos que constituem as diferentes formas. Com efeito a consideragao das
formas por blocos referidas faz diminuir consideravelmente o espago de armazenagem, mesmo
neste ultimo caso. Se além disso as matrizes bloco forem esparsas, entdo é mesmo possivel resolver
sistemas de grandes dimensoes integralmente em memoria principal, conforme veremos nos dois
préximos capitulos.

Exercicios

1. Considere as seguintes matrizes

1 2 30 0 4 -1 00 0
-1 1 -1 0 0 1 4 -2 1 0
Ai=] 0 -2 10 0], A,=| 0 -2 3 0 -1
0 0 1 2 -1 0 1 04 0

0 0 31 3 0 0 -10 3
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10.

L 2 0 0 o 10 0 00 0
-1 2 =1 0 0 0
2 =200 13 4 1 00
As3=|0 -2 1 0 0|, As=
00 -2 210
0o 0 0 1 -1
0 0 0 -1 1 00 1 -1 20
00 0 10 3

Determine os seus comprimentos de banda e armazene-as de acordo com o esquema de
armazenagem de banda.

Desenvolva uma implementagao dos algoritmos 19 e 20 para a resolugao do sistema Az = b
usando o esquema de armazenagem de banda.

Desenvolva um algoritmo para calcular a norma ¢, de uma matriz A € SPD usando o
esquema de banda.

Demonstre o teorema 5.2.

Calcule o niumero de operacoes necessarias para determinar a decomposi¢ao LU de uma
matriz ndo simétrica A com comprimentos de banda inferior «(A) e superior 3(A).

Considere uma matriz A de ordem n e de comprimentos de banda superior e inferior iguais
a 3 e 2 respectivamente.

(a) Diga como armazena a matriz A.

(b) Desenvolva um algoritmo para o cdlculo de Ab, com b um vector de ordem n usando o
esquema de armazenagem mencionado na alinea anterior.

Considere uma matriz A de comprimentos de banda inferior e superior iguais a 2. Desenvolva
um algoritmo para verificar se a matriz A é diagonalmente dominante por colunas, usando
o esquema de armazenagem apropriado.

Sejam dadas duas matrizes tridiagonais nao simétricas A e B.

(a) Determine o comprimento de banda da matriz AB.

(b) Desenvolva um algoritmo para calcular o produto AB.

Diga como resolve os sistemas de equagoes lineares com as matrizes

By 0 0 O

B, 0 0
ap= | B e B a0 B Dy
3 72 D, 0 Bs

0 0 0 By

sabendo que as matrizes B; sao quadradas e nao singulares.

Resolva os sistemas Az = b, onde

(a)

12 0 0 00 1 =117 (3]
11 0 0 00 0 2 4
-12 1 -1 00 2 0 3
01 -1 2 -1 0 -1 3 3
A*1oo110 0 1| "= |3
-12 0 0 -1 1 -1 2 2
o0 0O 0O 00 1 1 2
| 00 0 0 00 1 2| | 3 ]
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11.

12.

1 1 0 00 0 0 0 2
1 2 0 00 0 0 0 3
0 0 -1 0 O 1 -1 2 1
0 0 0 2 0 1 0 -3 0
A= 0 0 0 0 3 -2 0 1|’ L 2
1 -1 0 0O 1 0 0 1
2 1 0 00 -1 1 0 3
| 0 =3 0 0O 1 0 3 ] | 1]
(c) i} - o
1 1 1 3 2 0 0 7
-1 2 -1 0 1 0 0 1
0 0 1 0 -1 0 0 0
A= 0 0 0 2 2 0 0|, b= 4
0 0 0 0 3 0 0 3
-1 2 0 3 1 10 6
L 1 0 -1 2 1 -1 2 ] i 4 ]
Considere a matriz
B —e 0 0
el 1 -2 47
A= 0 2 1 AT
0 0 0 D

com e € R™, g,h € IR", B uma matriz PD tridiagonal de ordem m e D uma matriz SPD
de ordem n e comprimento de banda igual a 3.

(a) Mostre que det(A) > 0.

(b) Diga como resolve um sistema com essa matriz, indicando o nimero de operagoes
necessarias para o resolver.

Considere a matriz

Bl 0 —e€
A=| 0 By —f
el fT 0

come € IR™, f € R", By e By duas matrizes SPD de ordens m e n respectivamente.

(a) Mostre que A é uma matriz PSD e que det(A4) > 0.

(b) Diga como resolve um sistema com essa matriz tirando partido da sua estrutura.

126



Capitulo 6

Armazenagem e Operacoes com
Vectores e Matrizes Esparsas

Por matriz esparsa entendemos uma matriz com um nimero suficientemente elevado de elementos
nulos, que se torna compensador procurar esquemas de armazenagem (estruturas de dados) que
permitam tirar partido da existéncia dos seus poucos elementos nao nulos. Um conceito idéntico
pode ser introduzido para vectores.

Neste capitulo iremo-nos debrugar sobre as questoes levantadas pela armazenagem e operagoes
com matrizes e vectores esparsos.

6.1 Armazenagem de vectores

O processo mais simples de se armazenar um vector esparso real x consiste em considerarmos uma
estrutura de dados constituida por dois vectores:

1. um vector de reais, VALX, contendo os sucessivos elementos nao nulos do vector x;
2. um vector de inteiros INDX, tal que INDX(k) indica a posigdo no vector VALX do seu
elemento nao nulo VALX(k).
A titulo de exemplo, consideremos o seguinte vector:
zr=[1 0 0. -1 0. 0. 0. 2. 0. ]
Neste caso, temos
VALX = [ 1. —-1. 2. ]
INDX = [ 1 4 8 ]

Na armazenagem do vector esparso é ainda necessario conhecer a dimensao N do vector e o seu
nimero de elementos nao nulos NZX. Assim, neste exemplo tem-se N= 9 e NZX= 3. Em termos
do espago de armazenagem, esta estrutura de dados requer um espago de 2NZX, o que se torna
vantajoso se NZX for muito menor que N, ou seja, se o vector for muito esparso.

Uma caracteristica desta estrutura de dados e comum a todos os esquemas esparsos (sejam
para vectores ou para matrizes), é o facto de requererem dois tipos de armazenagem:

1. Armazenagem primédria, constituida pelos elementos nao nulos propriamente ditos que se
pretendem armazenar (VALX);

2. Armazenagem secundadria, correspondente as varidveis e vectores auxiliares que nos permitem
identificar as posigdes dos elementos nao nulos (INDX).

Nas préximas secgoes apresentamos algoritmos que implementam algumas operagoes envol-
vendo vectores esparsos, tais como o produto interno e a combinacao linear de dois vectores
esparsos.
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6.2 Operacoes com vectores esparsos

(i) Produto interno de dois vectores

Sejam z,y € R", com = (z1,...,2,) ey = (Y1, -.,Yn). O seu produto interno é dado por

n
ety = Z ZilYi
i=1

A implementagao deste processo para o caso denso é muito simples, tendo a seguinte forma:

Algoritmo 26

sum = 0.

Parak=1,...,n

sum = sum + x() * y(3)

Portanto o célculo do produto de dois vectores densos de ordem n requer n multiplicagoes e n — 1
adicoes.
A implementacao que vamos apresentar para o caso esparso baseia—se na equivaléncia:

iy #0e 2 #0Ny; #0

Portanto basta—nos considerar as componentes i tais que x; # 0 e y; # 0. Deste modo, um primeiro
processo a considerar seria percorrer todas as posi¢oes nao nulas de 2 (por exemplo), indicadas pelo
vector INDX, e multiplicar os elementos nessas posigoes pelos elementos correspondentes de y, caso
estes sejam nao nulos. Esta implementacao requer que se faca uma comparagao para cada x; nao
nulo, o que pode ser gravoso para vectores de ordem elevada e nao muito esparsos. Nesse sentido,
a implementagdo que vamos apresentar leva a cabo o produto interno sem fazer comparacoes. Em
vez disso é considerado um vector auxiliar denso de ordem n, que iré corresponder a representacdo
densa do vector y. Assim, por exemplo, se o vector y esparso de ordem 10 é dado por

VALY:[S. 1. —-2. 1. } INDY = [ 2 4 7 9]
entao o vector auxiliar referido tem a forma
w=[0 3 0. 1 0. 0. -2 0. 1 0. ]

Note-se que o k-ésimo elemento nao nulo de y é dado por w(INDY(k)). Entdo, cada uma das
parcelas nao nulas z;y; é facilmente acedida por

VALX(K) « W(INDX(K)),

e portanto o Algoritmo do Célculo do Produto Interno de dois vectores esparsos = e y de ordem
n e com nzx e nzy elementos nao nulos respectivamente tem a forma:

Algoritmo 27
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prod = 0.
(* construgao do vector auziliar w *)

Parak=1,...,n
‘ w(k) = 0.

Parak=1,... nzy
‘ w(indy(k)) = valy(k)

n
(* obtengdo de Zmiyi *)
i=1
Parak=1,... ,nzx

‘ prod = prod + valz(k) - w(indxz(k))

Este algoritmo requer NZX multiplicagoes, o que se torna particularmente eficaz se NZX for
muito menor que n, ou seja, se x for muito esparso. Tem no entanto a desvantagem de requerer a
armazenagem adicional de um vector de ordem n.

(ii) Combinacao linear de dois vectores

Nesta seccéo iremos considerar uma combinagao linear do tipo z + ay, com x,y € IR™ esparsos e
a € R. A soma x + y é um caso particular e este procedimento podera ser generalizado para a
combinacdo linear ;! + apx® + ... + oga®, com oy € R,2* € R",i=1,..., k.

Iremos descrever o processo de obtencao do vector x + ay com o auxilio de um exemplo. Para
isso consideremos os vectores esparsos x e y de ordem 10 definidos por

VALX =[1. 2 1 4] VALY=[1. 1. 2. 1.]
INDX=[1 4 6 7] INDY=[2 5 6 10 ]

Comecemos por considerar as representagoes densas destes dois vectores:

r=[1 0.0 2 0. 1 4 0. 0. 0.]

y=[0. 1. 0. 0. 1. 2. 0. 0. 0. 1.]

A combinacao z + ay é feita componente a componente, bastando considerar as componentes
que sejam nao nulas em um dos vectores. Ha entao trés possibilidades a considerar para a i-ésima
componente:

Caso 1: z; #0e y; = 0;
Caso 2: z; =0e y; #0;
Caso 3: z; #0 e y; #0.

O algoritmo que vamos apresentar vai supor que os vectores x e y sao dados pelas suas re-
presentacoes de esparsidade, guardando o resultado da combinacao x 4+ ay na estrutura de x,
perdendo—se deste modo a informacao relativa a este vector. Em seguida analisamos cada uma
das trés hipéteses apresentadas:
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Caso 1: Neste caso nao hé nada a somar ao valor da i-ésima componente de x, pelo que nada ha
a fazer;

Caso 2: Temos que acrescentar o valor nao nulo de ay a VALX e o indice i a INDX;

Caso 3: Se x; # 0, este elemento estd assinalado na estrutura de esparsidade de x, pelo que basta
colocar x; + ay; em seu lugar.

Voltando ao nosso exemplo inicial, vejamos para que componentes ocorre cada um dos casos
mencionados:

z=|1.10.10.12.10.{1.14.]70.]10.10.
Caso: - 1 2 3 -
y=10.]1.10.10.]1.12 ]0.10.1]0.]1.

[
-
|

As componentes assinaladas por um trago (—) sao as componentes ¢ tais que
z;=0ey; =0.

Essas componentes nao estao assinaladas nas estruturas de dados de = e de y, e, como nao ha
nada a fazer com elas, podemos proceder como se elas nao existissem.

A dltima questao consiste em determinar, para cada componente, qual o caso em que ela pode
ser incluida. Tal ird ser feito considerando um vector auxiliar w que inicialmente correspondera a
representagao densa de y. Como sé sao conhecidas de inicio as representagoes esparsas de x e de
y, este vector w terd que ser efectivamente construido, o que pode ser feito de forma semelhante
a apresentada no caso do produto interno, correspondendo aos dois primeiros ciclos do algoritmo
que apresentamos a seguir:

Algoritmo 28
Para k=1,....n
w(k) = 0.

Parak=1,... ,nzy
w(indy(k)) = valy(k)

Para k=1,... , nzx
valz(k) = valz(k) + o - w(indz(k))
w(indz(k)) = 0.

Para k=1,...,nzy

Se w(indy(k)) # 0 entao
nzr =nzr +1
valz(nzz) = o - w(indy(k))
indz(nzz) = indy(k)
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O vector w pode agora ser usado para construir as componentes de x + ay associadas ao
terceiro caso, ou seja, as componentes ¢ para as quais x; # 0 e y; # 0. Para obter os valores nas
restantes componentes serd conveniente elimind—las de w. Estas duas tarefas podem ser efectuadas
simultaneamente de acordo com o terceiro ciclo do algoritmo 28.

E de notar que ficaram assim resolvidos os casos 1 e 3 (fazer a soma x; + ay; e coloci—la na
posigao de x; na estrutura de dados de x). Além disso elimindmos de w os elementos nao nulos de y
que estavam em posigoes nao nulas em z. Por isso, restam—nos as componentes que correspondem
a0 caso 2, isto é, x; =0 e y; # 0.

O tratamento do caso 2 é feito por consulta de w, uma vez que este vector ja s6 contém os
elementos para os quais y; # 0 e z; = 0. Neste caso, teremos que acrescentar os valores ay; a
estrutura de esparsidade de z, acrescentando ay; a VALX e i a INDX. Isso pode ser feito de acordo
com o quarto ciclo do algoritmo 28.

Este processo requer que se percorra a estrutura de y duas vezes e a de x uma vez. Além disso,
sao necessarias NZX adicoes e NZY multiplicagoes, o que torna este esquema bastante eficaz se x
e 1y sao muito esparsos.

6.3 Armazenagem de matrizes esparsas

Se A é uma matriz densa nao ha muito a fazer em termos de poupancga de espaco de armazenagem,
uma vez que uma matriz de ordem n necessita sempre de n? elementos para a representar. Neste
caso, as operagoes de adigao e produto de matrizes sao de implementacao trivial e do dominio
da Algebra Linear, pelo que nao voltaremos a referir este tipo de armazenagem ao longo deste
capitulo.

Na armazenagem das matrizes densas todos os elementos nulos ou nao nulos sao considerados.
A aramazenagem da matriz A requer exactamente n? elementos, que podem ser dispostos por
linhas ou por colunas. A linguagem de programacio usada é muitas vezes importante nessa
escolha. Assim, em FORTRAN, uma matriz A real quadrada de ordem n pode ser declarada da
seguinte forma:

DIMENSION A(N, N)

e é armazenada do seguinte modo

Coluna 1 Coluna 2 . Coluna n
| aill asi . an1 | a2 a9 . an2 | . | QA1n agn . QAnn

devendo os algoritmos ser construidos de modo a operarem sobre esta estrutura de dados.

As estruturas de dados que se implementam para armazenar matrizes esparsas tém geralmente
em vista considerar apenas os elementos nao nulos da matriz. Outras alternativas sdo possiveis,
nomeadamente as que permitem a armazenagem de alguns elementos nulos que estejam colocados
em posicoes estratégicas. Esses esquemas nao serao para ja alvo do nosso estudo, centrando—se a
nossa atengao por agora no Esquema Coordenado e na Coleccao de Vectores.

Estes esquemas tém como caracteristica comum requererem dois tipos de armazenagem, no-
meadamente uma Parte Primdria, constituida por um (ou mais) vector de reais contendo todos os
elementos ndo nulos da matriz, e uma Parte Secundaria correspondente a pelo menos um vector de
inteiros contendo a informagao necessaria para localizar na parte primaria cada um dos elementos
nao nulos da matriz.
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(i) Esquema Coordenado

E um esquema de armazenagem usado como interface com o utilizador em algumas packages de
resolugao de sistemas de equacgoes lineares com matrizes esparsas (MA27, MA28, por exemplo). A
parte primadria é constituida por todos os elementos nao nulos da matriz A dispostos em qualquer
ordem. A parte secunddria é constituida por dois vectores que contém os indices de linha e de
coluna dos elementos ndo nulos. Assim, por exemplo, se A for dada por

0. 2. 0. 3. 0.
0. 0. —-1. 1. -=2.
A= 0. 1. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0.

entao o esquema coordenado para representar A toma a seguinte forma:

VALA=|2 3 -1. 1. -2. 1
IRN=|1 1 2 2 2 3
ICN=| 2 4 3 4 5 2

Do ponto de vista da armazenagem, este esquema requer 2 NZA de armazenagem inteira e
NZA de armazenagem real, em que NZA é o nimero de elementos nao nulos da matriz A. Por
outro lado, usando este esquema, podemos aceder aos elementos nao nulos de A através de

A(IRN(K), ICN(K)) = VALA(K), K =1, ..., NZA

Apesar de a sua formulacao ser extremamente simples, este esquema necessita de um espago
de armazenagem elevado. Além disso algumas operagoes com matrizes esparsas (multiplicacao de
matrizes, produto de uma matriz por um vector) ndo podem ser implementadas de uma forma efi-
ciente usando este esquema, pelo menos em comparagao com outros esquemas de que falaremos em
seguida. E por essa razao que o esquema coordenado é habitualmente usado apenas como esquema
de input/output entre o programa de manipulacio de matrizes esparsas e o utilizador, sendo feita,
apos a leitura, a passagem para um esquema mais facilmente manuseavel pelo programa, como o
da colecgao de vectores.

(ii) Coleccao de vectores para matrizes nao simétricas

Conforme o nome indica, este esquema tem como ponto de partida a vectorizagdo da matriz,
que consiste em considerar cada linha (ou coluna) da matriz como sendo um vector esparso, e
armazenar depois esta Colecgao de Vectores. Obtemos assim um Esquema Orientado por Linhas
ou um Esquema Orientado por Colunas, conforme o caminho escolhido para a vectorizagao.

No Esquema Orientado por Linhas, a parte priméria consiste num vector real VALA, de ordem
NZA, onde sao guardadas as componentes nao nulas da matriz A (tal como no esquema coorde-
nado), e cuja parte secundéria consiste em dois vectores de inteiros: INDA, de ordem NZA, e
PNTA, de ordem n + 1. O vector INDA vai armazenar na sua componente k o indice de coluna
do elemento nao nulo de A que figura na k-ésima posi¢do de VALA, com k = 1,...,NZA. Além
disso, PNTA (k) representa a posicao em INDA do primeiro elemento nao nulo da linha k& da ma-
triz A, com k = 1,...,n. Falta esclarecer o que serd colocado em PNTA(n + 1). Para o fazer,
comecemos por observar que o vector PNTA, tal como esté definido, permite determinar o nimero
de elementos nao nulos da linha k de A, através de PNTA(k + 1)-PNTA(k), com k=1,...,n— 1.
Para que possamos ter essa informacao relativamente a tdltima linha de A armazenada em PNTA,
teremos que fazer

PNTA(N + 1) = PNTA(N) + NZA(N)

em que NZA (N) representa o numero de elementos nao nulos na linha n de A.
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Consideremos novamente a matriz apresentada na sec¢ao anterior:

0. 2. 0. 3. 0.
0. 0. —-1. 1. -=2.
A= 0. 1. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0.

O esquema orientado por linhas seré:

VALA = [2. 3. 1. 1. 2. 1.
INDA=[2 4 3 4 5§ 2
PNTA=[1 3 6 7 7]

Se a matriz A tiver n linhas, m colunas e NZA elementos nao nulos e se usarmos o esquema
orientado por linhas, entao o espago de armazenagem total requerido serd de 2NZA +n + 1.

Um esquema de armazenagem diz—se Ordenado se os elementos de cada linha estiverem dis-
postos pela sua ordem natural, ou seja, por ordem crescente de indices de colunas. Nesse sentido,
o exemplo anterior corresponde a um esquema ordenado. De outro modo diz—se Nao Ordenado.

O Esquema Orientado por Colunas tem uma formulagdo semelhante a do esquema orientado
por linhas, com a diferenga de que a armazenagem é feita coluna a coluna em vez de ser linha
a linha. E portanto utilizado um vector VALA de ordem NZA para armazenar os sucessivos
elementos nao nulos da matriz, considerados coluna a coluna, e dois vectores de inteiros, INDA e
PNTA, de ordens NZA e m + 1 repectivamente, e com funcoes idénticas as que desempenham no
esquema orientado por linhas.

Assim, e retomando o exemplo que temos vindo a utilizar, a matriz A pode ser representada,
usando o esquema orientado por colunas, por:

VALA = [T. 2. -1. 3. 1. 2.
INDA=[3 1 2 1 2 2
PNTA=[1 1 3 4 6 7]

Como é evidente, para o esquema orientado por colunas podem—se considerar versdes Ordena-
das e Nao Ordenadas.

Se todos os elementos diagonais de uma matriz sao nao nulos, entao a sua diagonal pode ser
considerada como um vector denso. Nesse caso, é possivel aliviar um pouco a estrutura de dados,
usando um Esquema de Diagonal Separada, que consiste na remocgao dos elementos diagonais da
estrutura construida, colocando-os num vector separado DIAG. Tal alterag@o corresponde nao sé
a remocao de elementos reais do vector VALA, mas também dos elementos correspondentes em
INDA, assim como & correspondente actualizacdo em PNTA. Assim, por exemplo, a matriz

meoew
erHrbdbo
meee

|
Cweo -

pode ser armazenada, usando o esquema orientado ordenado por linhas com diagonal separada,
do modo seguinte:

DIAG = [3. 2. -3. 1. |
VALA = [-1. 1. L
INDA=[ 3 2 1
PNTA=[1 2 2 3 4]

Usando este esquema, hd uma reducao em n do espago de armazenagem total.
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(iii) Coleccao de vectores para matrizes simétricas

Se uma matriz é simétrica, entdo apenas a diagonal e os elementos abaixo da diagonal tém que ser
armazenados. Os esquemas de armazenagem para matrizes simétricas entram com isso em linha
de conta, e acabam por ser bastante semelhantes aos das matrizes ndo simétricas. Assim, podemos
considerar esquemas orientados por linhas ou por colunas, ordenados ou nao ordenados, com ou
sem diagonal separada , que consistem no recurso aos vectores VALA, INDA, PNTA e DIAG
com significados semelhantes aos dos definidos anteriormente. Para a ilustracao destes esquemas
consideremos a matriz simétrica:

2. 0. 0. 1.
0. 1. 0. -1
A= 0. 0. 3. 0.
1. —-1. 0. 3.

Entao A pode ser armazenada usando o esquema orientado por linhas, do seguinte modo:

VALA=[2 1. 3 1 -1 3
INDA=[1 2 3 1 2 1
PNTA=[1 2 3 4 7]

Por outro lado, o esquema orientado por colunas tem a seguinte forma:

VALA = [2. 1. 1. -1. 3. 3.
INDA=[1 4 2 4 3 4
PNTA=[1 3 5 6 7]

Este esquema traduz—se numa significativa poupanga em termos de armazenagem, uma vez
que s6 sao armazenados metade dos elementos nao nulos nao diagonais, além dos elementos nao
nulos na diagonal. Se todos os elementos diagonais de A sdo néo nulos, entdo serd 1til considerar
esquemas de diagonal separada.

Se considerarmos o exemplo anterior, a sua armazenagem através do esquema orientado por
linhas com diagonal separada ird ser:

DIAG = [2. 1. 3. 3.]
VALA = [ 1. L
INDA=[1 2
PNTA=[1 1 1 1 3]

6.4 Operacgoes com matrizes esparsas

Nesta seccao iremos considerar algumas operagoes com matrizes esparsas, nomeadamente soma, e
o produto de duas matrizes, produto de uma matriz por um vector, transposicao de uma matriz e
resolugao de sistemas triangulares. Estes problemas sao bastante faceis de resolver no caso denso,
tornando-se mais complicados quando se usam matrizes esparsas. Tal dificuldade é motivada pelas
estruturas de dados especificas a que se tem que recorrer. E essa a razao que nos leva a dar-lhes
uma atencao especial.

(i) Adicao de duas matrizes esparsas

Sejam dadas duas matrizes A, B € IR™*". Se suposermos que as matrizes se encontram armazena-
das segundo um qualquer esquema, seja ele por linhas ou por colunas, a adicao das duas matrizes
resume-se a adicao de m ou n vectores esparsos. Com efeito, se A e B estiverem armazenadas por
colunas, entdo, tem-se

A:[A.laA.Q)"'7A.YL]7 B:[B.laB.27"'7B.n]
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C:A+B: [A1+B1)A2+BQ)7ATL+BTL]

Por outro lado, se A e B estiverem armazenadas por linhas

Ay, B,
Az, B,
A= . , B= .
entao
A+ By,
Ay + B,
C= .

De notar que cada linha ou coluna de C' pode ser obtida como a soma de dois vectores esparsos,
pelo que a implementacao do processo de adicao de duas matrizes se baseia no algoritmo 28 para
a soma de dois vectores. Seguidamente apresentamos a implementagdo desse processo quando A
e B estao armazenadas por linhas em esquemas de coleccao de vectores sem diagonal separada,
constituidos pelos vectores (VALA,INDA,PNTA) e (VALB,INDB,PNTB) respectivamente. Esse
processo vai construindo os vectores VALC, INDC e PNTC correspondentes & estrutura de dados
que armazena por linhas a matriz C' e tem a forma apresentada na Figura 6.1.

(ii) Produto de uma matriz esparsa por um vector coluna denso

Seja A uma matriz esparsa m X n armazenada segundo o esquema orientado e
T
b=1[b1,ba,...,by]

um vector coluna. Suponhamos que se pretende determinar ¢ = Ab = [c1, ca, - . ., ¢m]T. Dois casos
podem acontecer e sao discutidos seguidamente.

1. Se A esta armazenada por linhas, isto é, se

Ay,
Ao,
A= .
Am.
entao
Ay A b
As Az b
c=Ab= b=
A A

Portanto o processo pode ser descrito pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 30

Para k=1,2,...,m

cr = Ar.b (* produto interno *)
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Algoritmo 29
PNTC(1) =
Paral=1,....m
Parak=1,...,n
I —
inicio = PNTB(I)
fim =PNTB(I+1) -1
Se fim > inicio faca
Para k = inicio, ..., fim
| w(INDB(k)) = VALB(k)
inicio2 = PNTA(l)
fim2 = PNTA(I + 1)
nz = PNTC(])

Se fim2 > inicio2 faca

Para k = inicio2, . .., fim2
VALC(nz) = VALA(k) + w(INDA(k))
w(INDA(k)) =

INDC(nz) = INDA (k)
nz=mnz+1
Para k = inicio, ..., fim
Se w(INDB(k)) # 0 faca
VALC(nz) = w(INDB(k))
INDC(nz) = INDB(k)
+

nz=nz+1

PNTC(l+1) =nz

Figura 6.1: Adicdo de duas matrizes esparsas armazenadas segundo o esquema de coleccao de
vectores por colunas.
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H& portanto a necessidade de efectuar m produtos internos de um vector esparso por um
vector cheio. O algoritmo 27 poderd ser usado para esse efeito, usando b = w, nao sendo
desta forma necessario o recurso a um vector auxiliar. Assim por exemplo se A é uma
matriz quadrada de ordem n (m = n) armazenada por linhas numa estrutura de diagonal
separada, constituida pelos vectores VALA, INDA, PNTA e DIAG, entao a implementagao
desse algoritmo tem a seguinte forma

Algoritmo 31

Paral=1,...,n
c(l) = DIAG(I) x b(l)
inicio = PNTA(l)
fim =PNTA(l+1) -1
Se fim > inicio faca
Para k = inicio, ..., fim

| c(t) = e(1) + VALA(k) x b(INDA (k)

. Se A estd armazenada por colunas, isto é, se

A:[A,l Ay .. A,n]
entao
by
bo
c=Ab=[ A1 Ay ... A, ] ) =biA1+b0As+ ... +b,A,
bn

Deste modo, para determinar o vector ¢ ha necessidade de adicionar n vectores esparsos.
Contudo, como se pretende armazenar o vector ¢ como um vector denso, podemos simplificar
o algoritmo 28 e descrever o processo na seguinte forma:

Algoritmo 32
c=0

Para k=1,2,...,n

¢ =c+bA (* adi¢io de vectores esparsos *)

Apesar de a implementacao deste processo usando uma estrutura de dados de colecgao de
vectores parecer ser mais complexa do que no caso em que A é armazenada por linhas, tal
ndo acontece na realidade. Com efeito, como o vector ¢ é denso, entdo o processo consiste
simplesmente em ir colocando os elementos nao nulos do vector coluna de A no vector c. A
implementagao deste processo é deixada como exercicio.
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(iii) Produto de um vector linha denso por uma matriz esparsa

Seja A uma matriz m X n esparsa, b um vector linha da forma

b=[b1 ba ... bu |

e suponhamos que se pretende determinar o vector linha
c= [ 1 C ... Cp ] = bA
Tal como anteriormente, duas situacoes podem ter lugar:

1. Se A esta armazenada por linhas, entao

Aq
As.
C:bA:[bl by ... bm] : =b1 A1 +boAy + ...+ b A
Ap.
e o algoritmo 32 pode ser usado.
2. Se A esta armazenada por colunas, entao

e o algoritmo 30 pode ser usado.

(iv) Produto de uma matriz simétrica esparsa por um vector

Se A é uma matriz simétrica esparsa de ordem n e b é um vector coluna, entdo b7 é um vector

linha e além disso
bI'A = (ATH)T = (Ab)T

pelo que podemos abordar apenas o caso da multiplicacdo de uma matriz por um vector coluna.

A particularidade das matrizes simétricas reside em apenas ser necessario armazenar a diagonal
e o triangulo superior ou o inferior. De resto, os principios fundamentais sdo os expressos nos
algoritmos 30 e 32. Suponhamos que armazenamos o tridngulo inferior e a diagonal. Assim se A
estiver armazenada por linhas, tem-se a situacao seguinte:

ci ki b;

Ck Qs bi,

Assim, quando se faz o produto ax;b; e esse valor é somado ao de ¢k, também se terd que
somar o valor ay;bi ao de ¢;. Tendo em conta estas consideragoes, entao o algoritmo para calcular
¢ = Ab, com A uma matriz simétrica esparsa armazenada por linhas com diagonal separada, tem
a forma apresentada na Figura 6.2.

Por outro lado, se A estiver armazenada por colunas, a situacio corresponde & que se representa
na seguinte figura:
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Algoritmo 33

Parak=1,...,n

c(k) = DIAG(k) x b(k)
inicio = PNTA (k)
fim=PNTA(k+1) -1
Se fim > inicio faca
Para j = inicio, . .., fim
c(k) = c(k) + VALA(j) x b(INDA(j))
¢(INDA(j)) = ¢(INDA(j)) + b(k) x VALA(j)

Figura 6.2: Algoritmo para o célculo de ¢ = Ab, com A uma matriz simétrica esparsa armazenada
por linhas com diagonal separada.

Ck: ag ) by,

(& (97 b;

Portanto o algoritmo 32 terd que ser modificado de uma forma idéntica a usada no caso de A
ser armazenada por linhas.

(v) Produto de duas matrizes esparsas

Sejam A e B duas matrizes esparsas de ordens m X p e p X n respectivamente, e suponhamos
que estamos interessados em obter a estrutura de dados de C' = AB. Tal como anteriormente os
algoritmos que vamos apresentar dependem da forma como as matrizes estao armazenadas.

1. Suponhamos que A e B estdo armazenadas por linhas. Para se entender mais facilmente o
processo que vamos descrever, consideremos A e B como sendo de ordem 2:

A= ail a2 B— b1 b2
a21 Q22 ’ b21 b22
Entao a primeira linha C;, de C' é dada por

C. = [ a1bi1 + ai2ba1  ai11biz + a12baa }
= [ anbin anbiz |+ [ awzbar  arzbay |
= ann [ bir bz |+awz| bar b |
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= a1 B +a2Bo.
2

= E a1, Br.
k=1

onde By representa a k-ésima linha de B. Estendendo a férmula para o caso geral,
P
C. = ZalkBk.; I=1,....,m
k=1

podendo-se assim considerar o algoritmo

Algoritmo 34

Parai=1,...,m

p
Ci. = Z ax B,
k=1

Portanto apenas as linhas de A e de B sao usadas para determinar as sucessivas linhas de

C.

2. Suponhamos agora que A e B estdo armazenadas por colunas. Considerando os mesmos
exemplos de ordem 2, a primeira coluna C'; de C pode ser obtida a custa de

aiibir + aizba a1 a12
C,= =0 + b =b11A1 + b A
! az1b11 + az2bo ] M [ az1 ] 2 { a22 ] M TR

em que A é a k-ésima coluna de A. Generalizando para A de ordem m x p e B de ordem
p X n obtém-se

p
C,j:Zbij'k, j:].,...,n

k=1

e o algoritmo sera entao o seguinte:

Algoritmo 35

Para j=1,...,n

p
C,= Z brj Ak
k=1

Tal como anteriormente, apenas as colunas de A e de B sao usadas para calcular as sucessivas
colunas de C.
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(vi) Transposi¢ao de uma matriz esparsa

Consideremos uma matriz esparsa nao simétrica A armazenada segundo um esquema de coleccao
de vectores por linhas (ou por colunas). Suponhamos que pretendemos obter a matriz transposta
armazenada segundo a mesma estrutura.

Nesta seccdo iremos considerar apenas o caso em que a matriz A estd armazenada por linhas,
descrevendo os sucessivos passos do algoritmo com recurso a um exemplo. Consideremos entao a
matriz

0. a13 0. a1 QAaile

0. as2 0. 0. ass  Ase

A representagdo de A por linhas segundo um esquema de colec¢ao de vectores ordenado tem a
forma

VALA = [ a3 a5 aig a1 G4 G33 a34 Q41 Q43 Qa4 G52 G55 Q56 |
INDA = [3 5 6 1 43 413425 6|
PNTA = [1 4 6 8 11 14 |

Se nza, m e n representarem respectivamente o niimero de elementos nao nulos, de linhas e
de colunas da matriz A, entao neste caso temos nza = 13, m =5 e n = 6. A estrutura de dados
da matriz AT é constituida por um vector VALAT de dimensdo nza, um vector inteiro INDAT de
dimensao nza e por um vector PNTAT de dimensao n + 1.

O algoritmo que passamos a apresentar tem inicio considerando todas as componentes desses
vectores como nulas. Em seguida, determina-se o niimero de elementos nao nulos em cada linha de
AT (isto é, em cada coluna de A) de modo a se poder obter o vector PNTAT. Essa determinacao
faz-se muito facilmente percorrendo o vector INDA. Como para ji apenas pretendemos obter o
nimero de elementos niao nulos nas n — 1 primeiras linhas de AT (as n — 1 primeiras colunas
de A), basta-nos utilizar entdo as n — 1 dltimas posi¢oes de PNTAT, deixando-se, por agora, as
duas primeiras posigoes desocupadas. O esquema descrito pode entao ser implementado do modo
seguinte:

Parak=1,...,nza
w = INDA(k) + 2
PNTAT(w) = PNTAT (w) + 1

Fazendo esta operacgado para a matriz A, obtemos
PNTAT=[0 0 2 1 3 3 2]

Tal como estd, PNTAT ainda nao é um vector de apontadores, limitando-se a indicar quantos
elementos nao nulos ocorrem em cada linha de A", e ndo onde estdo posicionados em VALAT
e INDAT. Todavia, se nzat(k) for o niimero de elementos niao nulos na linha & de AT, com
k=1,...,n, entao

PNTAT(k + 1) = PNTAT (k) + nzat(k)

pelo que a construcdo de PNTAT pode prosseguir através de
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PNTAT(1) = 1
PNTAT(2) = 1

Parak=2,...,n
PNTAT(k + 1) = PNTAT(k) + PNTAT(k + 1)

onde a primeira componente de PNTAT tomou o valor um por motivos ébvios. Assim, no nosso
exemplo tem-se, no fim da aplicacao deste passo,

PNTAT=[1 1 3 4 7 10 12 ]

Para terminar o processo de obtencdo da estrutura de dados da matriz AT ha que determinar
as componentes dos vectores INDAT e VALAT. Esse processo é feito usando o vector PNTAT de
modo a que as suas componentes vao sendo modificadas até se obterem as componentes correctas
desse vector. Seguidamente apresentamos o algoritmo que executa o pretendido.

Parai=1,....n
Para k = PNTA(i),...,PNTA(i + 1) — 1
j =INDA(k) + 1

| = PNTAT()

INDAT(I) = i

VALAT(I) = VALA(k)

PNTAT(j) = + 1

Assim, no exemplo considerado, no fim do ciclo i = 1 obtém-se os seguintes vectores

VALAT = [0 0. 0. a13 0. 0. 0. 0. O. ais 0. 16 0]
INDAT = [0 0 0 1 0000010 1 0]
PNTAT = [1 1 3 5 7 11 13]

e no fim do processo, isto é, no fim do ciclo i = m, obtém-se os vectores da estrutura de dados
que representa a matriz A7 por linhas e que sdo dados por

VALAT = [a21 au as2 @13 a33 Q43 Q24 G34 Qa4 Q15 Q16 Gs6 |
INDAT = [2 4 5 1 34234151 5]
PNTAT = [1 3 4 7 10 12 14 |

(vii) Resolugao de sistemas triangulares com matrizes esparsas

Consideremos o sistema triangular inferior

Lz=1b (6.1)
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com L uma matriz de ordem n armazenada por um esquema de coleccao de vectores. Entao uma
versao por linhas ou colunas do algoritmo para matrizes triangulares inferiores deve ser escolhida
para a resolucdo do sistema (6.1) dependendo do facto de L estar armazenada por linhas ou por
colunas. Esses algoritmos podem ser facilmente implementados para uma estrutura de dados de
coleccao de vectores com ou sem diagonal separada. Assim, se L estd armazenada por linhas
com diagonal separada numa estrutura de dados constituida pelos vectores VALL, INDL, PNTL
e DIAGL, entao o algoritmo para a resolugao do sistema (6.1) tem a seguinte forma

Algoritmo 36

_ b1
b(1) = DIAG(1)

Parat=2,...,n
prod =0

inicio = PNTL(t)
fim = PNTL(t+ 1) — 1
Se fim > inicio faca
Para k = inicio, ..., fim

| prod = prod + VALL(k) x b(INDL(k))

__ b(t)—prod
b(t) = DIAGpL(()t)

Por outro lado, se L estd armazenada por colunas com diagonal separada numa estrutura de
dados constituida pelos vectores VALL, INDL, PNTL, DIAGL, entao o algoritmo tem os seguintes
passos

Algoritmo 37
Parat=1,...,n—1

b(t) = Bractm

inicio = PNTL(¢)

fim = PNTL(t+1) -1

Se fim > inicio faca

Para k = inicio, . .., fim

| b(INDL(k)) = b(INDL(k)) — b(t) x VALL(k)
bn) = —2)__

DIAGL(n)

Consideremos agora um sistema triangular superior
Ux=10

com U uma matriz de ordem n armazenada por um esquema de coleccao de vectores. Se U esta
armazenada por linhas, entao o algoritmo 2 (TRIANSUP) pode ser facilmente implementado para
qualquer tipo de armazenagem, ordenada ou ndo, com ou sem diagonal separada. Se U estd
armazenada por colunas, entao o algoritmo orientado por colunas para uma matriz triangular
superior deve ser usado.
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Antes de terminar esta secgao, vamos calcular o nimero de operagoes necessarias para resolver
um sistema triangular. Para isso, seja o numero de elementos nao nulos nao diagonais da matriz
L ou U. Entao facilmente se conclui que o niimero de operagoes é dado por

ntimero de adicoes =
nimero de multiplicagbes =
nimero de divisoes =

(6.2)

S 33

Portanto o numero de operagoes para resolver um sistema triangular é igual a n +17. Esse
numero é bastante menor que %z quando n é elevado e a matriz é muito esparsa, isto é, n é
pequeno. Isso mostra a importancia da exploracao da esparsidade das matrizes na resolugao de
sistemas de grandes dimensoes.

Exercicios

1. Armazene as seguintes matrizes por linhas e por colunas no esquema de coleccdo de vectores
que achar mais apropriado:

1 -2

1 0
0 -1 2 0 -1 _;_?_388
A = -1 230 2 , Ao =1| =3 0O -1 1 -1
0 0 10 -l 0O 0 11 0
-1 2 00 1 0 0 -1 0 2
0 001 0
0 1 2 0 10 -1 2 0
L o010 02 00 -1
Az = , A= -1 0 31 2
2 -1 0 1
0 1 9 3 -1 0 24 0
40 15 -5

2. Armazene como matrizes densas as seguintes matrizes armazenadas por linhas nos esquemas
de coleccao de vectores:

(a)

VALA({1 2 -1 3 1 4 5 6

INDA (1 2 2 3 1 1 2 4

PNTA| 1 3 5 6 9
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10.

11.

DIAG|1 2 1 3 5 6

VALA|-1 2 3 1 -2 4 5

INDA |1 1 3 2 4 3 5

PNTA| 1 1 2 3 4 6 8

(A simétrica)

DIAG| 1 -2 3 4 5

VALA| 1 2 -1 2 1 2 3

INDA |2 3 5 1 1 3 5

PNTA| 1 2 4 4 5 8

Desenvolva um algoritmo para a adigdo de duas matrizes esparsas SPD armazenadas por
colunas em esquemas de coleccao de vectores.

Desenvolva um algoritmo para a multiplicagao de uma matriz esparsa simétrica armazenada
por colunas num esquema de colecgao de vectores por um vector denso.

Desenvolva um algoritmo para o célculo de b7 A com b um vector coluna denso de ordem n
e A € R™" uma matriz esparsa nao simétrica armazenada por colunas num esquema de
colecgao de vectores.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n nao simétrica esparsa, armazenada segundo um
esquema de colecgao de vectores. Para z e y vectores esparsos de ordem n, descreva o
processo que permite calcular o produto =7 Ay.

Desenvolva um algoritmo para a resolucao de um sistema com uma matriz triangular superior
esparsa armazenada por linhas num esquema de coleccao de vectores.

Desenvolva um algoritmo para calcular o produto de duas matrizes quadradas esparsas nao
simétricas armazenadas por linhas num esquema de coleccao de vectores.

Desenvolva um algoritmo para implementar o calculo do produto ABATb, com A uma matriz
esparsa de ordem m X n, B uma matriz tridiagonal de ordem n e b um vector denso de ordem
m.

Desenvolva um algoritmo para calcular a norma ¢; de uma matriz rectangular armazenada
por colunas num esquema de colecgao de vectores.

Desenvolva um algoritmo para calcular a norma ¢, de uma matriz SPD armazenada por
linhas num esquema de colecgao de vectores.
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12. Desenvolva uma implementagao do algoritmo LINPACK para determinagao de uma estima-
tiva do nimero de condigao de uma matriz triangular inferior.
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Capitulo 7

Métodos Directos para Sistemas
de Equacoes Lineares com
Matrizes Esparsas

Consideremos o sistema de equagoes lineares
Az =0 (7.1)

onde A é uma matriz esparsa nao singular de ordem n. Conforme vimos anteriormente, trés casos
distintos devem ser considerados, nomeadamente a matriz A ser simétrica positiva definida, nao
simétrica com pivots diagonais estaveis e simétrica ou nao simétrica com pivots diagonais instaveis.
Nos dois primeiros casos os pivots para a obtencao das decomposicoes LDLT ou LU podem sempre
ser escolhidos na diagonal das sucessivas matrizes reduzidas, enquanto que no tultimo caso pode
ser necessario recorrer a trocas de linhas ou colunas para preservar a estabilidade do processo.

Para matrizes esparsas, para além da estabilidade da factorizacao hé que tentar manter no
méximo a esparsidade das matrizes que vao sendo construidas durante o processo. Assim, associ-
ado ao processo de factorizaco estd o chamado fenémeno do Enchimento (ou Fill-in) da matriz
provocado pelos elementos nulos de A que se vao transformar em elementos nao nulos durante o
processo de factorizacdo. Se FILL(A) representar o conjunto de tais elementos, tem-se

FILL(A) = {(Z,]) ta;;=0e (L + U)U #* 0} (72)

O processo de factorizagdo da matriz A deve ser levado a cabo de modo a reduzir o maximo
possivel o nimero de elementos de FILL(A). Com efeito, quanto maior for o niimero de elementos
desse conjunto, maior vai ser o espago de armazenagem necessario para armazenar as matrizes L e
U e maior é o numero de operacoes necessarias para obter essas matrizes. Para esse fim o processo
de factorizacao incorpora permutacoes de linhas e de colunas que tentam minimizar o nimero de
elementos desse conjunto. Para ilustrar a importancia da necessidade de permutar linhas e colunas
para reduzir o nimero de elementos de FILL(A), consideremos a matriz:

4. -1. —-1. -=2.
—1. 1.
—1. 1.
—1. 1.

A:

Se procurarmos obter a decomposicao de A pela ordem natural, iremos obter uma matriz L + U
completamente cheia. Contudo, se trocarmos a ordem das linhas e colunas e seguirmos a ordem
(2,3,4,1), entdo a matriz L + U tem o mesmo niimero de elementos nao nulos que a matriz A e
portanto FILL(A) = 0.
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Tal como para a resolugao de sistemas de equagoes lineares com matrizes densas, trés casos
distintos devem ser considerados na resolugao de sistemas com matrizes esparsas. Se a matriz do
sistema (7.1) é simétrica positiva definida, entdo nao ha problemas de estabilidade se a factorizagao
for obtida escolhendo os pivots na diagonal das sucessivas matrizes reduzidas. Portanto hé a
possibilidade de efectuar permutacoes principais de linhas e colunas de modo a escolher os pivots
por critérios de esparsidade. O processo de factorizagao é normalmente iniciado com a consideracao
do grafo associado a matriz. Algoritmos combinatdrios sao a seguir aplicados de modo a determinar
uma ordem das linhas e colunas da matriz segundo a qual os pivots devem ser escolhidos. Além
disso, é possivel determinar as posigdes onde os elementos de FILL(A) ocorrem e assim construir
uma estrutura de dados que armazene todos os elementos nao nulos de A e os elementos nulos
correspondentes ao conjunto FILL(A) segundo a ordem obtida. O processo de factorizagao é a
seguir aplicado e consiste em apenas modificar os elementos do vector VALA da estrutura de dados
respeitante aos valores numéricos. Portanto a estrutura de dados nao é modificada no decurso
da factorizacao e por isso o processo diz-se Estdtico. De notar ainda que esse processo permite
fixar o nimero de total de elementos a armazenar para a obtencao da decomposicao e consequente
resolucao dos sistemas triangulares.

Se A é nao simétrica com pivots diagonais estdveis, entdo também néo hé problemas de estabi-
lidade na escolha dos pivots na diagonal. O processo para matrizes simétricas positivas definidas
pode entao ser estendido a este caso, obtendo-se assim um processo estatico para a resolucao do
sistema (7.1).

Se a matriz A nao pertence as duas classes anteriores, entdo os pivots para a obtencao da
decomposicao LU tém de ser escolhidos de acordo com algum critério de preservacao da estabi-
lidade. Contudo a necessidade de redugao do nimero de elementos de FILL(A) implica o uso de
critérios menos rigorosos do que a escolha parcial de pivot. Para esses critérios serem aplicados hé
a necessidade de saber em cada iteracao os valores numéricos da correspondente matriz reduzida.
Como na determinacao desses elementos hé sempre enchimentos, entdo a estrutura de dados vai
sendo sucessivamente modificada. O processo é por isso Dinamico, e nao hé possibilidade de prever
o numero total de elementos a armazenar.

Nas préximas secgoes iremos apresentar métodos para resolver o sistema (7.1) em cada um dos
trés casos referidos, apresentando as vantagens e inconvenientes de cada um dos métodos.

7.1 DMatrizes simétricas positivas definidas

A resolucdo do sistema (7.1) com A uma matriz simétrica positiva definida consiste de trés fases
a seguir apresentadas.

1 - Analise: Nesta fase pretende-se determinar uma ordem para as linhas e colunas de modo a
que os enchimentos sejam os menores possiveis. Para esse fim considera-se o grafo associado
a matriz A e procura-se uma reordenagao dos seus nés. Essa reordenagao ird dar a ordem
segundo a qual a factorizacao deverd ter lugar. Na pratica, um vector perm é construido,

tal que

perm(i) = j
indica que o elemento diagonal da linha e coluna j deverd ser o i—ésimo pivot da decom-
posicao.

Nesta fase é ainda construido um vector invp que define a permutacao inversa de perm e
portanto satisfaz
invp(perm(i)) =i, i=1,2,...,n (7.3)

Apés a determinagdo da ordem das linhas e colunas, é possivel construir uma estrutura de
dados (colecgao de vectores com diagonal separada) que inicialmente armazena os elementos
néao nulos de A segundo a ordem obtida e os elementos nulos respeitantes aos enchimentos
que se irao verificar no processo de factorizacao. Essa construcao usa a matriz original e o
vector invp definido por (7.3).
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Coluna k T](Vk) =4

Figura 7.1: Representagdo esquemética de n(vy)

2 - Factorizagao: Consiste na obtencdo das matrizes L ¢ D da decomposicao LDLT da matriz
permutada PT AP. Na prética, isto é conseguido modificando apenas os valores do vector
VALA que armazena os elementos nio nulos e alguns elementos nulos da matriz PT AP.

3 - Solugao: Consiste na resolucio de dois sistemas triangulares e no calculo do vector D~ 'y de
acordo com o processo anteriormente descrito e usando as estruturas de dados das matrizes
L e D. A solucao obtida b tem as componentes segundo a ordem definida pelo vector perm,
pelo que a solugdo Z de (7.1) satisfaz

z(perm(i)) = b(i), i=1,2,...,n (7.4)

Como a estrutura de dados que armazena a matriz permutada é orientada por linhas ou colunas,
entdao o método dos bordos ou o método directo sao usados para obter as matrizes L e D da
decomposicio LDLT. Esses métodos requerem o mesmo nimero de operacoes para determinar
essas matrizes. Para calcular esse nimero, seja

n(vy) = ndmero de elementos nao nulos abaixo da diagonal da coluna k
da matriz A®) da iteracio k.
Uma melhor compreensao de n(vg) é proporcionada pela figura 7.1. Entao tem-se

(vx) (n(vr) +5)
2

n—1
nimero de multiplicagoes / divisoes: Z n

k=1
(7.5)

ntmero de adigoes:

n—1
n(vx) (n(ox) +1)
2

Como referimos anteriormente, a primeira fase da resolucao do sistema Ax = b é baseada na
consideracdo do grafo associado & matriz A e em algoritmos combinatdrios que operam com esse
grafo. Por isso precisamos de algumas nogoes de teoria de grafos que introduzimos a seguir.

Um Grafo G = (X, E) consiste de um conjunto finito X de nds ou vértices e de um conjunto
finito E de arestas ou arcos, que sao pares ordenados ou conjuntos de dois nés. Um grafo diz-se
orientado ou néo orientado consoante as arestas tenham ou nao orientacdo. Assim, por exemplo,
a figura 7.2 apresenta dois grafos, em que o primeiro é orientado e o segundo nao é.

Uma Ordenacao do grafo G = (X, E) é uma aplicagao

a:{1,2,...,n} — X
kE — ak)

onde n é o numero de nés. Facilmente se conclui que um mesmo grafo pode ter diversas ordenagoes.
Assim, por exemplo, consideremos o grafo
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1/ 2
/\ \\
3— 4
Grafo orientado Grafo nao orientado

Figura 7.2: Ilustragao de um grafo orientado e de um grafo nao orientado

1l—//4

Este grafo difere do segundo grafo da figura 7.2 apenas na ordenacao dos seus ndés. Um grafo
ordenado por uma ordenagao « é representado por G* = (X%, E).

Dada uma matriz simétrica esparsa de ordem n, podemos-lhe associar um grafo de n nés
numerados de 1 a n de tal modo que

{J?i,.lﬁj} ceG* < A5 = Gjj 7é 0

E evidente que o grafo associado a uma matriz simétrica é nao orientado. Assim, por exemplo,
se considerarmos a matriz

1 = *
* 2 ok %
* 3 *
A= * 4
* 5 %
* *x 6

onde * representa um elemento diferente de zero, entdo o seu grafo pode ser representado da

seguinte forma
1 2 /
\ / 5
6

Para uma qualquer matriz de permutacdo P os grafos das matrizes A e PT AP diferem apenas
na ordenacgao dos seus nés. Assim, por exemplo, se efectuarmos uma permutacdo principal das

3
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linhas e colunas de A de modo a que

PTAP =

*
* W %

*
4 x
x 5 %
* 6

*

entao apenas a ordenacao do grafo anterior é modificada, obtendo-se o seguinte grafo nao orientado

associado a PT AP:
6 2 /
\ / 4
5

Para o estudo que se pretende fazer nesta seccdo sao necessdrias as nogoes de Nés Adjacentes
e de Grau de um N6. Dois nés z e y sao Adjacentes se estiverem ligados por uma aresta, isto é,
se {x,y} € E. Dado um né y € X, o Conjunto Adjacente do N6 y € X é denotado por Adj(y) e
é definido por

3

Adj(y) ={z € X : {z,y} € £} (7.6)

isto é, é o conjunto dos nds adjacentes a y. O Grau do né y € X é o nimero de elementos de
Adj(y) e representa-se por deg(y). Assim, por exemplo, no grafo anterior tem-se

deg(z1) = 1,deg(x2) = 3,deg(x3) = 2,...,deg(xg) = 2

Se G* é o grafo associado a uma matriz simétrica esparsa, entdo deg(rr) é o nimero de
elementos nao nulos ndo diagonais na linha (ou coluna) k, onde se assume que a ordem das linhas
e das colunas é dada pela ordenacao a. Esta propriedade serd usada no desenvolvimento de um
algoritmo para obter uma ordenacao das linhas e das colunas da matriz A, como sera referido mais
adiante.

Para implementar a estrutura de dados representativa de um grafo ordenado basta considerar
dois vectores de inteiros XADJ e ADJNCY definidos do seguinte modo:

ADJNCY: contém todos os nés adjacentes dos nés 1, o, . . ., T, segundo essa ordem e portanto
tem dimensao 2|E|, com |E| o ntmero de arestas do grafo.

XADJ: é um vector de dimensao n + 1 tal que XADJ(k) representa o primeiro né adjacente de
x) na lista de adjacentes ADJNCY. Além disso,

XADJ(k + 1) — XADIJ(k) = deg(zy).

Nesta secgao iremos estudar dois processos para a determinacao de uma ordem segundo a qual
a factorizacao se deve efectuar de modo a que haja poucos enchimentos no processo de factorizacao.
Esses algoritmos sdo denominados Método do Grau Minimo e Método do Invélucro e baseiam-se
fundamentalmente na nocao de grau de um né de um grafo nao orientado.

(i) Algoritmo do Grau Minimo

Das férmulas (7.5) conclui-se imediatamente que o nimero de operagoes necesséarias para obter a
decomposicio LDLT de uma matriz A estd dependente dos ntimeros 7(vy) de elementos nio nulos
abaixo da diagonal da coluna k da matriz A*) da iteracdo k e serd tanto menor quanto menores
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forem esses nimeros. Assim, uma boa estratégia para obter uma ordenagdo para as linhas e
colunas da matriz A serd escolher em cada iteragao k a coluna k para a qual n(vg) é minimo. Para
implementar esse algoritmo, seja A*) a matriz transformada de A na iteracdo k e consideremos
as matrizes Complementos de Schur A%*) definidas por

AW = A0 =4, AC = (A0B), k=12 01 (7.7)

Seja ainda G*) o grafo associado & matriz A®). Da definicdo de Complemento de Schur de

[a,&?} em A®) facilmente se conclui que o grafo G**1 associado & matriz A%+ se pode obter
do grafo associado & matriz A¥) a partir da seguinte regra:
Regra 1: Para obter Gt a partir de G®) suprimir o né z de G*) e todas as arestas que

unem x; com outros nds e acrescentar arestas ligando os nés que eram adjacentes a xj sem
ser adjacentes entre si.

Assim, por exemplo, considerando a matriz A = A = A ¢ o seu grafo G dados por

*
®
*
i

A@) — a® —

¥ X *
[SONTN
ot ®

De notar que houve dois enchimentos no célculo de A e duas novas arestas {2,4} e {4,5}
foram criadas para obter o grafo G().

Como G*) é o grafo associado & matriz A*), entao 5(vy,) representa o grau do né z; do grafo
G e portanto a estratégia referida anteriormente consiste em escolher em cada iteracio k o né
de G™® que tem grau minimo. Daf chamar-se Algoritmo do Grau Minimo a esse procedimento.
Se z; 6 0 né escolhido entdo perm(k) =t e o grafo G*+1) ¢ obtido usando a regra 1 e o processo
é repetido. Em termos computacionais a determinacio de G*+1 & feita modificando a estrutura
de dados que representa o grafo G*). Essa modificacdo é baseada nas seguintes alteracdes dos
conjuntos adjacentes Adj(x;):

Adj(z;) = Adj(z;) se z; & Adj(xy)

Adj(z;) = Adj(z;) — {x:} UFILL(¢, j) se z; € Adj(zy) (7.8)

onde
FILL(t,j) = {x; : i # t,2; € Adj(zy), x; € Adj(z;)}
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Para ilustrar o algoritmo consideremos a seguinte matriz:

(7.9)

* Ok
* K %

ot
D

O seu grafo associado tem a forma:

a) = e G e
O—Q)

Os graus dos nés de GV vém entéo dados pela seguinte tabela:

Nos T4 To XT3 Xa Ty Te
Graus || 3 3 2 2 2 2

Portanto hé quatro possiveis nés a escolher. Escolhendo z3 vem perm(1) = 3 e o grafo G e
a tabela dos graus dos nds desse grafo tém a seguinte forma

= Nos T4 To Ta Xy Tg
G® = I_S_: G e Graus || 3 3 2 2 2

Além disso houve um enchimento {1,4}. Se representarmos por FILL o conjunto de todos os
enchimentos que a factorizagao provoca usando a ordem que for obtida pelo algoritmo do grau
minimo, entao no fim da primeira iteracao deste algoritmo temos

FILL = {{1,4}}

Agora perm(2) =4 e o grafo G®) ¢ a tabela dos graus dos nés desse grafo sdo os seguintes:

= Nos T4 To Ty Xg
G® = :_3_: @ e Graus 3 3 2 2
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Além disso
FILL = FILL U {1,2} = {{1,4},{1,2}}

Na terceira iteragao tem-se perm(3) =5 e o grafo G™ tem a seguinte forma:

r=i r-i
co— 13 @)\ 15

Neste caso nao ha lugar a qualquer enchimento. Todos os nds tém grau 2, o que torna a escolha
dos ultimos trés nds completamente indiferente. Donde podemos escrever

perm(4) = 1, perm(5) = 2, perm(6) = 6

nao havendo qualquer enchimento.
A matriz permutada é

3 x *
x 4 0 =
TAp ko ok
PAP**O 1 0 =
* 0 2 =%
* % 0

onde os elementos nulos considerados sao referentes aos enchimentos que o processo de factorizacao
provocard, sendo portanto necessario armazena-los na estrutura de dados orientada por colunas,
cuja construgao é o ultimo passo da Fase de Andlise. Se a;; representarem os valores numéricos
dos elementos nao nulos da matriz original A, entdo a estrutura de dados que armazena a matriz
permutada tem a forma seguinte:

DIAG [
VALA : [ a3 a3 0 ags a5 azs 0 ag1 aez |
INDA : [2 445 455 6 6]

PNTA [1 35 7 9 10 10 |

ass @44 G55 a1l A2 Qe |

De notar que o espago de armazenagem total é igual a 31. Como referimos anteriormente, a
Fase de Factorizacao teria agora inicio e consistiria em ir modificando os elementos dos vectores
DIAG e VALA segundo o método directo. Apds essas transformagoes o vector DIAG apresenta a
diagonal da matriz D da decomposicio LDL” da matriz permutada e os vectores VALA, INDA e
PNTA constituem a estrutura de dados orientada por colunas da matriz L (os elementos diagonais
de L sdo iguais a um e por isso ndo precisam de ser armazenados). A Fase de Solugdo pode entao
ser aplicada, usando a estrutura de dados referida e consiste dos seguintes passos:

1. Resolugao do sistema Ly = b, usando uma implementagao do algoritmo para a resolucao de
sistemas triangulares inferiores por colunas.

2. Célculo do vector y = D~y usando o vector DIAG.

3. Resolucdo do sistema L”z = y usando uma implementacdo do algoritmo para a resolucao
de sistemas triangulares superiores por linhas.
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O processo acabado de descrever é talvez o algoritmo mais eficiente na determinacao de uma
ordem para as linhas e colunas de A que reduza o nimero de enchimentos o méaximo possivel.
Contudo, a sua aplicacdo requer em cada iteracdo a lista de adjacéncias do grafo G*) referido
anteriormente, o que pode tornar o processo de ordenagao bastante demorado. Existem contudo

programas que contém implementacoes bastante eficientes do algoritmo do grau minimo, como a
MAZ27 [Duff et al] e a SPARSPAK [George e Liul.

(ii) O Método do Invélucro

Nesta secc¢ao iremos apresentar um processo que pode ser visto como uma extensdo das matrizes
com estrutura de banda, mas que usa estruturas de dados semelhantes as do método do grau
minimo. Considerando as quantidades f;(A4) e 5;(A) definidas no capitulo 5, chama-se Invélucro
de A, e representa-se por ENV(A), o conjunto definido por

BENV(A) = {{i,7}: fi(A) <j<i} (7.10)
Assim, por exemplo, para a matriz (7.9), temos

_ {311 {8,2},{4,2},{4,3}, {5, 1}, {5,2}
ENV(4) { (5.3}, (5.4}, {6.1}.{6,2}. {6. 3} {6.4}, {6,5) }

Facilmente se conclui que para uma matriz A simétrica de ordem n se tem

[ENV(A)[ = > _ 5i(4) (7.11)
’ ENV(A) UDIAG(A) C BAND(A) (7.12)

onde DIAG(A) = {{i,i}: i=1,...,n}, BAND(A) foi definido no capitulo 5 ¢ |ENV(A)| é o
nimero de elementos de ENV(A).

Tal como para as matrizes com estrutura de banda, a grande vantagem da consideragao do
involucro de uma matriz simétrica reside no facto de o invélucro nao ser alterado durante o processo
da decomposicdo LDL” duma matriz simétrica, se os pivots das sucessivas iteracoes forem sempre
escolhidos na diagonal. Como as matrizes SPD satisfazem essa pretensao podemos enunciar o
seguinte teorema.

Teorema 7.1 Se A € SPD, entdo ENV(A) = ENV(L + D + LT).

Demonstracao: Sejam A € SPD e A® a matriz obtida apés o primeiro passo da decom-
posicio LDL™ de A. Entao demonstrar que ENV(A®)) = ENV(A) é equivalente a mostrar que
para todo i =1,2,...,n, se tem

ag) =0 para i>j+ Fi(A4) (7.13)
Dois casos podem acontecer e sao apresentados a seguir:
1. Se j =1, entao ag) = Z—lJl Mas, por definigdo de ENV(A) tem-se
a;j =0 para i>j+ Bi(A) (7.14)
e portanto (7.13) é verdadeira para j = 1.

2. Se j > 1, entao al? = a;; parat > j+ B;(A4). Como (7.14) é verdadeira, e 0 mesmo acontece

ij
a (7.13).

155



Portanto ENV(A) = ENV(A®)) e o teorema fica demonstrado por inducao.

Devido a este teorema, no processo de obtencio a decomposicio LDLT de A é apenas necessario
considerar os elementos da matriz A correspondentes aos conjuntos ENV(A) e DIAG(A). Os
elementos diagonais de A sdo armazenados num vector DIAG, onde

DIAG(]C) = Ok, k= 1,2,...,7L

Os elementos correspondentes a ENV(A) sdo armazenados por linhas, numa estrutura de dados
que consiste em dois vectores ENV e XENV definidos do seguinte modo:

1. ENV é um vector de nimeros reais que armazena todos os elementos de ENV(A) por linhas.
A dimenséo desse vector é portanto |ENV(A)|.

2. XENV é um vector de nimeros inteiros de dimensao n + 1 tal que XENV(k) representa a
posi¢do em ENV do primeiro elemento da linha k que foi armazenado e XENV(n + 1) =
[ENV(A4)| + 1.

Este esquema de armazenagem acabado de descrever é chamado esquema de banda varidvel.
A sua principal vantagem em relagdo & colec¢ao de vectores reside no facto de utilizar menos um
vector, com a desvantagem de ter que armazenar todos os elementos nulos correspondentes ao
invélucro de A. Para ilustrar o esquema de banda varidvel, consideremos a matriz

a1l a1
az1 Q22 Q42 Q52
A= ass
42 (44 A54
as52 G54  A55
Entao tem-se
DIAG = [au 22 G33 Q44 a55}
ENV = [azl as2 0. as2 0. Cl54}
XENV = [1 1 2 2 4 7]

Como o esquema de banda varidvel é orientado por linhas, entdo o método dos bordos deve
ser usado para a obtencdo da decomposicio LDL? da matriz A. Além disso, na Fase de Solucdo,
o sistema Ly = b deve ser resolvido por um processo orientado por linhas, enquanto que um
processo orientado por colunas deve ser usado na resolucio de L7z = y. Como apenas os elementos
correspondentes ao invélucro sao armazenados e sao referenciados pela quantidade Gy, entdo os
algoritmos para a resolucao desses dois sistemas sdo modificados e apresentam as formas seguintes:

Algoritmo 38 (Algoritmo para a resolugao do sistema Ly = b)

Para k=2,...,n

k—1

be=bp— > lib

j=k—Bk
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Algoritmo 39 (Algoritmo para a resolucao do sistema LTz = y)
Parak=nn—-1,...,2
bi—p, bk, Uk k=51
: _ : _ b, .

br_1 br—1 lee—1

n
De notar que sdo necessdrias [ENV(L)| = Zﬁi(A) multiplicagoes e adigbes para resolver
1

cada um dos sistemas referidos. A implementage{o desses algoritmos usando o esquema de banda
varidvel é muito simples de fazer e é deixada como exercicio.

Suponhamos agora que se pretende determinar as matrizes L e D da decomposicio LDL”
da matriz A usando o método dos bordos. Este método consiste em resolver em cada iteracao
um sistema triangular inferior e calcular um elemento diagonal de D a partir de um produto
escalar de dois vectores. Em relacao ao sistema triangular, é possivel reduzir altamente o esforgo
computacional se notarmos que apenas os elementos correspondentes ao invélucro de A tém que
ser modificados. Para verificar isso, suponhamos que

T
Ap—1 k-1 =Lyp_1Dp_1Lj_,

e se pretende determinar o vector a tal que

| Lk
w=| ]

Se B é o comprimento de banda de ordem k, entao
aT:[O ... 0 Ak— By, ak,1]=[0 | a2}
Portanto
Ly_ja=a (7.15)

pode ser escrito na seguinte forma:

e e )L

Portanto a' = 0 e o sistema (7.15) reduz-se & solugao de
Lya® = a* (7.16)

cuja matriz é de ordem Q.

Chegdmos assim a conclusdo que em cada iteracdo k do processo de factorizagao é necessério
resolver um sistema triangular inferior cuja matriz é de ordem (. Além disso, para calcular
o elemento diagonal di; da matriz diagonal D referente a essa iteracao, temos de efectuar os
seguintes passos:

Calculedi:%,i:k‘—ﬂk,...,k—l

17
k—1
_9
dik = dpr, — E d a3
t=k—PB
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Como o processo é repetido n — 1 vezes para k = 2,...,n e 1 = 0, e tendo em conta que as
matrizes Ly dos sistemas (7.16) sdo cheias, entdo o nimero de operagoes necessdrias para obter a
decomposicio LDLT da matriz A é dado por

z_: [ﬁk(ﬁ;— 1) _’_ﬁk} _ ; 6k(61;+ 1)

Adigoes =
k=1

(7.17)

Multiplicagoes = 2 {W + B + 25k] _ ; 5k(5l;+ 5)

Das férmulas (7.17) e do nimero de operagoes necessérias para resolver os sistemas triangulares
e calcular o vector D'y na Fase de Solucdo, imediatamente se conclui que o niimero de operacdes
para resolver o sistema Az = b é dado por

Adicoes = Y w
= (7.18)

Multiplicagoes ; w in

O algoritmo do invélucro é tanto mais eficiente quanto menor for o nimero de elementos do
invélucro da matriz A. Com efeito, ndo s6 o espago de armazenagem depende desse valor, mas
também o nimero de operagoes para resolver um sistema por este processo estd extremamente
dependente deste ntimero. Por isso, e tal como anteriormente, ha a necessidade de considerar
primeiramente uma Fase de Andlise na qual se encontra uma ordem definida por um vector perm,
segundo a qual o numero de elementos do invélucro da matriz permutada é bastante reduzido.
O processo mais conhecido para encontrar essa ordem é denominado Método de Cuthill—McKee
(Método CM) e baseia-se no facto de que o niimero de elementos no invélucro de uma matriz é
habitualmente reduzido se nés adjacentes do grafo da matriz forem numerados com nimeros cuja
diferenca seja relativamente pequena. A figura 7.3 ilustra esse facto.

Os passos do algoritmo CM sao apresentados a seguir.

Algoritmo 40 (Algoritmo CM)

Passo 1: Considere um né qualquer x.

Passo 2: Parak =1,2,...,n, considere os nds adjacentes a xj e enumere-os por ordem crescente
dos seus graus.

E possivel demonstrar que, se invertermos a ordem obtida pelo algoritmo CM, entao o nimero
de elementos do invélucro de A nunca aumenta. Além disso, a experiéncia tem mostrado que
diminuigbes substanciais do invélucro podem ocorrer. O algoritmo assim obtido é denominado
Algoritmo de Cuthill—McKee Inverso ou Algoritmo RCM e difere do Algoritmo CM na existéncia
de um Passo 3 adicional, no qual a ordem obtida no Passo 2 é invertida, isto é

Passo 3: Enumere os nés na ordem yq,...,y, com
Yk = Tn—k+1; k= 1,2,...,7L
onde z1,...,x, é a ordem obtida no Passo 2.

E de notar que ao minimizarem o invélucro da matriz A, estes processos também procuram
reduzir a banda dessa matriz. Alids estes algoritmos foram inicialmente propostos com esse ob-
jectivo.
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1 = *
2 %
A= L5 0 Q
* * 4
[ENV(A)| =4
1 =x
P AP — * 2 %
* 3 %
* 4

IENV(PTAP)| =3

Figura 7.3: Efeito da reordenagao das linhas e colunas de uma matriz sobre o niimero de elementos
do seu invélucro

Para ilustrar o emprego dos algoritmos CM e RCM, consideremos a matriz (7.9), assim como
o seu grafo e a sua lista de graus. Escolhamos o né x5 (n6 de grau minimo) para né inicial. Entao
0s nos x4 e r1 sao adjacentes de x3 , que sao ordenados por esta forma em virtude de x4 ter grau
inferior a x1. Agora x4 é o proximo né escolhido e como os seus nds adjacentes sao o e x3, entao
o € adicionado a lista ja iniciada. O né x1 é a seguir escolhido e faz entrar na lista os nés x5 e
Zg, que podem ser colocados nesta ou noutra ordem por terem graus iguais. A lista estd completa
e tem a seguinte forma

X3 — Tyg — 1 — T2 — Ty — TG-

Portanto o vector perm que define a permutagao obtida pelo algoritmo CM é dado por
perm:[?) 4 1 2 5 6]

e a matriz permutada tem a forma

3 x
* 4 *
PTAP:* 1 * %
* 2 % x
* b
* 6

De notar que [ENV(PTAP)| = 10 e |[ENV(A)| = 13, pelo que houve uma redugao de 3
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elementos na aplicagao do algoritmo CM. O algoritmo RCM da lugar a seguinte matriz:

6 % %k
5 % x
PTAP = 2
1 *
* 4 x
* k3
Portanto [ENV(PTAP)| = 9, o que mostra que neste caso houve uma melhoria com o uso do

algoritmo RCM.

Uma vez obtida a ordem é facil determinar a estrutura de dados que armazena a matriz
permutada segundo o esquema de banda varidvel. Se a;; for a representagao dos elementos nao
nulos da matriz original A, entdo os elementos sdo armazenados na ordem dada pelo algoritmo
RCM na seguinte forma:

DIAG = [ Ge6 G55 Q22 Q11 (44 G33 }
ENV = [agﬁ az25 QA1 A15 0. 42 0. aszil a34}
XENV = [1 1 1 3 6 8 10]

De notar que o espago total de armazenagem é 22, o que é manifestamente inferior ao cor-
respondente espago para o algoritmo do grau minimo. Por outro lado, o nimero de elementos
nulos armazenados é o mesmo que para o algoritmo do grau minimo, pelo que neste exemplo o
uso do método do invélucro é preferivel. No entanto, em geral, o algoritmo do grau minimo é mais
eficiente na reducéo dos enchimentos.

Uma vez obtida a estrutura de dados da matriz permutada, as fases de Factorizacao e Solugao
teriam agora lugar. A primeira consiste na modificacao das componentes de DIAG e de ENV de
acordo com o método dos bordos discutido nesta seccao e a segunda consiste na resolugao dos
sistemas triangulares de acordo com os algoritmos 38 e 39 e no célculo do vector D™y, usando o
vector DIAG.

Antes de terminar esta seccdo gostariamos de salientar que a implementacao do método do
invélucro é bastante mais simples do que a do método do grau minimo. O método do invélucro tem
no entanto a desvantagem de nao reduzir tanto os enchimentos como o método do grau minimo.
Um dos meios de melhorar a prestagao do método do invélucro consiste numa escolha inteligente
do né inicial. Existem processos combinatérios que tém esse fim em vista, e aparecem descritos em
[George e Liu]. Uma boa implementagao desses processos aparece descrita nessa tltima referéncia.

7.2 Matrizes nao simétricas com pivots diagonais estaveis

Se A é uma matriz deste tipo (diagonalmente dominante, H, K) entao os pivots necessérios para
a obtencgao da decomposicao LU podem ser escolhidos nas diagonais das sucessivas matrizes re-
duzidas. Portanto é possivel obter a decomposicao LU da matriz A por um processo estatico, que
consiste das trés fases, Andlise, Factorizagdo e Solucdo. Dois casos podem acontecer, que serao
discutidos nesta secgao.

(i) Matrizes simétricas de posigao
A matriz A = [a;;] diz—se simétrica de posicao se
Qij 75 0< Qaj; # 0

Portanto qualquer matriz A simétrica de posicao tem associado um grafo nao orientado. Usando
a estrutura de adjacéncia deste grafo e os algoritmos do grau minimo ou RCM podemos encontrar
uma ordem para as linhas e colunas de A e construir a estrutura de dados da matriz permutada
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segundo essa ordem. Como A é uma matriz ndo simétrica, entdo os elementos abaixo e acima da
diagonal colocados simetricamente em relacao a diagonal tém valores reais normalmente diferentes.
Por isso a estrutura de dados da matriz permutada PT AP tem de armazenar os elementos nio
nulos acima e abaixo da diagonal e os correspondentes aos enchimentos. Assim, por exemplo,
suponhamos que apds o uso do algoritmo do grau minimo se obteve uma matriz permutada da
forma

ail a2 a14
a1 a2
PTAP = ass ass ase
a41 Q44 Q45
a53 As54 G55
ae3 ae6

o FILL = {(4,2), (6,5), (2,4), (5,6)}

Entéo a estrutura de dados para o processo de factorizagao tem a forma

DIAG = [an a2 azg au ass  des |
VALL = [ a1 ag1 0. as3 agz asg O. }
VALU = [ a2 ays 0. aszs asg ass O. }
INDA = [2 4 45 6 5 6]
PNTA = [1 3 4 6 7 8 8]

Neste esquema, os elementos abaixo da diagonal sao armazenados por colunas no vector VALL
e os elementos acima da diagonal sao armazenados por linhas usando o vector VALU. Para obter
as matrizes L e U da decomposicdo LU de PT AP, o método directo para matrizes ndo simétricas
é usado. Esse processo consiste em transformar os elementos dos vectores DIAG, VALL e VALU.
Estes vectores contém no fim do processo de Factorizagao os elementos reais nao nulos das matrizes
L e U, sendo L armazenada por colunas e U por linhas. O vector DIAG contém os elementos
diagonais da matriz U. O processo de Solugao consiste em resolver o sistema Ly = b, usando um
processo orientado por colunas, e o sistema Uz = y usando um processo orientado por linhas.

Consideremos agora a aplicacgdo do método do invélucro a matrizes deste tipo. Usando o
algoritmo RCM aplicado ao grafo ndo orientado da matriz A, obtém-se uma matriz permutada,
cuja estrutura de dados é a seguir construida. Assim, por exemplo, se a matriz permutada é dada
por

ail a2
a1 a2 a24
PTAP = 483
42 Q44 Q45 Q46
as54 Q55
Q64 ae6

entao a estrutura de dados para armazenar essa matriz tem a forma

DIAG = |
ENVR = | 0. ass ags 0. ]
ENVC = [a12 ass 0. ags agp 0.]
XENV = [1 1 2 2 4 5 7]

a1l azy G3s3 Q44 G55 Qeg |
42

Segundo este esquema de banda variavel os elementos do invélucro abaixo da diagonal sao
armazenados por linhas usando o vector ENVR e os elementos do invélucro acima da diagonal
sdo armazenados por colunas usando o vector ENVC. O método dos bordos para matrizes nao
simétricas é usado no processo de Factorizagao para obter as matrizes L e U da decomposicao LU
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da matriz PTAP. Esse processo consiste na modificacdo das componentes dos vectores DIAG,
ENVR e ENVC. No fim do processo, os elementos reais correspondentes ao invélucro da matriz
PT AP das matrizes L e U sdo armazenados nos vectores ENVR, ENVC e DIAG. De notar que
o vector DIAG contém os elementos diagonais de U. A fase de Solugao consiste em resolver o
sistema Ly = b, usando um processo orientado por linhas e o sistema Ux = y usando um processo
orientado por colunas.

(ii) Matrizes nao simétricas de posi¢ao

Se A é uma matriz nao simétrica de posicdo, entao o seu grafo associado é orientado e os algoritmos
de ordenacdo referidos anteriormente ndo podem ser usados. Contudo, a matriz A+ AT é simétrica
e um processo de efectuar a Fase de Anélise consiste em considerar o grafo associado a essa matriz
e usar um dos algoritmos do grau minimo ou RCM para obter uma ordem para a matriz A. A
estrutura de dados para a matriz A é construida como no caso anterior, com a pequena diferenca
de haver mais elementos nulos a armazenar e que correspondem as posigdes (¢,j) para as quais
ai;j =0 e aj # 0. Os processos de Factorizacao e Solucao sao semelhantes ao caso em que A é
nao simétrica com pivots diagonais estaveis mas simétrica de posicao.
Para ilustrar este caso, consideremos a matriz

a1l @13
a a a
A= 21 22 24
az2 as3z a34
Q44

onde, tal como anteriormente, os espacos em branco representam elementos nulos. A estrutura da
matriz A + AT tem a forma
1

A4 AT = :

*

4

* ¥ DN ¥
* W X% X

E evidente que ndo hé hipétese de melhorar alguma coisa, pois a matriz A+ AT é uma matriz
banda com todos os elementos da banda diferentes de zero. Portanto a ordem original é a melhor
e ha que armazenar todos os elementos nao nulos de A que correspondam aos elementos nao nulos
de A+ AT. Assim é necessirio armazenar a matriz

a1 0 a3

A | Q21 a2 0 ax
0 az2 aszz as
0 0 Q44

onde os elementos nulos sdo considerados como diferentes de zero. Usando, por exemplo, o esquema
de banda varidvel, A é armazenada na forma

DIAG = [ ail G2 Q33 G44 }
ENVR = [az 0. azp 0. 0. ]
ENVC = [ 0. a3 0. as ass }
XENV = [ 11 2 46 ]

O método dos bordos para matrizes nao simétricas seria agora usado na fase de Factorizagao
e a fase de Solugao é exactamente igual a referida no caso anterior de A ser simétrica de posicao.
O processo apresentado tem a vantagem de ser estético, isto é, da estrutura de dados ser
construida no fim da fase de Analise, o que torna bastante simples o processo de Factorizacao.
Contudo sé deve ser usado quando a matriz A for pouco simétrica de posigao, isto é, quando
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existirem poucos pares (4, j) tais que a;; = 0 e aj; # 0. Com efeito, se tal nao acontecer a estrutura
de dados tem de armazenar demasiados elementos nulos, tornando-se o espaco de armazenagem
bastante elevado. Isso é alids possivel de observar no exemplo apresentado, onde apenas 2 dos
4% = 16 elementos da matriz ndo foram armazenados e metade dos elementos nio diagonais
armazenados sao iguais a zero.

Podemos entao concluir que se uma matriz nao simétrica com pivots diagonais estaveis é
simétrica de posigao ou pouco nao simétrica de posigao, entao é possivel desenvolver um processo
estatico composto de trés fases: Andlise, Factorizagao e Solugao. Se a matriz é muito nao simétrica
de posigao, entao é conveniente usar um processo dinamico. Esse processo é discutido na préoxima
Secgao.

7.3 Matrizes nao simétricas com pivots diagonais instaveis

Seja A uma matriz que ndo admite pivots diagonais estaveis. Se A for densa, a escolha parcial de

. ) . . ~ k . o
pivot é recomendada e consiste em escolher na iteragao k o elemento aﬁk) que satisfaz o critério

|a£],z)| = max{|a§:)| :i 6 linha da matriz reduzida A} (7.19)
onde A®) ¢ a matriz definida por (7.7). Se A é uma matriz esparsa, entdo o processo de escolha
parcial de pivot é demasiado restritivo. Com efeito, normalmente apenas um elemento satisfaz
o critério (7.19) e se esse elemento pertence a uma linha com muitos elementos néo nulos, entéo
h& muitos enchimentos se ele for escolhido para pivot. Assim, por exemplo, se considerarmos a
matriz

1.0 3.0
20 12 20 20 3.0

A=| 015 0.01 (7.20)
1.5 0.1
1.1 01 1.0

entao, usando a escolha parcial de pivot, as; é o pivot da primeira iteracao e é facil de ver que a
matriz reduzida A é completamente cheia.

A estabilidade do processo de escolha parcial de pivot decorre do facto de o factor de cresci-
mento g4 ser limitado superiormente por 2"~ !, com n a ordem da matriz A. Este limite superior
para g4 foi obtido considerando que o tnico elemento da matriz reduzida A1 ¢ transformado
n — 1 vezes. Se A é uma matriz esparsa e o mesmo acontecer as sucessivas matrizes reduzidas,
entao a presenca de elementos nulos na linha e na coluna do pivot faz com que poucos elementos
sejam transformados em cada iteragao. Como consequéncia, o factor de crescimento é limitado
superiormente apenas por 2%, com « 0 numero maximo de vezes que um dado elemento da matriz
é transformado. Portanto, se « for muito pequeno, ndo hé grande problema em escolher o pivot
por um critério menos forte do que a escolha parcial de pivot e que permita que a escolha seja feita
tendo em linha de conta a preservacao da esparsidade da matriz. Esta é a filosofia da chamada
Escolha Limite de Pivot, que consiste em aceitar para pivot da iteracao k qualquer elemento ay;)
que satisfaca o seguinte critério

|a£]§)| > u|a§§)| para todas as linhas i da matriz A%
ou (7.21)
|a7(n]§)| > u|a£§)| para todas as colunas j da matriz A®*)

onde u €]0,1[ é o chamado pardmetro limite. Notar que se u = 1 ent@o obtém-se a escolha
parcial de pivot. Na prética, o valor u = 0.1, usado por exemplo na package MA28 [Duff et al],
é considerado bastante satisfatério e dé bastante liberdade para se escolher o pivot em termos
da esparsidade da matriz. Assim por exemplo na coluna 1 da matriz (7.20) todos os elementos &
excepgao de 0.15 podem ser escolhidos como pivots se considerarmos u = 0.1.
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A decomposi¢ao LU com escolha limite de pivot é um processo estavel, verificando-se a seguinte
desigualdade

ga < <1 + %)a (7.22)

onde u e «a foram definidos anteriormente. Tal como na escolha parcial de pivot, o valor de g4 é
normalmente muito inferior ao valor do segundo membro da desigualdade (7.22).

Como hd uma grande liberdade na escolha dos pivots, entdo ela pode ser feita em termos da
esparsidade da matriz, escolhendo-se para pivot aquele que, obedecendo ao critério (7.21) provoca
menos enchimentos. Um bom critério para este(ﬁ)m é o chamado Critério de Markowitz, que
k

S

consiste em considerar na iteragao k o elemento a,s’ que satisfaca

nl(r) - ne(s) = min{nl(i) - nc(y) : agf) é elemento de A%} (7.23)
onde nl(i) e nc(j) sdo respectivamente os niimeros de elementos nao nulos da linha ¢ e coluna j
da matriz reduzida A®) diferentes de agf).

A decomposicdo LU de uma matriz A ndo simétrica e com pivots nao estdveis na diagonal é
normalmente levada a cabo usando em cada iteragao k os critérios de escolha limite de pivot e
de Markowitz. Como as matrizes esparsas sdo armazenadas por colunas ou por linhas, entao as
colunas ou as linhas das sucessivas matrizes reduzidas sao investigadas para a procura de um tal
pivot. Para nao tornar essa pesquisa demasiado trabalhosa, normalmente apenas um subconjunto
de linhas ou colunas é considerado. Existem alguns processos de implementar essa escolha de um
modo mais ou menos eficiente, mas nao iremos discuti-los neste trabalho.

A titulo de exemplo, consideremos o sistema Ax = b, com

1 0 -1 0
2 -1 1 0 b=
0 -1 2 -1

-1 0 2 0

A:

= O N O

Na primeira iteracido todos os elementos nao nulos de A satisfazem o critério de escolha de limite
com u = 0.1. Além disso azs4 tem ndmero de Markowitz igual a zero, pois nr(3) = 2 e nc(4) = 0.
Entao ass4 pode ser escolhido como pivot. Para isso tem de ser colocado na posicao (1,1), o que
se faz por permutacao das colunas 1 e 4 e das linhas 1 e 3. Assim tem-se

-1 -1 2 0
0 -1 1 2
0 0 -1 1
0 0 2 -1

Pi3APy =

Esse elemento é usado como pivot e obtém-se a seguinte matriz

-1 | -1 2 0
B® = (PsAP)P =] 0 | -1 1 2
0o | 0 -1 1
0o | o0 2 -1

E de notar que essa matriz é exactamente igual & anterior, o que significa que nao foi efectuada
qualquer operacdo. Agora bg) tem numero de Markowitz igual a zero, pois nr(2) = 2 e nc(2) =0

(em relagdo ao Complemento de Schur). Portanto b§22) ¢ usado como pivot e obtém-se a mesma
matriz

-1 -1 | 2 0

0 -1 | 1 2

B® — (P13AP14)(3) - .
0o 0 | -1 1

o 0 | 2 -1



Nesta ultima iteracao todos os elementos satisfazem o critério limite de escolha de pivot e tém
ntmero de Markowitz igual a um. Entao bé‘? pode ser usado como pivot e obtém-se a matriz

-1 -1 2 0

@w_| 0 -1 12

(PrsAP1a)™ = 0 0 -1 1

0 0 -2 1

Donde

1 -1 -1 2 0
0 1 —1 1 2
L= 0 0 1 , U= — 1
0 0 -2 1 1

Portanto a decomposicdo LU da matriz A foi obtida com apenas duas operagdes, o que confirma a
reducao do nimero de operagoes quando a esparsidade da matriz é devidamente explorada. Para
resolver o sistema Ax = b tem-se

Ar=b & P13AP14(P14{E) = Pi3b

pois P1_41 = P14. Donde Az = b é equivalente a

T4 b3
| =t
I3 b1
X1 b4

Para obter a solugao do sistema, resolve-se primeiramente Ly = Pi3b, ou seja

1 Y1 0
0 1 Y2 o 2
00 1 [
00 -2 1| w 1
e tem-se
y=[0 2 0 1]
Finalmente tem de se resolver U(P14z) = y, isto é,
-1 -1 2 0 Ty 0
11 2| |m | |2
-1 1 T3 o 0
1 I 1

Donde 21 = 292 = x3 = x4 = 1 é a solugao do sistema dado.

Um ponto muito importante a salientar é que, contrariamente ao que sucedia nos casos an-
teriores, a fase de Andlise necessita em cada iteracdo dos valores numéricos dos elementos das
matrizes reduzidas. Por isso, em muitas implementagoes, as fases de Andlise e Factorizagdo sao
combinadas numa sé. No cédlculo das matrizes reduzidas ha normalmente enchimentos. Por isso a
estrutura de dados que armazena a matriz original tem de ser modificada de modo a armazenar
esses elementos. Dai dizermos que o processo de decomposicao da matriz é dinamico.

Na maior parte das implementagoes, a matriz A é armazenada, por linhas ou por colunas,
usando o esquema de colecgao de vectores que consiste nos vectores VALA, INDA e PNTA que
foram referidos anteriormente. Além disso é considerado um vector NZA em que NZA(k) repre-
senta o numero de elementos na linha ou coluna k de A. Para aplicar o critério de Markowitz, é
ainda necessario ter a informagdo do nimero de elementos ndo nulos em cada linha (se a matriz
estiver armazenada por colunas), ou nimero de elementos nao nulos em cada coluna (se a matriz
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estiver armazenada por linhas). Além disso, é necessédrio considerar um espago de armazenagem
bastante superior ao necessdrio para armazenar a matriz A, pois de outro modo os elementos cor-
respondentes aos enchimentos ndo poderiam ser armazenados. Como referimos atras, a estrutura
de dados é modificada sempre que ha enchimentos. Para ilustrar como a estrutura é modificada,
consideremos a matriz (7.20). Esta matriz pode ser armazenada por linhas da seguinte forma

VALA = [1. 3.]2 1.2 2 2 3.[015 001]15 01]11 01 1.]

INDA=[1 2[1 2 3 4 5[1 2[1 3]1 4 5]

PNTA=[1 3 8 10 12|

NZA=[2 5 2 2 3]

E f4cil de ver que as5 ¢ um dos elementos que satisfaz simultaneamente os critérios de Markowitz
e de escolha limite de pivot. Se escolhermos esse elemento para pivot, entdo ha a necessidade de
trocar duas linhas e duas colunas, modificando duas componentes nos vectores perml e permc
de nimeros inteiros correspondentes as permutacoes de linhas e colunas respectivamente. Além
disso, hd um enchimento na posicao (4,4). Como nao ha espaco para armazenar esse elemento,
os elementos correspondentes a essa linha 4 vao ser colocados no fim dos vectores VALA e INDA,
deixando trés espagos em branco nas posi¢oes onde essa linha estava armazenada. Os vectores
PNTA e NZA serao também modificados, e os elementos numéricos de VALA sdo transformados
de acordo com as regras da eliminagdo de Gauss. A estrutura de dados apds a primeira iteragao
terd a forma

linha4
[ []
VALA ‘1. 3.‘ -13 -1.2 2. 17 3.‘ 0.15 0.0l‘ ‘ 11 01 1| 04 01 1. -01
linha4
[ ]
INDA‘12‘12345‘1 2‘ ‘1451354
PNTA |1 3 8 16 13 NZA |2 5 2 4 3

De notar que os elementos da linha 4 ficam desordenados, pois o processo de eliminacao de
Gauss para matrizes esparsas baseia-se no algoritmo 28 para determinar adigoes algébricas de
vectores esparsos.

Em certos casos, os elementos referentes aos enchimentos podem ser armazenados imediata-
mente a seguir aos elementos da mesma linha ja armazenados. Tal acontece quando a linha é a
dltima ou quando ja hé espagos em branco na estrutura de dados que armazena a matriz. Assim,
no exemplo apresentado anteriormente, ha espago para qualquer enchimento que se dé na linha 3.
De notar que neste tltimo caso os elementos reais e correspondentes indices sao acrescentados nos
espagos em branco e o vector PNTA nao é modificado, sendo NZA modificado da mesma maneira
que anteriormente.

Se durante o processo de decomposi¢cdo houver muitos enchimentos pode acontecer que nao
haja mais espaco para colocar uma linha que tenha sido modificada. Neste caso, a estrutura de
dados é comprimida de modo a desaparecerem os espagos em branco que os vectores VALA e
INDA contém. Quando tal acontece o vector PNTA é também modificado, e apds essa operagao
ja ha espago suficiente para colocar a nova linha.

O processo de Andlise e Factorizacdo é baseado nas ideias que apresentdmos nesta seccao e
termina com a representacdo das matrizes triangulares da decomposigdo. O processo de Solugao
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consiste, como anteriormente, na resolucao de dois sistemas triangulares Ly = b e Uz = y, usando
essas estruturas de dados.

Como referimos no capitulo 5, a forma triangular por blocos pode ser altamente vantajosa para
a resolucao de sistemas de equacoes com matrizes esparsas. A construgao dessa forma triangular
consiste de duas fases, que apresentamos a seguir.

1. Encontrar matrizes de permutacao P e @) tais que PAQ tem uma diagonal sem zeros.
2. Encontrar uma matriz de permutacio P tal que PT(PAQ)P tem a forma pretendida.

Estas duas fases sao efectuadas usando algoritmos combinatérios. Em relacao a Fase 1, pode-
mos sempre associar a uma matriz A de ordem n um Digrafo G = (R, C, E), tal que os conjuntos
R e C de nds correspondem as linhas e colunas de A e

zi € Rx; € C{z,z;} € Eoay #0
Assim por exemplo a matriz

a1 ai2
a9y 24
A fr—
a33
42

tem associada um digrafo da forma

Se P e () sao matrizes de permutagao, entao os digrafos de A e PAQ tém a mesma estrutura
mas numeracoes diferentes para os nés. De acordo com a correspondéncia apresentada, a Fase
1 consiste em encontrar uma numeracao para os nés de R e de C' de modo a que exista sempre
uma aresta de i € R para j € C. Esse processo costuma-se denominar de “procura de uma
transversal” e existem algoritmos combinatérios para o efeito. De notar que no exemplo anterior
basta considerar a ordem (1,4,3,2) nos nés de C para obter o pretendido. Portanto a troca da
segunda e quarta colunas de A é suficiente para terminar a Fase 1.

Como a matriz PAQ tem todos os seus elementos diagonais diferentes de zero, podemos-lhe
associar um grafo orientado. Em termos de teoria de grafos, encontrar a forma triangular por blocos
consiste em encontrar as componentes fortemente conexas do grafo associado a matriz PAQ. Diz-se
que um grafo G é Fortemente Conexo se dois quaisquer nés u e v de G sdo mutuamente alcangaveis,
isto é, se existe sempre um caminho de u para v e outro de v para u. Uma Componente Fortemente
Conexa de um grafo G é um subgrafo que é fortemente conexo e que nao pode ser aumentado sem
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Figura 7.4: Uma matriz triangular por blocos e o grafo fortemente conexo que lhe estd associado.

perder essa propriedade. Na figura 7.4 apresentamos uma matriz triangular por blocos com dois
blocos diagonais, apresentando um grafo com duas componentes fortemente conexas.
Dada uma matriz A, encontrar uma matriz de permutacao P tal que PT AP é da forma

All A12 PR All

— _ A22 .« e AQ[
PTAP = T (7.24)

Ay

é equivalente a encontrar uma numeragao para os nés do seu grafo orientado G, tal que G possa ser
particionado em ! componentes fortemente conexas e arestas de ligagao entre essas componentes.
Tal como para a fase 1, existem algoritmos combinatérios que levam a cabo o pretendido, mas que
nao serao aqui apresentados.

Se uma matriz A for particionada na forma (7.24), entdo apenas as matrizes Ay, tém de ser
factorizadas, pois resolver o sistema Ax = b é equivalente a resolver [ sistemas com matrizes Ay,
com k =1,...,1. Os blocos nao diagonais apenas sao necessarios para multiplicagoes matriz por
vector. Essas matrizes Ay sao factorizadas usando os critérios de Markowitz e escolha limite de
pivot, se tiverem pivots diagonais instaveis.

Consideremos agora o caso de uma matriz ser ndo simétrica, e ndo simétrica de posi¢do mas
com pivots diagonais estdveis. Se A é redutivel, isto é, se se puder reduzir a forma triangular
por blocos, suponhamos que os blocos diagonais Ay, satisfazem essas pretensoes. Como os pivots
diagonais sdo estdveis, entdo as Fases de Anélise e Factorizagdo para A ou para cada um dos
blocos diagonais, consistem em usar em cada iteracao o Critério de Markowitz para escolha do
pivot diagonal.

Como vimos na secgdo 4.12 do capitulo 4, a resolucao de sistemas de equagdes lineares com
matrizes simétricas indefinidas utiliza uma escolha de pivot do tipo parcial e pivots de ordens 1 x 1
e 2 x 2 de modo a que a simetria seja mantida durante o processo de factorizagao. Se a matriz é
esparsa é possivel modificar o critério de escolha de pivot de modo a que esse elemento também
seja obtido segundo um critério que tenha em conta a preservagao da esparsidade da matriz. Esse
tipo de escolha e o critério de Markowitz (nr(k) = nc(k)) sdo normalmente usados no processo
de resoluc@o de sistemas de equagoes lineares com matrizes indefinidas, que é implementado de
acordo com as ideias explicadas nesta seccao. Uma implementacao desse processo é uma opgao do
programa MA2T7 referido anteriormente.
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7.4 Uso do Complemento de Schur

Em muitas aplicagoes o sistema de equacgoes lineares Ez = g a resolver pode ser decomposto na

forma
2 8]0 (8

com A € R™™"™, D ¢ R™™, z,b ¢ R", y,d € R™, m pequeno e n muito elevado. Além disso
A é muito esparsa e nao singular. Como A é néo singular, entdo podemos decompor a matriz do

sistema na forma N A =
B I, -1B
{c D}::[C Ln][ (EM)] (7.26)

com (E|A) o Complemento de Schur de A em E dado por
(E|A)=D-CA™'B (7.27)

e I, é a matriz identidade de ordem p. Como A é ndo singular e a matriz £ do sistema também
o0 é, entao pela Férmula de Schur o mesmo acontece ao Complemento de Schur (E|A). Portanto
o sistema (7.25) pode ser resolvido a partir de

A 0 z b
ERS I "2
e 41
I, A™'B x| |z
6 a3 ]=17) 729
Mas (7.28) é equivalente a
Az = b
{ C o~ d_cs (7.30)
Além disso (7.29) pode ser escrito na forma
Eld)y = g
(e = man
Tendo em conta as férmulas (7.30) e (7.31) podemos resolver o sistema (7.25) por
Az = b
y = d—Cz
Eldy = g
(Bl )g _ yBg (7.32)
Af = d
x = z—f

Este processo de resolver o sistema (7.25) requere a solugdo de dois sistemas com a matriz
A. Como A é esparsa e tem ordem elevada, entdo as técnicas discutidas neste capitulo podem
ser usadas para determinar a sua decomposi¢io LU (ou LDLT). No segundo sistema Af = d
essa decomposicao é usada, pelo que é apenas necessario resolver dois sistemas com matrizes
triangulares neste ultimo caso. Para completar a descrigao deste processo é importante descrever
como ¢é que o Complemento de Schur F' = (E|A) é calculado. Essa matriz é construida coluna a
coluna a partir do seguinte processo

Paraj=1,...,m
Av =B (7.33)
Ej = D.j —Cv
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Nome Origem
BCTKO06
BCTKO08
BCTKO09 Colecgao
BCTK11 Harwell-Boeing
BCTK14
RR1030
OOP110 Equacoes
OO0OP210 | de derivadas parciais

Tabela 7.1: Origens dos problemas-teste

Tabela 7.2: Experiéncia computacional para matrizes simétricas esparsas

Como a decomposi¢do LU de A é conhecida, é apenas necessério resolver 2m sistemas trian-
gulares e efectuar m multiplicagoes da matriz C' pelos m vectores v que sao solucoes dos sistemas
Av = Bj

Assim podemos concluir que o processo do Complemento de Schur necessita de uma Fase de
Andlise e Factorizacao da matriz A, (m + 2) fases de Solucao com A e da resolugao de um sistema
com o Complemento de Schur F = (E|A). E evidente que este processo s6 é recomendado se
m é pequeno, pois de outro modo envolveria um grande nimero de sistemas triangulares para
resolver. Como m é pequeno, entdo a matriz Complemento de Schur F' tem de ser armazenada
como densa. Com efeito, a resolucao de sistemas com matrizes densas é um procedimento bastante
mais rdapido do que o correspondente procedimento com matrizes esparsas. Além disso a matriz
F tem muitos poucos elementos nulos. Este processo do Complemento de Schur encontra uma
aplicagao importante na resolucao de um sistema cuja matriz é esparsa de ordem elevada, mas
contém algumas linhas quase densas (ou pelo menos com muitos elementos nao nulos). Nesse
caso efectuam-se permutacoes principais de modo a colocar essas linhas na parte final, isto é, a
constituir o bloco [C' D] da matriz do sistema (7.25).

7.5 Experiéncia computacional

Para terminar este capitulo apresentamos na tabela 7.2 a aplicacao dos métodos do invélucro
(algoritmo RCM) e do grau minimo (MA27) para a resolucao de sistemas de equagoes lineares
com matrizes simétricas positivas definidas de oito problemas de aplicacoes concretas, cujas origens
sao apresentadas na tabela 7.1.

Na tabela 7.2 usdmos as seguintes notagoes:

N: Ordem da matriz.

NZA: Numero de elementos nao nulos abaixo da diagonal.
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Involucro MA27
CPU CPU
N NZA |[ENV| AN | FACT |SOLV| RES ERR N2L AN |FACT |SOLV| RES ERR
BCTKO06 420 3720| 26624| 0.03| 0.67| 0.06 1E-05 8E-11| 11941| 0.13| 0.83| 0.03 9E-06 8E-11
BCTKO08 1074 5943| 407624 0.06| 89.07| 1.00 9E-05 1E-10| 30684| 2.37| 3.96| 0.12 1E-04 1E-10
BCTKO09 1083 8677| 355539| 0.06| 63.92| 0.84 3E-07 1E-12| 63979| 0.76| 5.93| 0.18 2E-07 9E-14
BCTK11 1473| 16384| 263102| 0.13| 30.83| 0.63 2E-06 7E-10| 52715| 0.44| 3.18| 0.15 1E-06 5E-10
BCTK14 1806| 30824| 410137| 0.22| 46.56| 0.96 7E-05 8E-11| 114263| 0.86| 12.34| 0.34 4E-05 8E-11
RR1030 1086| 10492| 117590/ 0.07| 5.59| 0.28 7E-08 1E-10| 23271| 0.25| 0.98| 0.07 5E-08 1E-11
OO0P110 1000 1890 18251| 0.02| 0.22| 0.04 2E-14 4E-15 8039| 0.21| 0.29| 0.04 1E-14 1E-15
0OO0P210 3000 5395 15012| 0.09| 0.17| 0.05 1E-14 7E-15| 16171 0.61| 0.64| 0.08 2E-14| 4E-16




|[ENV|: Dimensao do invélucro da matriz permutada (RCM).
NZL: Nuamero de elementos nao nulos da matriz L (MA27).
CPU: Tempo de CPU:

AN: Fase de Anélise;
FACT: Fase de Factorizagao;
SOLV: Fase de Solugéo.

RES: Norma do residuo, dada por
b — AZ[|o

em que T é a solucao obtida pelo método.

ERR: Norma do erro, dada por

17 — 27|
em que x* € a solugao exacta do sistema.

Os termos independentes b foram gerados por forma a que a solugao dos sistemas fosse o vector
e=[1,1,1,...,1]7, isto é, b = Ae.

Comparando os valores de |ENV| e NZL facilmente se conclui que, & excepgao do problema
OOP210, o espago de armazenagem para o método do involucro é bastante superior ao exigido no
algoritmo do grau minimo. Por isso nao é de estranhar que as fases de factorizagao e solucao do
método do grau minimo sejam em geral mais rapidas do que as do invélucro. Em certos casos as
diferencas s@ao mesmo bastante significativas.

Como vimos anteriormente, a fase de Anélise do método do invélucro é bastante mais simples
do que a do método do grau minimo. Essa maior simplicidade é confirmada pela leitura dos
tempos de execucao das Fases de Andlise dos dois processos onde o método do invélucro é sempre
mais rapido.

Nao se observam diferencas significativas nos valores dos residuos correspondentes as solugoes
obtidas pelos métodos do invélucro e do grau minimo. O algoritmo do grau minimo obtém solugoes
um pouco mais precisas (ERR é menor), sendo isso consequéncia de haver menos operagoes nesse
ultimo processo.

Exercicios

1. Considere a seguinte matriz

N OO O =
OO NN
SOOI O
OO~ O NO
|
=N O DNOO
= —_0 O O N

(a) Mostre que A ¢ SPD e determine um real g > 0 tal que B = A+ ul € SPD.

(b) Efectue a Fase de Andlise do algoritmo do grau minimo para a matriz B.

2. Considere a seguinte matriz

3.0 0.0 00 —-1.0 00 -0.2
0.0 —-4.1 1.0 1.0 0.0 1.2
0.0 —-1.0 1.4 0.0 0.2 0.0
1.0 1.0 0.0 4.0 0.0 0.0
0.0 0.0 -0.5 0.0 21 1.1
—-1.0 0.5 0.0 0.0 1.8 -3.0
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(a) Justifique se pode usar o algoritmo do grau minimo para a resolu¢do de um sistema
com essa matriz.

(b) Em caso afirmativo, efectue a Fase de Andlise desse algoritmo.

3. Efectue a Fase de Andlise do método do invélucro para as matrizes B e A dos exercicios
anteriores.

4. Considere a matriz

N

Il
O OO O =W
O O Ot
SO N O = —=O
— O o NO OO
O = kO N OO
OR R OO KR

|
WOOoO RO —=O

(a) Determine um valor de z tal que A € SPD.

(b) Efectue a Fase de Anélise do algoritmo do invélucro para esse valor de x, apresentando
a estrutura de dados que armazena a matriz permutada.

5. Desenvolva uma implementacao do algoritmo para a resolucao de um sistema triangular
Lx = b, com L armazenada segundo o esquema de banda variavel.

6. Desenvolva uma implementacio do algoritmo de decomposicio LDL”T de uma matriz simétrica
SPD usando o método do invélucro.

7. Desenvolva uma implementacao do algoritmo RCM usando uma lista de adjacéncia.

8. Desenvolva uma implementacao da Fase de Solugao do Algoritmo do Grau Minimo para a
resolucao de um sistema Az = b, com A uma matriz nao simétrica ndo singular simétrica de
posicao e diagonalmente dominante.

9. Considere as seguintes matrizes

30 0 2 0 2 0 -1 -1 0

-1 2 -1 0 0 0 1 0 0 1

A = 0 1 3 -1 -1, A= -1 0 2 1 0
0 0 0 4 0 0 -1 3 0

0 0 -1 0 3 0 0 -1 1 2

(a) Mostre que os pivots diagonais sao estaveis.
(b) Efectue a Fase de Andlise como matriz simétrica de posigao.
(c) Efectue a Fase de Anélise e a Fase de Factorizagdo sem assumir que as matrizes sdo

simétricas de posigao.

10. Considere a seguinte matriz

5 -1 1 -2 0 0
-1 30 01 0
-2 04 00 1

A= 1 00 I 1 -1

0 -1 0 36 1
0 0 4+ -1 2 4

(a) Mostre que o algoritmo do grau minimo pode ser aplicado na resolugdo de um sistema
com essa matriz.
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(b) Efectue a Fase de Andlise desse algoritmo, apresentando a estrutura de dados que
armazena a matriz permutada.

11. Resolva os seguintes sustemas:

(a)

1 +r3 —2x4 = 0
To —XT4 = 0
—r1 +2x9 ‘x4, = 2

—X2 +2z, = 1

(b)

X1 —XI3 = 0

261 —xo  +x3 = 2

—x9 +2x3 —x4 = 0

—T1 +2x3 = 1

considerando as suas matrizes como esparsas.

12. Considere a seguinte matriz

B —e 0
A= 1| €T 0 O
cC f D

com B uma matriz SPD de ordem n, e um vector positivo de dimensdo n, C € R™*",
f € R™, D uma matriz Hy de ordem m e 0 elementos, vectores ou matrizes nulas de ordens
apropriadas.

(a) Mostre que det(A) > 0.

(b) Diga como resolve um sistema com essa matriz quando m e n séo elevados.

13. Considere a matriz

I, L C
A= | -LT 0 0
0 -CcT B

com L uma matriz SDDy esparsa triangular inferior de ordem n, B uma matriz PD de
ordem 10, C uma matriz esparsa de ordem n x 10 e I,, a matriz identidade de ordem n.

(a) Diga como armazena as matrizes L, B e C.
(b) Mostre que det(A) > 0.

(¢) Indique como resolve um sistema com a matriz A sem ocorréncia de enchimentos.

14. Considere a matriz
In + PPT _CT E

A= C 0 F
0 0 D

com 0 matrizes nulas, I,, a matriz identidade de ordem n, p € R", C € R™*", £ € R"*",
F ¢ R™*" e D uma matriz P de ordem 7.

(a) Mostre que det(A) > 0.

(b) Mostre que
1

T
— ———p
1+pTp

(In +ppT)_1 =1,

(¢) Indique como resolve um sistema com a matriz A quando n e m sdo elevados e r é
pequeno.
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Capitulo 8

Métodos Iterativos para Sistemas
de Equacoes Lineares com
Matrizes Quadradas

Neste capitulo iremos analisar alguns dos métodos iterativos mais usados para resolver sistemas
de equagoes lineares. Comegaremos por introduzir os algoritmos bésicos, baseados nos métodos
de Jacobi e Gauss—Seidel. Seguidamente apresentaremos técnicas iterativas mais avancadas, como
os métodos dos gradientes conjugados e da particdo. A finalizar este capitulo serd analisado o uso
da técnica de precondicionamento na resolugao de sistemas de equagoes lineares.

8.1 Meétodos iterativos basicos
Consideremos o sistema de equagoes lineares
Axr=b

2

onde A € IR™*™ é uma matriz nio singular tal que a;; #0,i =1,...,n.

Os métodos iterativos que iremos estudar nesta sec¢ao tém a forma
e = gz®) 4 ¢ (8.1)
com z(® um vector de ordem n dado e d € R", H € R™*" tais que

Az =b<s zxz=Hzx+d (8.2)

Contrariamente aos métodos directos, os métodos iterativos ndo procuram obter uma solucao
exacta do sistema, mas geram uma sucessao de vectores z(*) cujo limite é uma solucao do sistema.
Por isso para qualquer método iterativo hé a necessidade de estabelecer condigbes que assegurem
a sua convergéncia. O teorema seguinte apresenta-nos uma condigdo necessaria e suficiente de
convergéncia da familia de algoritmos representada por (8.1).

Teorema 8.1 (Teorema Fundamental dos Métodos Iterativos) O algoritmo definido por
(8.1) converge para a solu¢iao do sistema Ax = b, qualquer que seja o vector inicial 2 se e
sd se p(H) <1, com p(H) o raio espectral de H.

174



Demonstracao: Seja z* a solucio exacta de Az = b. Se z(*+1) ¢ a solucdo aproximada desse
sistema obtida pelo método iterativo (8.1), entdo tem-se

2D g = He® 4 d — (Hz* + d) = H(z® — 2%)
Portanto também
) px = H(x(k_l) —z¥)
Logo
x(kJrl) — ot = H2(x(k71) ¥ =
HkJrl(x(O) . QC*)

Entao a sucessao {x(k)}k converge para a solugao do sistema se e sé se 1i]£n H* =0, o que, pelo

teorema 2.4, é equivalente a p(H) < 1.

Como referimos anteriormente, o método iterativo definido por (8.1) é um processo que vai
obtendo uma sucessao de vectores cujo limite é a solugdo do sistema. Como o limite de uma
sucessao nao pode ser usada num computador é necessario desenvolver Critérios de Paragem
que permitam terminar o algoritmo com uma aproximagao da solugao que satisfaca os nossos
objectivos. O préximo teorema di uma ajuda nesse sentido.

Teorema 8.2 Se ||H|| < 1 para qualquer norma matricial subordinada || - ||, entdo o algoritmo
definido por (8.1) converge para a solu¢io x* do sistema qualquer que seja o vector inicial (9.
Além disso para qualquer iteracdo k

. |[H]| k) _ . (k—1)
lz* — 2| < ||z = 2| (8.3)
1—[|H]|

Demonstragao: A primeira parte deste teorema é consequéncia de p(H) < ||H|| para qualquer
norma matricial subordinada e do teorema anterior. Em relacao & igualdade (8.3) tem-se

k+1) (k)

!t !t Hz® 4 d— (Hx(kfl) + d)

- H (x(m _ x(k—l))
Portanto para qualquer inteiro m positivo vem

petmt1) _ o (km) _ prme+l (x(k) _ x(k—l))

Além disso )

2 ) g = 5 (x(k+m+1) _ x(k+m))
m=0

bS]

para qualquer inteiro positivo p. Donde

p—1
la? 2O < 37 [fa® — 2D
m=0

IN

p—1
DO NH| W — 2t
m=0

[ H|| = [|H][*!

o — ath-1)
]
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Mas
lim zF*P) = z*
p—oo

e por ||H|| < 1, tem-se
lim ||H|[PT' =0
p—00

Entao aplicando limites na desigualdade anterior obtém-se a desigualdade (8.3).

Este teorema mostra que se pretendermos uma solucio aproximada z(*) de z* tal que
la®) — 27| < e
entao devemos parar o processo iterativo quando
29 — o®=D] < § (8.4)

com
s L-lHI
[H]]

Portanto (8.4) pode servir como Critério de Paragem do método iterativo. A escolha da
constante § nao é no entanto pacifica. Com efeito, § deve ser bastante pequeno principalmente
quando a norma de H tem um valor préoximo de um. No entanto um valor demasiado pequeno
para § podera fazer com que o algoritmo nunca termine, por a desigualdade ||z(*) — z*=1D|| < §
nao se verificar. Na prética, o erro relativo é usado em (8.4) em vez do absoluto. Por outro lado,
hé que ultrapassar os problemas decorrentes das solugoes com normas muito proximas de zero.
Dai o critério (8.4) ser substituido por

et — 26

LI ) 8.5
max(L e} = 59
A constante § tem um valor § = 107%, com ¢ um ntdmero inteiro positivo pequeno que é

escolhido pelo utilizador de acordo com os comentarios acima apresentados.

Tal como referimos em capitulos anteriores, a norma do residuo r*) = b — Az(*¥) é uma boa
medida para verificar se (®) é uma boa aproximacao da solucéo do sistema Az = b. Portanto um
outro Critério de Paragem a utilizar é

1P ® = 11b — AeP]| < 6 (8.6)

com ¢ uma quantidade pequena da forma § = 10™¢. Seguidamente iremos discutir o valor dessa
tolerancia. Se z* é a solugdo unica do sistema Ax = b, entao

x*—xwtzA”b—A—%uwth*(b-Aﬁ“):Af%w>
Donde
llz* — 2@ || < A7 [|r®)

e portanto se x* # 0 vem
[lz* — =W _ A7
* é *
||| |||

[17®]

Portanto a verificacao do Critério de Paragem (8.6) implica que

l* — @ _ [lA7Y]
* < *
[l (|||

176



Se [|A!| é pequeno, um valor de 4 relativamente elevado (§ > ,/eas) fornecerd uma boa
aproximagao da solugao do sistema. Contudo se ||[A7!|| é elevado, entdo § tem de ser bastante
pequeno para que a solucdo z(®) obtida pelo método seja uma boa aproximacao da solucio do
sistema. No entanto, um valor muito pequeno para § poderd implicar que o Critério de Paragem
(8.6) nunca se verifique e o algoritmo nunca termine. Se recordarmos que

cond(A) = [|A]| [[A~|

entao facilmente concluimos que os métodos iterativos tém dificuldades em terminar com uma boa
aproximagado da solu¢do do sistema Az = b quando A é uma matriz mal condicionada. KEssa é
alids uma das grandes desvantagens dos métodos iterativos.

A eficiéncia de um método iterativo depende do nimero de iteragoes k necessarias para a
obtengao de uma solugdo aproximada. Se z* é a solucdo exacta do sistema, entdo tem-se

lla® —a*|| < [|H]||*||2© — 2]

para uma qualquer norma vectorial e uma qualquer norma matricial que com ela seja compativel.
Como p(H) < ||H]||, podemos escrever

* k *
[la®) — 2| = [p(H)])" [« — ™|
Suponhamos agora que ||2(?)|| = 0. Entdo tem-se

|z ®) — 2| k
Tl ~ [p(H)]

Deste modo, se quisermos obter uma aproximacio z(*) de z* com um erro relativo inferior a
107¢, o ntimero k de iteracoes a efectuar tera que satisfazer a

[p(H)]" < 107

ou seja
t

¥ 2 logag p(H)

Da férmula anterior conclui-se que o nimero de iteragoes aumenta quando p(H) percorre o
intervalo aberto 0, 1[, sendo bastante elevado para matrizes H cujo raio espectral seja préximo de
1. Portanto nos métodos iterativos a matriz H deve ter raio espectral ndo sé menor que um (para
que o método seja convergente) mas também o menor possivel (para ter a maxima eficiéncia).
Além disso o numero de iteragoes cresce com o aumento da precisdo ¢t da solugdo a obter pelo
algoritmo.

O desenvolvimento de métodos iterativos para a resolugao de sistemas de equagOes lineares
reside na determinagao de matrizes H que satisfagam a equivaléncia (8.3) e cujo raio espectral (ou
a norma) seja menor que um. O processo mais frequentemente usado para determinar H consiste
em decompor a matriz A do sistema Ax = b numa diferenga de duas matrizes B e C tais que

A=B-C (8.7)
com B nao singular. Se tal acontecer, entao podemos escrever o sistema na forma

r=B'Cz+ B (8.8)
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e portanto
H=B"'C (8.9)

O método iterativo é convergente se p(B~1C) < 1 e isso s6 é possivel para determinadas
escolhas das matrizes B e C. Em termos computacionais, a matriz B devera ser escolhida de
modo a que a sua inversa seja facilmente calculavel. Nesta secgao iremos apresentar dois processos
que corresponderao a matrizes H que satisfazem (8.9), diferindo apenas na escolha das matrizes
B e C que aparecem em (8.7).

O primeiro processo é conhecido por Método de Jacobi, e baseia-se na seguinte escolha:

a1
a22
B =D =diag(A) = . (8.10)
ann
0 a2 ... Q1n
a21 0 ... Q2p
c=-| T . S | =L+U (8.11)
an1 ap2 ... 0
com
0 0 ai12 ce.o Q1n
asy 0 0 N ¢ X )
L=- i ) ) , U=-— ) i (8.12)
Gnl  An2 0 0
Portanto
25D = DY (L + U)z™ + D1 (8.13)
ou
1 n
k+1 k .
mg ):G_n‘ bi—;aijm§) ,i1=1,2,...,n (8.14)
i
Por outro lado no Método de Gauss-Seidel tem-se
B=D-L, C=U
com L e U dadas por (8.12) e portanto
2 ) = (D - L)"'Uz™ + (D - L)' (8.15)
ou
1 1—1 n
x§k+1) =—|b; — Zaijxgkﬂ) — Z aijxgk) , i=1,....n (8.16)
Qij , L~
j=1 j=i+1

Como vimos anteriormente, a eficiéncia de um método iterativo da forma (8.1) é tanto maior
quanto menor for o valor do raio espectral p(H) da matriz H. Uma prética corrente consiste em
introduzir um parametro positivo w nos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel de modo a que o raio
espectral da matriz H, dos métodos resultantes seja menor que os raios espectrais das matrizes
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Algoritmo 41
Para k=1,2,...

Parai=1,...,n

k1) 1 - (k)
z, = a_” bl—Z::a”xj

j=1
J#i

mgkﬂ) = wigkﬂ) +(1- w)a:l(.k)

Figura 8.1: Método JOR

H correspondentes aos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. Assim se obtém os chamados Métodos
JOR e SOR, que tém as formas apresentadas respectivamente nas figuras 8.1 e 8.2.

Portanto nestes dois métodos a solugao obtida pelo método de Jacobi ou de Gauss-Seidel é
corrigida usando um parametro w > 0. Quando w = 1, nenhuma correcgao tem lugar e os processos
JOR e SOR reduzem-se aos algoritmos de Jacobi e Gauss-Seidel respectivamente. De entre estes
dois processos, o método JOR sé pontualmente tem merecido algum destaque, pelo que neste
capitulo apenas iremos estudar o método SOR.

A convergéncia e a eficiéncia do método SOR dependem do valor do parametro w que é fornecido
pelo utilizador. Seguidamente iremos demonstrar que w tem de pertencer a um determinado
intervalo real para se poder garantir convergéncia. As relagoes expressas no algoritmo 42 podem-
se escrever na forma

i—1 n
a”mz(‘kﬂ) +“’Zaijx§'k+l) =(1- w)am‘ﬂ?gk) —w Z aijxﬁ-k) +twb;, i=1,...,n
j=1 j=i+1

Se D, L e U forem as matrizes definidas por (8.11) e (8.12), entdo podemos escrever as n
igualdades anteriores na forma

Dz**+Y — yLz*+) = (1 — w)D2® + U™ + wb

ou ainda
Y = 7 2® 4+ (D —wL)™ (8.17)

com

H, = (D —wL) ' [(1 -w)D + wU] (8.18)

E evidente que H; é a matriz correspondente ao método de Gauss-Seidel. O método SOR é
convergente para a solugao do sistema Az = b independentemente do vector inicial escolhido se e
s6 se p(Hy) < 1. Mas

det(H,) = [det(D)] " (1 — w)"det(D) = (1 — w)™

179



Algoritmo 42

Para k=1,2,...
Parai=1,...,n
1 i—1 n
—(k+1) _ (k+1) (k)
T = b Y aa Y = Y aya)
" j=1 j=it+1
mgkﬂ) = wigkﬂ) +(1- w)a:l(.k)
Figura 8.2: Método SOR
Se A\;, i=1,...,n s@o os valores préprios de H,,, entao
[1—w|® = |det(Hy,)| = |A1-.-An| = |A1] - | An]
Donde

p(Hy) = max |Ai] 2w — 1

Portanto p(H,) < 1 implica w €]0,2[. Podemos deste modo enunciar a seguinte condigado ne-
cessaria para a convergéncia do método SOR:

Teorema 8.3 Se o método SOR converge para a solucao do sistema Ax = b qualquer que seja o
vector inicial x(o), entao 0 < w < 2.

A convergéncia do método SOR para w €]0,2[ e do método de Jacobi estd relacionada com a
classe a que pertence a matriz do sistema. Esta questao ird ser analisada seguidamente.
8.2 Convergéncia dos métodos iterativos basicos
Teorema 8.4 Seja A= M — N com M e A ndo singulares e H = M~'N > 0. Entdo
p(H) <1< AN >0

Além disso, tem-se

p(A~'N)
Hy=-"22 /) 1
p(H) T+ p(ATN) (8.19)
Demonstragao: [=]Se A=M — N e H= M~'N, entdo
AN = (M=N)y'N=[MI-M"'N)]"'N
= (I-MI'N)'M'N=(1I-H)'H (8.20)
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com I a matriz identidade. Se p(H) < 1, entao dos teoremas 2.3 e 2.4 e de (8.20) vem

ATIN=>"H">0
k=1
ficando assim demonstrada a implicacdo [=].
[«] Seja A7IN > 0. Como H > 0, entdio pelo teorema 2.2 existe 0 # x > 0 tal que Hx =

p(H)xz. Mas de (8.20) vem
0<A'Nz=(I-H)'Hz (8.21)

(I-Hx=x—Hx=xz—p(H)x=(1—-p(H))x

ou ainda 1
(I-H)'z= 1—7P(H)x
Portanto, de (8.21) vem
ANz = (I-H)'Hx=p(H)(I—-H) 'z
ﬂx >0 (8.22)

1—p(H) —

Como 0 # x > 0, entdo p(H) < 1, o que demonstra a implicagao [<].
Para demonstrar a igualdade (8.19), notemos que (8.22) implica que

p(H)
1—p(H)
é valor préprio de A~ N. Portanto
H)
ATIN) > il
ou seja
p(A~IN)
< ———— 2
plH) < T8 (3.23)

Por outro lado, como AN > 0, existe 0 # y > 0 tal que
A™'Ny = p(A™'N)y

Mas
H=M'N=(A+N)"'N=(AI+A'N)) 'N=(I+A"'N)'4A"'N

e portanto fazendo como em (8.22) vem

_ -1 g1, PLATIN)
Hy=(I+A"'N)""A Nyil—i—p(A—lN)y'
Donde (4 1N)
(A
—_—

o0 que, conjuntamente com (8.23), estabelece a igualdade (8.19).
Na teoria da convergéncia dos métodos iterativos o conceito de parti¢ao regular tem um papel
fundamental.

Definicao 8.1 Dada uma matriz A ndo singular, A= M — N € uma Particio Regular se

A=M—-N, M~ t>0, N>0
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Como consequéncia do teorema anterior e da definicao apresentada podemos estabelecer o
seguinte teorema:

Teorema 8.5 Se A = M — N ¢é uma particio reqular, entao as sequintes propriedades sio equi-
valentes:

1. A~1>0.
2. AN > 0.

p(A"'N)

=——-x<1 H=M"'N.
1+ p(A-1N) < 1 com

3. p(H)

Demonstragao: Se A = M — N é uma particio regular, entdio H = M~'N > 0e 2. < 3.
pelo teorema anterior. Além disso, como N > 0, entao 1. = 2.. Para completar a demonstragao
do teorema basta provar que 3. = 1.. Mas se

p(H) = p(M™'N) <1

entao
AN = (M=N)'=(MI-M'N) = -H) M
= Y HMT'>0
k=0

pois H > 0e M~! > 0. Portanto 1. é verdadeiro e isso prova o teorema.

Por este teorema, se A = M — N é uma particdo regular de A e A=' > 0, entdo o método
iterativo
2D = MINg® 4 M (8.24)

converge para a solugdo do sistema Az = b. O préximo teorema investiga a rapidez de convergéncia
de um tal processo.

Teorema 8.6 Scja A~ >0 e A= M, — N; = My — Ny duas particoes requlares com No < Nj.
Se Hy = M;'Ny e Hy = My ' Ny, entio p(Hy) < p(Hy) < 1.

Demonstragao: Como A™!' >0e A= M; — Ny = My — N, sdo particdes regulares, entdo
para Hy = Mlel >0e Hy = M{lNg > 0 tem-se

p(A~'Ny)

p(Hy) = T4 p(A TNy’ p(Hz)

p(A~'Ny)

T 1+ p(ATN,) (8.25)

Além disso A™' > 0 e Ny < N;. Portanto A7'Ny < A~'N;. Como A~'Ny > 0, entdo pelo
teorema, 2.5 vem

0 < p(A7 Ny) < p(A™1NNy) (8.26)

Mas a funcao

fram ]

é crescente para « > 0 e portanto de (8.25) e (8.26) obtém-se a desigualdade pretendida.

Os teoremas demonstrados nesta secgao sao fundamentais para o estudo da convergéncia dos
métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR, quando a matriz A pertence as classes K e H.
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(i) Matrizes K e H

Consideremos primeiramente o caso em que A € K. Sejam J e H, as matrizes correspondentes
aos métodos de Jacobi e SOR respectivamente, isto é

J = D YL+U)
(8.27)
H, = (D—-wL) ' [(1-w)D+uwl]
com L, D e U dadas por (8.10) e (8.11). E entdo possivel provar o seguinte teorema:
Teorema 8.7 Se A € K, entdo
1. p(J)<1lep(H,) <1para0<w<1.
2. p(Hy) <1—w+wp(J) para 0 < w < 1.
Demonstragao:
1. Se Ae Kentdao L+ U >0e D~! > 0. Portanto
A=D—-(L+70U)
¢é uma particdo regular. Além disso A~! > 0 pelo teorema 3.27. Portanto, pelo teorema 8.5,
p(J) < 1.
Para 0 < w < 1, podemos escrever

A:l

;(D —wl)— % [(1—-w)D + wU] (8.28)

M N

Mas N > 0e M € K, o que implica que M~ > 0, pelo teorema 3.27. Portanto (8.28) é
uma particao regular e como A~ > 0, tem-se

p(Hy) = p(M~'N) <1
2. Como 0 < w < 1, entao H, > 0 e pelo teorema 2.2 existe 0 # z > 0 tal que
H,x = p(H,)x (8.29)

Seja A = p(H,, ). Entao (8.29) pode ser escrita na forma
[(1—-w)D+wU]x = AD —wL]z
ou ainda
WAL+ U)r=A+w—1)Dx

Donde
Adtw-—1
—=

w
e portanto % é valor préprio da matriz D~Y(AL + U). Mas 0 < XA < 1 e portanto
AL+ U < L+ U, o que implica que

0<D'A\L+U)<DNL+U)=J

D'AL+U)x = (8.30)

Entao, pelo teorema 2.5, tem-se
p (DY AL+U)) < p(J) (8.31)
De (8.30) e (8.31) vem

Atw-—1
< p(J)

ouseja, A <1—w+wp(J). Como \ = p(H,), o resultado pretendido estd provado.
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O préoximo teorema compara a rapidez de convergéncia dos métodos de Jacobi, Gauss—Seidel
e SOR para 0 < w < 1.

Teorema 8.8 Se A € K, entdo
p(H1) < p(J) < 1.

2. Se 0 <wy <ws <1, entao
p(Hu,) < p(Huy) <1

Demonstragao:
1. E consequéncia imediata do teorema anterior.

2. Considerando a particao regular definida por (8.28), entao

Como a fungido

é decrescente em ]0,1], entdo 0 < w1 < wg < 1, vem N, < N,,. Entao, pelo teorema 8.6,
tem-se p(H.,,) < p(H..,).

Devido a este teorema, o método de Gauss—Seidel é preferivel ao método de Jacobi e ao método
SOR quando 0 < w < 1. Portanto o método de Jacobi e o método SOR com 0 < w < 1 néo sao
normalmente usados quando A € K. Por outro lado, p(H,) é uma funcdo continua de w, pois
para 0 < w < 2, H, existe sempre e p(H,) pode ser calculado. Como p(H,) é decrescente para
0 <w < 1, entdo existe o > 1 tal que p(H,) < 1 para0 < w < a e para 1 < w < a 0 método SOR
pode ser mais eficiente que o método de Gauss-Seidel. O proximo teorema determina um valor
para a.

Teorema 8.9 Se A € K, entdo
p(Hy) <w—-14wp(J) <1

para

l<w< ——
ST ()

Demonstragao: Consideremos a particio (8.28). Entdo H, = M !N é uma matriz nao
positiva. Seja

N =~[(w-1)D+wU]

1
w
e H, = M~'N. Entdo H, > 0 e |H,| = H,,. Mas pelo teorema 2.2 existe um vector z > 0 tal
que

H,x =Mz
com \ = p(H,). Donde
AMD—-wl)z=[(w-1)D4+wlU]x

ou seja
A4+1—-w
=—72x

“HU + AL)x -
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Portanto 2+1=¢ & valor préprio de D~ (U + AL) e deste modo

A+1—w
w
Mas, se A > 1, entdo U+ AL < AU + L) e

<p(D"HU+AL)) (8.32)

D YU +AL) <AD N U+ L) = AJ

Entao pelo teorema 2.5 vem
A+1-—
Atl-w Ao(J)
w

Donde

14+ A 2
w > >
L+ 2p(J) — 14 p(J)
pois a funcao
14+«

f504’—’m7

0<p<1
é crescente. Mas, por hipotese,
2
w< —
L+ p(J)
e portanto A < 1. Donde

p(D™(U +AL)) < p(J)

e substituindo em (8.32) obtém-se
A< (@ 1) +wpl)

Além disso, para 0 < w < tem-se

2
1+p(J)?
A< wl+p(]) -1

2
m(1+P(J)) —1=1

Como |H,| = H,, entdo, pelo teorema 2.5, p(H,,) < X e isso demonstra o teorema.

Dos teoremas 8.7 e 8.9 podemos concluir que, se A € K, entao

p(H,) <1 para 0 <w <

1+ p(J) (8.33)
p(H.) < |w — 1] +wp(J)

Além disso o método de Jacobi é menos eficiente que o método de Gauss-Seidel (w = 1). O
método SOR s6 deve ser usado no caso de w > 1. A ndo ser em casos muito especiais nao é
possivel determinar o valor de w para o qual o método SOR é mais eficiente. Contudo, sabemos
que em principio esse valor pertence ao intervalo [1, #(J)[ E dizemos em principio porque a
condicao apresentada no teorema anterior é suficiente , e como sabemos w pode variar no intervalo

10, 2[. Alids, é possivel encontrar matrizes K para as quais o método SOR converge com w > #(J)

Seguidamente estudamos o caso em que A € H. Como vimos anteriormente, a matriz A é H
se a matriz companheira M(A) é K. Consideremos o sistema

M(A)z =b (8.34)
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Como M (A) € K, entao, por (8.33) tem-se

i 2
) <1 0 _
plHu) <1 para 0 <w <=7 (8.35)

p(J) <1 e p(Hy) < |w— 1] +wp(J)

onde J e H,, sdo respectivamente as matrizes dos métodos de Jacobi e SOR para a resolucio
do sistema (8.34). Se J e H, forem respectivamente as matrizes dos métodos de Jacobi e SOR
associadas & matriz A, entao tem-se

|| =J, | He| = H,
e tendo em conta o teorema 2.5 e as férmulas (8.35) podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 8.10 Se A € H, entdo
1. p(J) < 1.

2. p(Hy) < |lw—=1+wp(|J]) <1 para 0 < w < ﬁw

Como as matrizes estritamente diagonalmente dominantes por linhas e por colunas sdo matrizes
H, entao o teorema 8.10 é também valido para essas classes de matrizes.

Podemos assim afirmar que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sdo convergentes quando
A € H, e portanto quando A é estritamente diagonalmente dominante. O método SOR converge
quando w €]0, #(J) [, podendo convergir fora desse intervalo para valores superiores ou iguais ao
extremo superior do intervalo e inferiores a 2. Em relacao a eficiéncia do método SOR, nao existem
em geral resultados comparativos, mas, tal como nas matrizes K, a experiéncia tem mostrado que
valores de w > 1 d&ao normalmente lugar a um menor nimero de iteragoes. Além disso o método
de Jacobi é usualmente mais lento que o método SOR.

(ii) Matrizes simétricas positivas definidas

Na sequéncia deste estudo sobre a convergéncia dos métodos iterativos vamos agora analisar o
caso em que A € SPD. Para isso, precisamos do seguinte resultado:

Teorema 8.11 Se A € SPD e H ¢ uma matriz tal que A— HT AH € SPD, entdo p(H) < 1.

Demonstragao: Seja A um valor préprio qualquer de H e provemos que |A| < 1. Suponhamos
que u é o vector proprio de H correspondente ao valor proprio A. Entdo, atendendo a que A —
HTAH € SPD, vem

u? Au —uT"HY AHu
u” Au — (Hu)" A(Hu)
= ulAu— )T AQOw)
[1— AP u"Au>0

uT(A— HT" AH)u

Como A € SPD e u # 0, entdo u” Au > 0 e portanto [A\|? < 1, ou seja, |A| < 1.

Na andlise da convergéncia dos métodos iterativos bdsicos, o conceito de particao P-regular
desempenha um papel fundamental. Esse conceito é introduzido a seguir.
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Definicao 8.2 Diz-se que A= M — N ¢é uma Particio P-Regular se M + N € PD.

O préximo teorema mostra que, se A € SPD e A = M — N é uma partigao P-regular, entao o
método
*HD = M INe®) 4 A1

é convergente.
Teorema 8.12 Se A € SPD e A= M — N ¢é uma particao P-reqular, entao
p(M™IN) <1
Demonstragao: Devido ao teorema 8.11, basta provar que
Q=A— (M 'N)TAM~'N) € SPD
Como M~'N =M-Y(M — A) =1— M~1A, entdo
Q = A-(M*NTAMIN)=A— (T -MTATAI - M 1A)
= A-[A-(M'ATA+ (M TATAMTA) — A(MA)]
= (M*ATA—(MTATAMTA) + A(MA)
= ATMTA+ AM'A— (M*ATAMA)
= ATMTMM A+ AM " TMT"M'A— (M*A)TAM ' A)
= (M'AT [M+M" - A (M'A)

Como M~1A é ndo singular, entdao (M ~1A)z # 0 para qualquer vector x # 0 e portanto
2TQr =yT (M + M7 — A)y, com y = (M~*A)x # 0. Mas

y" (M +M" — Ay =y" (M" + N)y

e portanto tem de se provar que y? (M7 + N)y > 0 para qualquer vector y # 0.
Como A = M — N é uma particio P-regular, entdo M + N € PD e portanto y* (M + N)y > 0,
ou seja,
y" My > —y" Ny
Mas
y" My = (y" My)" =y" My
e substituindo na desigualdade anterior, vem
y"MTy > —y" Ny
ou ainda
y"(MT +N)yy>0

o que estabelece o resultado pretendido.

Como consequéncia deste teorema podemos estudar as convergéncias dos métodos de Jacobi e
SOR para matrizes SPD. Em relagao ao primeiro método pode-se estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 8.13 Se A € SPD e (2D — A) € SPD, entao p(J) < 1.

Demonstragao: Como

A=_D —(D-A)
~ ——
M N
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M+N=D+D-A=2D-A

entao o resultado é uma consequéncia imediata do teorema anterior.

Contrariamente ao que se passa com as outras classes de matrizes aqui estudadas, o método
de Jacobi nem sempre converge quando A € SPD. Por outro lado, o método SOR converge para
todo o valor de w pertencente ao intervalo |0, 2], conforme mostra o seguinte teorema:

Teorema 8.14 Se A € SPD ¢ 0 < w < 2, entdo p(H,) < 1.

Demonstragao: Se A € SPD, entdo A é simétrica e portanto U = LT e a particio (8.28)
tem a forma

A= é(D—wL)—% [(1-w)D+wL"]

M N

e H, = M~'N. Para estabelecer o resultado temos apenas que provar que a particio anterior é
P-regular, isto é, que M + N € PD. Mas

M+N==[2-w)D—-wlL-L")]

€l

e portanto, para qualquer = # 0,

2T (M + N)z = L

~(2—-w)z" Dz — wa™ (L — L")z
w

Por outro lado,
e (L - LN)r =a2"Le — 2" LT2 = 2" Lo — (J:TLTJ:)T =a2'Le—2"Le =0

Portanto 1
et Mz = 5(2 —w)z' Dz >0

pois D é uma matriz diagonal de elementos diagonais positivos.

Por este teorema, o método SOR é convergente em todo o intervalo w €]0, 2] quando A € SPD.
Tal como para as outras classes de matrizes, a nao ser em casos muito especiais, nao é conhecido
teoricamente um valor éptimo para o parametro w. A experiéncia tem mostrado que valores de w
maiores do que um conduzem normalmente a um menor nimero de iteragoes.

E ainda de notar que o teorema anterior mostra que os resultados obtidos para as matrizes
K e diagonalmente dominantes em que o método SOR converge sdo apenas condigdes suficientes.
Com efeito, se A € K ou A € Hy (SCDD,) e é simétrica, entdo A € SPD e portanto w pode ser
superior aos valores referidos nos teoremas 8.9 e 8.10.

8.3 Caracteristicas dos métodos iterativos basicos

Nesta secc¢ao iremos abordar os problemas da implementagao e da utilidade dos métodos discutidos
nas duas seccbes anteriores tanto para matrizes densas como para matrizes esparsas.

Se a matriz A do sistema é densa, entao o espaco de armazenagem total para a implementacao
do método SOR (em particular para o método de Gauss-Seidel) é de n? + 2n. Com efeito, a
matriz A necessita de n? elementos para ser armazenada, enquanto que os vectores b e %) sio
armazenados como vectores densos de ordem n.
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Se A é esparsa, entao pode ser armazenada usando um esquema de coleccao de vectores.
Se A tiver estrutura de banda ou tiver um invélucro relativamente pequeno, entao poder-se-a
tirar partido disso optando por esquemas de banda e banda variavel respectivamente. De notar
que o método de Jacobi requer adicionalmente a armazenagem de um vector denso, pois hé que
considerar em cada iteracio k a armazenagem dos vectores z(F) e (A1)

Os métodos iterativos tém suscitado grande interesse devido a simplicidade das suas imple-
mentagoes tanto no caso denso como no caso esparso. Com efeito, o algoritmo 38 é muito facil de
implementar se a matriz A é densa. Isso também acontece no caso de A ser uma matriz esparsa
nao simétrica, se se usar um esquema de coleccao de vectores orientado por linhas. Assim, por
exemplo, se A estd armazenada por linhas usando os vectores DIAGA, VALA, INDA e PNTA
cujos significados foram explicados no capitulo 6, entao a implementacao do algoritmo SOR tem
a forma apresentada na figura 8.3, onde se incluiu o critério de paragem(8.5) com a norma || - ||co-

Algoritmo 43
Seja X um vector inicial, € uma tolerancia para zero e ERRO um ntimero maior que €.

Enquanto ERRO > ¢ faca

ERRO =0
NORMAX =0
Parat=1,...,n

INICIO = PNTA(37)
FIM = PNTA(i +1) — 1
Se INICIO < FIM faga
SOMA = b(i)
Para k = INICIO, . .., FIM
| SOMA = SOMA — VALA(k) x X (INDA(k))
SOMA = SOMA /DIAGA (i)
aux = w X SOMA + (1 —w) x X (i)
Se |aux| > NORMAX , faga NORMAX = |aux]|
Se |aux — X (7)| > ERRO, faca ERRO = |aux — X (7)|
X (i) = aux

aux =1
Se NORMAX > 1, faga aux = NORMAX
ERRO = ERRO/aux

Figura 8.3: Implementagdo do método SOR
Considere-se agora o caso de A ser uma matriz esparsa SPD. Como vimos anteriormente,

apenas a diagonal e a parte abaixo da diagonal sao armazenadas, pelo que o método SOR tem de
ser implementado numa forma que nao seja baseada no algoritmo 43. Mas de (8.18) tem-se

(D —wL)z" ! = wb+ (1 — w)Dz® + WL z®)
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Portanto a determinacao do vector x na iteragao k é feita resolvendo um sistema triangular
com a matriz (D —wL). O termo independente desse sistema ¢ fécil de obter usando a estrutura
de dados que armazena A, o vector z(%) da iteracio anterior e um algoritmo para o produto de
uma matriz esparsa por um vector denso. Note-se que se A estd armazenada por linhas, entao
LT 2(*) deve ser calculado por um processo orientado por colunas e o sistema triangular é resolvido
por linhas. Os processos para cumprir esses objectivos foram descritos no capitulo 6, pelo que a
implementagao é deixada como exercicio.

Se A é uma matriz densa de ordem n, entdo cada iteracdo dos métodos de Jacobi e Gauss-
Seidel requer n? operacdes, enquanto que sdo necessarias n(n + 2) operacdes para o algoritmo
SOR. Podemos entdo dizer que os métodos iterativos requerem um ntumero de operagoes inferior
aos métodos directos se tiverem que efectuar um nimero de iteragoes inferior ou igual a %n ( %n
no caso simétrico).

Se a matriz A é esparsa com 7) elementos nao nulos, entao os métodos de Jacobi e de Gauss-
Seidel requerem 7 + n operagoes por iteracao, necessitando o método SOR de efectuar n + 3n
operagoes por iteragao.

Em qualquer método iterativo o nimero de iteracoes a efectuar cresce com o grau de precisao
desejada para a solucao do sistema. Além disso, o niimero de iteragoes a efectuar depende também
da norma de ||2° — 2*||, com 2° o vector inicial e z* a solugdo do sistema.

As consideragoes apresentadas nesta secgao permitem-nos concluir sobre a maior ou menor
utilidade dos métodos iterativos em relacao aos métodos directos. Assim, se a matriz A é densa de
dimensao pequena, entao os métodos directos sao usualmente vantajosos, pelas seguintes razoes:

1. A implementacao do método directo € relativamente simples.

2. Do ponto de vista numérico, obtém-se usualmente uma boa solucdo. Tal nao acontecera
se a matriz for muito mal condicionada, mas neste caso os métodos iterativos tém imensa
dificuldade em convergir.

3. O numero de iteragoes dos métodos iterativos estd dependente da aproximacao inicial que
é fornecida pelo utilizador. Como nao ha em geral qualquer conhecimento sobre a solugao
do sistema, torna-se dificil encontrar uma boa solugao inicial. Isso implica que em geral o
método iterativo requer demasiadas iteragoes, o que o impede de ser vantajoso em relacao
aos métodos directos.

Por outro lado, se A é esparsa e de grande dimensao, entao os métodos iterativos poderao em
alguns casos ser vantajosos, devido as razoes que a seguir expomos:

1. As implementacgoes dos métodos directos sdo bastante mais complexas que as dos métodos
iterativos.

2. Em alguns casos, poderao ocorrer muitos enchimentos, no decurso da fase de factorizagao,
o que acarreta um aumento dos requerimentos de armazenagem e do niimero de operacoes.
Nos métodos iterativos ndo ha lugar a enchimentos, por nao se efectuarem decomposigoes.

Do atras exposto nao se pode de modo nenhum concluir que os métodos iterativos sao sempre
preferiveis no caso de a matriz A ser esparsa e de grande dimensdo. Com efeito, os métodos
directos podem ser muito mais aconselhaveis mesmo neste tltimo caso. Isso acontece por exemplo
se a matriz possuir uma estrutura de banda ou um invélucro bastante pequeno. Assim, se A é
tridiagonal de ordem n, entao os métodos directos requerem um espago de armazenagem igual a
4n — 2 e bn — 4 operagdes, ao passo que os métodos iterativos requerem um espaco de 5n — 2,
e 3n — 2 operagoes por iteragdo. Assim o método directo requer menos espaco de armazenagem
que o método iterativo. Além disso basta que se tenham que efectuar duas iteragoes do método
iterativo para que o nimero de operagoes seja superior ao do método directo. Os métodos directos
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sao igualmente preferiveis quando é exigida uma precisao muito grande e a matriz é relativamente
mal condicionada (desde que os requerimentos de armazenagem nao sejam muito elevados).

H4 contudo situagdes em que os métodos iterativos sao preferiveis, nomeadamente quando se
verificarem as seguintes condigoes:

1. A matriz A ndo é mal condicionada, ou entao a precisao exigida é pequena.
2. E conhecida uma aproximacao inicial z(*) suficientemente préxima de z*.

Por essa razao os métodos iterativos tém sido usados isoladamente em processos sequenciais como
o método de Newton para a resolucao de sistemas de equagoes nao lineares. Nestes casos, a medida
que o processo se aproxima do fim, é facil de obter boas solugoes aproximadas iniciais para esses
sistemas, o que torna o nuimero de iteracoes do método iterativo bastante pequeno.

8.4 Método da Particao

Dado o sistema Ax = b, consideremos uma particao de A da forma
A=B-C (8.36)

em que B é uma matriz nao singular escolhida de modo a que um sistema envolvendo a matriz B
seja relativamente fécil de resolver. Como menciondmos anteriormente, essa particdo conduz ao
esquema iterativo

+® = B=1Cz*Y 4 B~1p

obtendo-se assim o chamado Método da Particdo, que se pode formular do modo seguinte:
Algoritmo 44 (Método da Partigao)
Dada uma aprozimacéao inicial (9
Para k=1,2,...
Resolver o sistema Bx®) = Cz(+=1) 4 p
Se Critério de paragem € satisfeito

Entao Termine.

E evidente que os algoritmos referidos nas seccoes anteriores sao métodos de particdo. Assim
por exemplo, o método de Jacobi é o método de particao em que B é exactamente a diagonal da
matriz A. Nesta seccdo estamos no entanto interessados em considerar escolhas mais gerais para
a matriz B.

O teorema 8.1 fornece uma condigao necessaria e suficiente para a convergéncia do método da
particao, nomeadamente, o algoritmo é convergente se e sé se

p(B71C) < 1. (8.37)

Contudo, a verificagao dessa condigao nao é facil de averiguar na pratica. Seguidamente apresen-
tamos algumas condigoes suficientes para a convergéncia do processo. Sugerimos [Axelsson] para
uma discussao de outros resultados deste tipo.

Teorema 8.15 Seja A € K e (B,C) uma particio de A tal que

(Z) bii:aii, i=1,...,n.
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(11) bij 0= ¢;; =0, para i # j.

Entao o método da particdo converge para a solucao do sistema Ax = b, qualquer que seja o vector
inicial (9.

Demonstracgao: Pelo teorema 3.27, se A € K, entdo A~! > 0. Além disso, as hipdteses
do teorema implicam que b;; = a;; ou b;; = 0 para todo o (i,j) e portanto B > A. Como
A € K=172nNS, o mesmo acontece com B. Portanto B~! > 0 pelo teorema 3.27. Finalmente
C > 0 pelas hipéteses do teorema. Entdo, pelo teorema 8.5, p(B~1C) < 1 e o algoritmo é
convergente.

Este teorema mostra que se A € K, entao héd uma grande liberdade na escolha das matrizes
B e C. Isso é muito importante na pratica, pois permite tirar partido da possivel estrutura da
matriz A na construcdo da partigao (B, C).

Consideremos agora o caso de A € SPD. Entao da definicao apresentada e do teorema 8.12
podemos concluir o seguinte resultado.

Teorema 8.16 Se A € SPD e B+ C € PD entdao o método da particio converge para a solugdo
do sistema Az = b, qualquer que seja o vector inicial ().

Como consequéncia deste teorema podemos ainda estabelecer a convergéncia do método da
particao para matrizes H; simétricas.

Teorema 8.17 Se A € Hy e € simétrica, e B uma matriz simétrica contendo a diagonal de A,
entdo o método da patricdo converge para a solucao do sistema Ax = b, qualquer que seja o vector
inicial (9.

Demonstragao: Se A = B — C € H é simétrica e tem elementos diagonais positivos, entao,
pelo teorema 3.32, A € P e portanto A € SPD pelo teorema 4.11. Por outro lado, a escolha de B
implica que B + C € H,. Entao pelo teorema 3.31, B+ C € P. Como B + C' é simétrica tem-se
B+ C € PD e o resultado pretendido é uma consequéncia do teorema 8.16.

Portanto e a semelhanca das matrizes K hda uma grande liberdade na escolha da particao
(B, C) quando A é uma matriz simétrica H, e em particular quando A é uma matriz estritamente
diagonalmente dominante, com elementos diagonais positivos.

Seguidamente iremos discutir um processo de construir a parti¢ao (B,C) quando A é SPD.
Para esse efeito seja R uma matriz nao negativa e simétrica e D uma matriz diagonal de elementos
diagonais positivos tal que

Dv > Rv (8.38)

para um certo vector v > 0. Entao
A=D+A—-R-(D-R)

e portanto podemos escolher
B=D+A-R,C=D-R (8.39)

Devido & condicao (8.38) e as defini¢oes das matrizes D e R, tem-se
C=D—-ReZnNnS=K
Além disso C' é simétrica e portanto C' € PD. Donde
B=A+CePD
e portanto o método da partigdo é convergente para as escolhas de B e C' apresentadas em (8.39).

E de notar que se R contém todos os elementos positivos de A entdao B € K. Na pratica, uma
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vez escolhida a matriz R é facil de encontrar uma matriz D de elementos diagonais positivos que
satisfaca a condigao (8.38) e assim obter a parti¢do pretendida. Este processo é normalmente
denominado por Compensagdo na Diagonal, devido ao facto de a matriz D compensar de certa
forma os elementos de A que nao ficam em B.

A eficiéncia do método da particao depende da escolha da matriz B. Assim, por um lado B
tem de ser relativamente simples para que o sistema

Bz® = a1 4 p

se possa resolver por um método directo. Por outro lado, se B é muito diferente de A, entdo o
algoritmo pode requerer muitas iteragoes para obter uma solugao com alguma precisao. O teorema
8.6 mostra que se A € K o niimero de iteragoes varia na razao inversa do nimero de nao zeros que
sao considerados em B. Portanto o método de Jacobi é nesse sentido o pior método de particao
quando A € K. Apesar de ndo ser possivel estabelecer um resultado semelhante para matrizes
SPD e H,, a prética indica que em geral este resultado é também valido. E portanto boa politica
tentar que B tenha o maior niimero possivel de elementos de A, mas que ao mesmo tempo os
enchimentos de B sejam muito menores que os enchimentos de A. Isso torna simples a resolugao
do sistema com a matriz B usando um método directo e ao mesmo tempo torna o nimero total
de iteracoes relativamente pequeno. Apesar de existirem alguns processos de determinar B desse
modo (ver por exemplo [Patricio]) ndo nos iremos debrugar sobre esse assunto.

8.5 Meétodo dos Gradientes Conjugados

Consideremos o sistema Ax = b, com A € IR"™™" nao singular. Vamos comecar esta seccio
introduzindo o conceito de vectores A—conjugados. Para simplificacdo de notacgdo iremos nesta
secciio representar vectores na forma x;, em vez da notacao usual z(F).

Defini¢ao 8.3 Os vectores po, p1,---,Pm—1 € R sao A-conjugados se
pZTAp]‘ = 0,14 # J

Como consequéncia da definigdo, vectores ortogonais sdo I-conjugados, sendo I a matriz iden-
tidade. O préximo resultado mostra que podemos resolver um sistema de equagoes lineares usando
uma sequéncia finita de vectores A-conjugados.

Teorema 8.18 (Teorema das direcgoes conjugadas) Seja A € R™*"™ uma matriz SPD, e
consideremos a sucessGo {x k=0, n—1 de vectores de R" definida por

Tpy1 = Tk — Pk, k=0,...,n—1
com pr (k=0,1,...,n) vectores A-conjugados e
T
P Tk (
P Apr,

Entao o vector x,, € a solucdo do sistema Ax =b.

Demonstragao: Comecemos por provar que os vectores pg, p1, - - -, Pn—1 Sa0 linearmente in-
dependentes, isto é,

aopo+ ...+ ap-1pn-1=0=0; =0, 1=0,1,...,n—1

Com efeito tem-se
n—1 n—1 n—1
> apk=0=) apAp = A (Z akPk) =0
k=0 k=0 k=0
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Multiplicando ambos os membros por p! tem-se

n—1

Z arpl Apr = 0= a;p] Ap; = 0= a; =0

k=0
pois A € SPD. Entéao {po,p1,...,pn-1} ¢ uma base de R". Se z, é a solugdo tnica do sistema
Ax = b, entao existem escalares fy, 01, ..., On—1 tais que

Ty — T = ﬂOpO +...+ 5n71pn71

pi Az — x0) = Bip] Ap
Como A € SPD tem-se p! Ap; > 0 e

pl Az, — x0)

b=
p! Api

Mas se {zr}, k=0,1,...,n é o conjunto de vectores gerado pelo método, entdo

x; —xo = — (aopo + ... + a—1Pi—1)

Portanto
pl A(x; —20) =0
e
B = Py Az, — xi)T-i— pi Az — x0) _ pi (b— Ax;) _ piri .
p; Ap; p Api pi Api
Isso completa a demonstragao do teorema.
Como consequéncia deste teorema, se pi,k = 0,1,... s@o direcgdes A-conjugadas, entdo a

sucessdo {xy} definida por
Tpt1 = Tk — OkPk

com «ay, dado por (8.40), converge para a solucao do sistema Az = b (A € SPD) em n iteragoes. Na
pratica, a ocorréncia de erros de arredondamento torna invidvel que isso aconteca. No entanto este
teorema fornece a base tedrica de um tipo de métodos iterativos. Com efeito, se for possivel gerar
uma sucessao {py} de direc¢oes A-conjugadas, entdo a sucessdo {xy} definida anteriormente deve
convergir para uma solugao do sistema de equagoes Ax = b. O Método dos Gradientes Conjugados
é um algoritmo em que as direcgoes A-conjugadas sao definidas de um modo iterativo e tem a
forma apresentada na figura 8.4.

Seguidamente iremos estabelecer a convergéncia deste algoritmo para matrizes SPD.

Teorema 8.19 Se A € SPD e x, € a solugao de Ax = b, entdo os vectores py gerados pelo método
dos gradientes conjugados sao A-conjugados, isto €, satisfazem

prAp; =0, 0<j<k, k=1,...,n—1 (8.41)
Além disso . = xy, para algum m < n.
Demonstragao: Provemos (8.41) e

riry =0, 0<j<k, k=1,...n—1 (8.42)
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Algoritmo 45
Dado x

po = —To = b— Axg

Para k=0,1,...
an — TPk
Pr. Ap

Tk+1 = Tk — QP
Thel = Tk — QR Ap

_ PrATK
Pi Apr,
Dit1 = —Tht1 + BiDi

B

Figura 8.4: Método dos Gradientes Conjugados

por inducao. Para qualquer j =0,1,...,n — 2 tem-se

p]riv1 =pj i — ajp; Ap; =0 (8.43)
pj Apjr1 = —pj Arj1 + Bip] Apj =0 '
Como py = —rp entdo a primeira igualdade de (8.43) mostra que (8.42) é verdadeira para
k =1. A segunda igualdade de (8.43) implica que (8.41) se verifica para k = 1.
Suponhamos que as condigoes (8.41) e (8.42) se verificam para k < n — 1 e provemos que
também sao verdadeiras para k + 1.
Para qualquer j < k tem-se

T T T T
7Tkl = T (rk — agApy) =1 K — agT; Apy,

= 71k + awpi Alp; — Bi—1pj-1)

= 7)1k + opi Apj — o 1pf Apj 1

=0
pois rork = 0 pela hipédtese de indugao e as direcgoes py sao A-conjugadas. Além disso
)z

T
TpTht1 = (=D + Br—1Dk—1)" Th+1

T T
51@71%_17’“1 — Pi Tk+1

Mas por (8.43) p}ri+1 = 0 e portanto
rireer = Br-1pp_1(rk — arAp)
= Br-1Ph_17k — kBr-1Dh_1 APk

Entao por (8.43) tem-se r} ry1 = 0 e (8.42) é verdadeira para k + 1. Para estabelecer (8.41)
tem-se de (8.43)
Pk Aprt1 =0
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e para j < k

P} Apiyr = ) A(=r1 + Bipr)
= —p; Arii1 + Bp; Apr

Como p]TApk = 0 pela hipétese de indugao, entao por (8.42) vem

Py Aper1 = —Trp1Ap;
1
= 7”1?+1(7"j+1 - Tj)__ =0
@
desde que a; # 0.
Provemos agora que pi, # 0 a ndo ser que x = .. Suponhamos entao que p,, = 0 para m < n.
Entao

0= P%Pm = (_Tm + 6m71pm71)T(_rm + 6m71pm71)

ﬁrm - Zﬁm—lrg;;pm—l + @%@_11372_11%—1

= r
Mas por (8.43) 1 p,—1=0e
0o > rﬂrm

0 que implica que
Tm:Axm—b:0:>xm::c*

Por outro lado, se p # 0 para todo o k, entdo x,, = x, pelo teorema anterior. Para demonstrar
o teorema basta averiguar o caso de a; = 0. Mas

rip =1 (=rj + Bimpj1) = 1)
Portanto
ke (8.44)
a5 = .
7 plAp;
€

aj=0&r,=0&1; =1,

Donde em todos os casos existe m < n tal que x,, = z, e isso demonstra o teorema.

Note-se que os escalares (B podem ser obtidos usando apenas os residuos r; € r41. Com
efeito, tem-se

TP = (e — arApr) e = ri pest
= 1} (=Trp1 + Brpr) = Beri pe

€ como Tijj = —TJTTJ‘ vem
T 2
r T T
By = k4l k1 |l (8.45)

T TE [l

Esta férmula para o célculo de (3, tem vantagens em relagao a anterior, pois permite reduzir
o esforgo computacional em cada iteragdo do algoritmo dos gradientes conjugados. Com efeito o
critério de paragem para este processo é dado por ||rg4+1|| < /€ para certa tolerancia e préxima
da precisao da maquina €);. Se a norma £ é usada, entao esse critério tem a forma

M = ||resal3 < e
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Algoritmo 46
Dado x

po=—ro=0b—Axg

Para k=0,1,...
Ve =TT
v = Apy
- _ 0

Ve = _kal;k

Tk41 = Tl — QgPk

Tk+1 = Tk — QgVk
Se ny = T,{HmH < € Termine.

Doutro modo

B =2
Yk

Dkt+1 = —Th+1 + BrDr

Figura 8.5: Método dos gradientes conjugados (forma mais eficiente)

Portanto se n; < € entdao o método termina com a solucao aproximada xpy; do sistema. De
outro modo, a quantidade 7 pode ser usada para calcular F; e desse modo sao poupadas algumas
operacoes.

Tendo em conta as expressoes (8.44) e (8.45) obtém-se a formulacdo do método dos gradientes
conjugados que é apresentada na figura 8.5.

Na escolha do critério de paragem tem que se ter em consideragao a questao da escolha do
parametro €. Usualmente considera-se € = €);. Como referimos anteriormente, além do critério
de paragem referido, poderd ser vantajoso considerar um critério da forma

Zrt1 = Thlloo .
max{l, |[[Tk1lloc}

com € ~ ,/epr. Com efeito, se este critério for satisfeito, entao o algoritmo estd a convergir para
uma solugao. De acordo com a discussao apresentada na secgao 8.1, o uso deste critério poderd
ter vantagens quando A é mal condicionada e a verificagdo do critério do residuo sé ser possivel
para valores bastante superiores a tolerancia e escolhida.
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Iremos agora fazer incidir a nossa atencao sobre alguns detalhes da implementagao. Note-se
que este método apenas requer produtos de matrizes por vectores, produtos escalares e adigoes de
vectores. Esse facto reflecte-se no tipo de armazenagem a considerar para a matriz do sistema e
para os varios vectores envolvidos. Assim:

1. Se o problema tem dimensédo reduzida, a matriz A deverd ser armazenada como densa.

2. Se a matriz tem uma estrutura de banda ou um invélucro pequeno, entao a implementagao
do algoritmo devera tirar partido desse facto.

3. Para problemas de dimensao elevada, a matriz deverd ser armazenada num esquema de
colecgao de vectores com diagonal separada.

4. Os vectores b, xy, Tk, Vi € pr sdo armazenados como vectores densos, requerendo-se para eles
um espago de armazenagem igual a 5n.

Seguidamente iremos investigar a taxa de convergéncia do método dos gradientes conjugados,
ou seja, iremos observar com que velocidade a sucessdo {x} de vectores gerada pelo método
converge para a solugdo. O teorema seguinte mostra que essa convergéncia é linear.

Teorema 8.20 Consideremos o sistema Ax = b, com A € SPD e solugao dnica x.. Se {xi} € a
sucessao de vectores gerada pelo método dos gradientes conjugados, entao

|z — zull2 <[lzr-1 — 2|2
Demonstracgao: Tem-se

lzrr —2ullf = (r-1 — )T (Tro1 — 22)
= (ve— a5+ 25 —2p-1)" (20 — 21 + T8 — TH—1)
=
|

To — ap) (@0 — 1) + 2(20 — 1) (2 — 2p—1) + (@8 — 2p—1)" (Th — TH—1)

| — x| 3 4+ 2(2s — 20) " (2h — 2-1) + |Jor — 213

Se xrp_1 # Ty, entao Ty # Trp_1 €
|lzx — zx-a]l5 >0

Portanto tem de se provar que
(x4 — 21) " (2 — 2—1) > 0

Mas pelo teorema 8.19, existe um m < n tal que z,, = z.. Além disso

T — Tk =Tm — Tm—1 1t Tm—1 — .. — Thy1l + Th41 — Tk
Como
Tjt1 = Tj = —Q;p;
entao
(@ —2p) (2 —26-1) = —(Wm—1Pm—1+ . + axpr)” (—h—1PK—1)
= 1 (1Pt 1Pk—1 + - . + QDL DE—1)
Mas T’
rir,
J'J
aj=——171 <0
pj Ap;

Portanto para mostrar que
(2 — xp)" (2 — The1) 2 0
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basta provar que pijk—1 >0, para todo j =k,...,m — 1. Como

pj = —ri+Bi—pj—1=—1;+Bj—1(-rj—1+ Bj-2pj-—2) = ...
= —r+Biarja+... + B Bre)re — (Bj—1- - Br—1)Pr—1]

entao

Py k1= — 1) k-1 + Biar) apk1 4+ (Bic1 - Be)rhpr—1] + (Bi—1 - Br1)Ph_1Pk—1 = 0

pois a primeira parcela é nula pelo teorema anterior e a segunda parcela é nao negativa devido a
B; > 0 para todo o 7. Isso demonstra o resultado pretendido.

Este teorema mostra que o erro absoluto reduz em cada iteracao, o que confirma a convergéncia
do método para matrizes SPD. Contudo a rapidez dessa convergéncia depende do numero de
condigao de A. Com efeito [Ortegal] é possivel provar que

k
|k — zu|la < 2 Veond(4) — 1 l|zo — 24|
cond(4) —1

onde a norma ||.||4 é definida por

lylla = (4" 4y)""*
Esta férmula mostra que para matrizes mal condicionadas o método dos gradientes conjugados
pode ser extremamente ineficiente. O precondicionamento, a introduzir na seccao seguinte, é
considerada a técnica mais interessante de minorar essa deficiéncia do algoritmo.

O método dos gradientes conjugados pode ser ainda utilizado na resolugao de um sistema
Ax = b com A uma matriz ndo simétrica ou simétrica indefinida nao singular. Com efeito o
sistema Ax = b é equivalente a

AT Az = ATb (8.46)
e a matriz AT A é SPD, pelo que o método pode ser aplicado para obter a solucio desse sistema.
E de notar que a matriz AT A ndo precisa de ser formada na implementacdo desse processo.
Na realidade, o algoritmo dos gradientes conjugados sé precisa da soma e produtos escalares de
vectores e produtos da matriz A por um vector u. Mas

y = AT Au = AT (Au)

e portanto o vector y pode ser calculado em duas fases a partir de

(i) z=Au
(i) y = ATz
E de notar que se A estd armazenada por linhas, isto é, se
Ay
A= ...
An
entao o vector z é calculado a partir de
zi=A;-u, i=1,...,n

enquanto que y é obtido por
y:zlAl—l——i—znAn

Apesar de simples de implementar, este processo poderd encontrar dificuldades em obter uma
solucao aceitavel. Com efeito verifica-se o seguinte resultado.
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Teorema 8.21 condy (AT A) = [condy(A)]°

Demonstracao: Como AT A é uma matriz SPD, entdo os seus valores préprios sdo todos positivos

e
)\max (ATA)

Amin (AT A)
onde Apax(B) € Amin(B) representam o maior e o menor valores préprios de B respectivamente.
Por outro lado

conda (AT A) =

conds(A) 1All2l1A7 2
Vs (AT 4) Ao (AT 4)

V /\mHX(ATA) )\max(ATA)

)\min (ATA) B )\min (ATA)

O resultado é agora consequéncia imediata destas duas igualdades.

Assim o nimero de condi¢do é ainda mais importante para a obtencdo de uma boa solugao
do sistema Az = b. Por isso é imperioso o uso de técnicas de precondicionamento muito eficazes
capazes de reduzir o efeito do condicionamento da matriz A. Apesar de em alguns casos ter sido
possivel resolver eficientemente o sistema (8.46) pelo método dos gradientes conjugados com pre-
condicionamento, em geral o algoritmo tem dificuldades em convergir. Dai ter havido nos 1ltimos
anos grande investigacao no desenvolvimento de técnicas generalizadas de gradientes conjugados
que procuram resolver o sistema Az = b sem explorar a reducdo a (8.46). No entanto, nao ire-
mos discutir esses processos neste trabalho, sugerindo [Axelsson] como uma boa referéncia nesses
assuntos.

E ainda de notar como consequéncia deste resultado, que o nimero de condi¢ao de uma matriz
SPD se pode calcular a partir do ntimero de condicio da matriz L da sua decomposicio LLT. Com
efeito, como A = LLT, entdo conds(A) = [condy(L)]®>. De igual modo, como A = LDLT, vem

condy(A) = [condg(LD% )} . Estes resultados sao importantes, pois como referimos anteriormente
o estimador LINPACK é mais eficiente para matrizes triangulares.

8.6 A técnica de Precondicionamento

Se S é uma matriz ndo singular e .

A=8AST b=5b
entao T é solucao de Az = b se e s6se T = ST# é solucdo de Ax = b. Portanto podera haver
vantagem em resolver o sistema Az = b em vez de Ax = b, desde que

cond(A) < cond(A) (8.47)

A técnica de precondicionamento consiste exactamente em considerar uma matriz S tal que a
desigualdade (8.47) se verifique e resolver o sistema Az = b em vez de Az = b. A escolha dessa
matriz S nao é ficil de fazer na prética. Seguidamente apresentaremos duas hipéteses possiveis
para essa escolha.

(i) S = A~1/2. Neste caso temos A = I,, e portanto cond(A) = 1. Do ponto de vista da redugio
do nimero de condigao, esta é sem divida a situagao ideal. Contudo, para calcular b, teremos
que resolver um sistema envolvendo a matriz A'/2. E evidente que a dificuldade da resolugao
de um sistema com essa matriz é semelhante a da resolucao do sistema com a matriz A.

(ii) S = D = diag(A). Neste caso A = DAD, bastando portanto escalonar A para obter A.
Este processo poderd dar bons resultados para problemas especificos, mas em geral nao é
aceitavel.
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Algoritmo 47
Dado Z

T L b
PL Apy,

Thy1 = Tp — QpPr
Tht1 = Tk — QAP

T o~
Brsr = Tkt1"R+1
T

Pyt = —Fri1 + By

Figura 8.6: Adaptagao do método dos gradientes conjugados a resolucao do sistema Az =1b.

Na prética a escolha da matriz S é de certo modo um compromisso entre essas duas hipéteses.
Seguidamente iremos explicar como essa tarefa deve ser executada. O método dos gradientes
conjugados para o sistema Az = b tem a forma apresentada na figura 8.6.

E no entanto possivel apresentar os passos deste algoritmo usando directamente os vectores b

e rj e a matriz A do sistema original. Com efeito, tem-se:

—fg =b— Ay = Sb— SASTS Ty = S(b— Axg) = —Sro

e portanto
7A’0 = S?“() (848)
Seja agora
po=S""po
Entao . r
96 Apo = (S "po)” SAST (S "po) = p§ Apo
fgfo = (STT())T(STQ) = (STSTQ)TTO
Escrevendo
7o = ST Sro (8.49)
tem-se r
7”0 T'O
- _ 8.50
pg Apo (8.50)
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Donde

&1 =120 —dopo = STa1=8"8g—a0S po
= x1 =x9— Godpg (8.51)
P =70 —aoApy = ST =S —apSTtAS Tpg
= 11 =19— &oApo (8.52)

Além disso
#T7; = (Sr)T(Sry) = #Tr, i=0,1

e portanto .
- 7171
Bo = Tro (8.53)
Por outro lado,
p1 = —F1+ Bipo = STh1 = —STF1 + BoS o
ou seja
p1 = —STSr1 + Bopo
Donde
p1 = —71 + fBopo (8.54)
Finalmente
Po = STﬁo = —STf’o = —STSTO = Po = —STSTO (8.55)

As férmulas (8.48) a (8.55) sdo também vélidas, por indugdo, para qualquer k£ > 0. Se consi-
derarmos a matriz M = (STS)_l entdo as férmulas (8.48) a (8.55) permitem escrever os passos
do algoritmo da figura 8.6 na sua forma equivalente apresentada na figura 8.7 que usa os vectores
), e b e a matriz A originais.

A matriz M = (STS)~! desempenha um papel fundamental em todo este processo e é conhe-
cida como Matriz de Precondicionamento. A matriz S nao chega a ser calculada, sendo apenas
necessario obter a decomposicio LDL”T de M. Note-se que

STAS™ = 8T5A8TS T =8TSA=M"1A
e portanto R
Amax(A)| [ Amax (M1 A)|
|/\min (A)| |)\Inin (M_lA)|
onde Apmax(A) € Apin(A) representam os valores préprios de maior e menor valor absoluto. Se

fizermos M = A, entiio cond(A) = cond(M ' A) = 1. Portanto M deve ser uma boa aproximacao
de A, e quanto melhor for essa aproximagao, melhor serd a convergéncia.

condy(A) = | = condy(M 1 A)

O Critério de paragem a implementar podera ser o seguinte:
Ire4all2 <€

com € &~ (/epr. Dado que M é ndo singular e M7, = 7k, entéo ||rg+1/|]2 é pequeno apenas quando
Vi = fg+1rk+1 também o é. Por isso na pratica o critério de paragem sé é verificado quando v é
pequeno. Além disso é conveniente usar também o critério

|[Tk+1 — k]l
max{1, ||zx41]|oo }

<e€

pelas razoes apresentadas anteriormente.

Existem vérios processos para a escolha da matriz M [Axelsson|. A técnica mais usada na
pratica é a denominada Decomposicao Incompleta e sera discutida na seccao seguinte.
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Algoritmo 48

Dado x
ro = A(L’o —b

Resolva M7y = rq

Do = —To

Para k=0,1,...
v = Apy
Vi = Tp Tk
R

Tp4+1 = Tk — APk

Tk+1 =Tk — QUL

Se o critério de paragem for satisfeito, Termine.

Doutro modo:

Resolva MTy11 = Ti+1

B, = Trt1Tk+1
= Lkt1Th+l
Yk

Dkt+1 = —Tht1 + BrDr

Figura 8.7: Método dos gradientes conjugados com precondicionamento

203



8.7 Decomposicao incompleta

Neste processo procura-se obter a decomposicao LDLT da matriz A de modo que em cada iteracao
k apenas os elementos a;; de A correspondentes a um conjunto X (%) sejam modificados. Esse
conjunto X (¥) satisfaz as seguintes condicoes:

X®) C{k,...,n} x {k,...,n}
(i,i) € X*) para todo i > k (8.56)
(i) € X = (j,i) € XV

onde X representa produto cartesiano de dois conjuntos. O método pode ser descrito da seguinte
forma

Algoritmo 49 (IDPCG)
Parak=1,2,....n—1

Parai=k+1,...,n
Se (i,k) € X*® faca

auxr = ;.

A, = Wi

Para j=k+1,...,i
Se (i,7) € X®) e (j,k) € X®) faca

I aij = aij — aux (ljk

Se os elementos akk, k = 1,...,n, sdo todos positivos, entao o processo termina com os factores
L e D da decomposicio LDLT de uma matriz M € SPD, onde

a; se ie XK
dik = ki, L = { Ozk se ig X

Como exemplo de aplicacao, consideremos a matriz SPD

1 1 1 1
1 2 0 0
A= 10 3 2 (8.57)
1 0 2 4
e seja X*®) = {(i, ) : a;; # 0} para cada iteragio k = 1,...,n — 1. Entdo os elementos nulos nio

sao transformados durante o processo de decomposicdo, pelo que, apds a primeira iteracao se tem

1
1

(2) —
AT = -1
1

SO =

2
1 3

Na segunda iteragiao nao é efectuada qualquer operacdo (A® = A()). Finalmente na tltima
iteragao obtém-se a matriz

AW —

r—\rl—\>—l>—l
o O =
NI DO
ot
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e os factores L e D da matriz M sao dados por

2 D= 2
1 5
7 1 2

1
1
L=1_4
1 2

S O =

Para que o método possa terminar com sucesso, é necessario que sejam positivos todos os
elementos diagonais das matrizes reduzidas A®*) que se vao obtendo durante as suas (n — 1)
iteracoes. Isso pode nio ser possivel para algumas escolhas de conjuntos X *). Seguidamente é
estabelecida uma condicao suficiente para a terminacao do algoritmo.

Teorema 8.22 Se A é uma matriz simétrica H, entdo o algoritmo termina com M = LDLT €
SPD.

Demonstracao: Consideremos primeiramente o caso de A ser estritamente diagonalmente do-
minante com elementos diagonais positivos (A € SDD_, ). Para provar o teorema, basta mostrar
que apds a primeira iteragdo do processo se obtém uma matriz S € SDD,. Mas da definicao do
algoritmo tem-se

B = (Alai1) =S +Q

em que @ corresponde & parte do Complemento de Schur que nao é calculada. Como (Alai1) €

SDD+ e )
as
bii = i — —+

ai

entao s;; > by; para todo o i. Donde

Sii > bis = 3 |bis| = > [sij]

J#i J#i

Portanto S € SDD, como desejavamos mostrar. O resultado é agora estabelecido por indugao.
Seja agora A € Hy. Entéo existe uma matriz diagonal D de elementos diagonais positivos tal
que AD € SRDD.. Seja
| du
=" 5]

Entao como vimos na secgao 3.7 do capitulo 3, tem-se
(A|a11)D S SRDD+

Mas - ~ ~
(Ala11)D = SD+ QD

e procedendo como anteriormente chega-se & conclusio que SD € SRDD,. Donde S € Hy e o
teorema fica demonstrado por indugao.

E importante notar que este teorema fornece uma condicao suficiente que no entanto nao é
necessaria para certas escolhas do conjunto X *). Com efeito, é facil de ver que a matriz (8.57)
do exemplo anterior nao é Hy, pois a sua matriz companheira nao é K. Contudo o processo de
decomposicao incompleta terminou com sucesso nesse caso. Por outro lado, como toda a matriz
K é Hy, entdo o processo IDPCG fornece uma matriz SPD se A € K. Além disso é possivel
demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 8.23 Se A € K entdo o algoritmo IDPCG termina com uma matriz M = LDLT € K.
Além disso N = M — A > 0.
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Demonstragao: Tal como no teorema anterior, basta demonstrar que (Ala;1) = @ — R com
R>0e@ € K. Se A € K, entao também

B=(Alan1)=Q—-ReK
Além disso, usando o mesmo tipo de raciocinio usado no teorema anterior, vem
rii = Qi — by > 0, para todo i.

Por outro lado B € Z e portanto os elementos nao diagonais de @) e de (—R) sdo nao positivos.
Portanto R > 0 e @ € Z. Como (Ala11) € K =7ZNS, entdo existe um vector v > 0 tal que

(Ala11)v=Qv — Rv >0

Donde Qu > Rv > 0e @ € ZNS. Portanto @ € K e isso demonstra o teorema.

Como consequéncia deste teorema e do teorema 8.5 podemos concluir que se A € K, entao
p(M™1A) <1

Portanto )

Amin (M1 A)

com Apin(B) o menor valor préprio da matriz B € SPD. Assim a matriz M pode ser um bom
precondicionamento para a resolucdo do sistema Ax = b com o método PCG. Se A € H; e nédo
pertence a classe K, nao é possivel obter o mesmo tipo de limite superior para o niimero de
condicao de M1 A.

Consideremos agora uma matriz A que nao pertenga a classe Hy. Entao o algoritmo IDPCG
pode ser ainda aplicado com uma modificacdo segundo a qual sempre que ocorrer um elemento agg
nao positivo se lhe adiciona um nimero py > 0 tal que agg + pr > 0. A escolha dessa constante pug
é muito importante na eficiéncia do método IDPCG. Uma primeira hip6tese consiste em escolher
i de modo a que

conda(M~1A) < (8.58)

Qi + P > aX

com « um ndmero real positivo menor que um e A = max;s |a;x|. Nesse caso o algoritmo proposto
no capfitulo 4 para matrizes indefinidas s6 usa pivots 1 x 1 e termina com uma matriz M = LDLT
definida como anteriormente a partir da tdltima matriz reduzida. Outros processos de efectuar
a decomposicao incompleta modificada podem ser baseados em critérios descritos em [Gill et al,
cap. 4] e [Schnabel e Eskow], mas nao serdo discutidos neste trabalho.

Um outro processo de obter uma matriz de precondicionamento é baseado na ideia de com-
pensacao na diagonal discutida na secgdo 8.4. Assim considera-se primeiramente a matriz

B=Q+A-R

com R uma matriz simétrica constituida pelos elementos positivos de A e Q uma matriz diagonal
de elementos diagonais positivos tal que Qv > Rv para certo vector v > 0. Entdo B € K e a sua
decomposi¢do incompleta pode ser obtida pelo algoritmo IDPCG, obtendo-se assim a matriz de
precondicionamento M = LDLT. E de notar que se A > 0, entao B é uma matriz diagonal pelo
que nao é necessario usar o algoritmo IDPCG.

Da discussao do algoritmo IDPCG facilmente se conclui que a escolha dos conjuntos X *) tem
um papel fundamental na valia do precondicionamento M = LDLT que se obtém por esse pro-
cesso. Se em cada iteracdo k o conjunto X (%) é escolhido tendo apenas em conta a estrutura da
parte nao nula da matriz A, diz-se que a decomposicao incompleta é Por Posicao. Por outro lado
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Numero de
Problema | Ordem | elementos nao nulos Origem
nao diagonais

1 420 3720

2 1083 8677 Colecgao

3 1473 16384 Harwell-Boeing

4 1806 30824

5 1000 1890 Matrizes

6 3000 5395 de diferengas finitas

Tabela 8.1: Primeiro conjunto de problemas teste para os métodos iterativos

a decomposi¢ao incompleta é Por Valores se os valores reais dos elementos das sucessivas matrizes
reduzidas forem considerados na construcao dos conjuntos X (*). A chamada Decomposicao In-
completa Sem Enchimentos pertence a primeira categoria e corresponde a nao autorizar quaisquer
enchimentos na decomposicio LDLT de A. Portanto tem-se

X®) = {(i,5) : ai; # 0}

em cada iteragao k do processo IDPCG. Esta decomposi¢ao tem a grande vantagem de se poder
implementar sem modificar a estrutura de dados que armazena a matriz original. Além disso
é possivel desenvolver uma técnica de grau minimo sem enchimentos que permita obter uma
decomposicio LDLT que seja pouco diferente da matriz A. Uma outra alternativa interessante
é o uso de um processo de invélucro truncado, onde se procura obter uma decomposicao de uma
matriz cujo invélucro esta contido no conjunto que se obteria se se aplicasse o método do invélucro
& matriz A. Sugerimos [Patricio] para uma discussao desse processo.

8.8 Experiéncia computacional

Nesta seccao relatamos a experiéncia efectuada com alguns métodos introduzidos neste capitulo,
nomeadamente o método SOR (com pardmetro w = 1.3), o método dos gradientes conjugados
(CG) e o método dos gradientes conjugados precondicionados com decomposigao incompleta sem
enchimentos (IDPCG). Comegamos em primeiro lugar por investigar a sensibilidade do método
CG a tolerancia. Para esta primeira experiéncia recorremos a um conjunto de cinco problemas
teste que apresentamos na tabela 8.1, em tudo semelhante ao usado na experiéncia computacional
do capitulo anterior.

Para obter este primeiro conjunto de resultados considerdmos tolerancias iguais a 1075 ¢ 1078
para os métodos referidos, e estabelecemos um nimero maximo de 50000 iteragoes para este
método. Como computador, usdmos uma Iris Indigo com processador R3000 a 25 Mhz e precisao
da méquina igual a 1076, A nossa analise incidiu sobre o niimero de iteracdes, o tempo de
execugao em segundos de CPU e a norma {,, do residuo. Os resultados sdo apresentados sob a
forma de grafico na figura 8.8. Como seria de esperar, a diminuigao do valor da tolerancia implica
um aumento no numero de iteragoes e no tempo de CPU e uma diminuic¢ao no valor do residuo da
solucdo obtida. Salientamos que para o problema 3 nédo foi possivel obter uma solu¢do com uma
tolerancia de 1078 em menos de 50000 iteracdes.

Na tabela 8.2 apresentamos uma comparacao no desempenho do método dos gradientes conju-
gados com o do método directo MA27 apresentado no capitulo anterior, assim como procuramos
discutir a eficdcia do precondicionamento nos cinco primeiros problemas apresentados na tabela
8.1. Para os métodos iterativos consideramos uma tolerancia igual a 1078, Como primeira con-
clusdo podemos afirmar que o método directo obtém melhores resultados do ponto de vista do
tempo de execucao e do residuo. Além disso, o precondicionamento traduz-se apenas numa ligeira
melhoria do método de gradientes conjugados.
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Figura 8.8: O papel da tolerancia no desempenho do método dos gradientes conjugados
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Figura 8.9: Comparacao entre os métodos SOR, CG e IDPCG em problemas de derivadas parciais
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Problema |Método NI T ERR
MA27 0.58| 6.7E-15
1 CG 371| 0.77| 4.2E-10
IDPCG 300| 1.43| 2.7E-11
MA27 0.80| b5.6E-14
2 CG 733| 1.40| 1.8E-08
IDPCG 413| 1.64| 2.6E-10
MA27 0.49| 8.8E-17
3 CcG 317| 1.20| 2.0E-09
IDPCG 192| 1.23| 8.6E-10
MA27 0.27| 8.8E-17
4 CG 1372| 4.02| 4.4E-10
IDPCG 1102| 4.06| 6.7E-10
MA27 0.75| 7.8E-17
5 CG 2098| 6.00| 8.1E-10
IDPCG 1031| 5.75| 2.3E-10

Tabela 8.2: A importancia do precondicionamento e a sua compara¢do com um método directo.
(NI: ntimero de iteragoes; T: tempo de CPU (em segundos); ERR: norma ¢, do residuo)

No terceiro e tdltimo conjunto de resultados que aqui apresentamos, usamos como problemas
teste as matrizes dos sistemas de equagoes lineares origindrios da resolugao de equagoes de deri-
vadas parciais com o método das diferencas finitas que discutimos no primeiro capitulo. Nessas
experiéncias consideramos 10, 20, 30, 40, 50 e 60 subintervalos, de maneira a poder testar a im-
portancia do acréscimo de dimensao em sistemas com a mesma estrutura. A tolerancia foi sempre
igual a 1078, Os resultados, apresentados na figura 8.9, mostram que os métodos baseados em
gradientes conjugados (CG e IDPCG) séo claramente superiores ao método SOR. Por outro lado,
estes resultados permitem-nos concluir que o método CG é superior ao método IDPCG para pro-
blemas de dimensao reduzida, invertendo-se as posigoes para problemas de dimensao mais elevada.
O aumento dessa tendéncia é proporcional a ordem do problema.

Além disso a eficiéncia do método SOR. é muito mais deteriorada com o aumento da dimensao
do sistema. Assim, este tipo de sistemas é um bom exemplo de um caso onde o algoritmo de
gradientes conjugados com precondicionamento sem enchimentos é particularmente recomendavel.
E de notar que um método directo nao é muito eficiente, quando o numero de intervalos é muito
elevado, pois ocorrem muitos enchimentos durante a fase de factorizacao.

Exercicios

1. Desenvolva o algoritmo de implementagao do método de Gauss-Seidel para a resolucao de
um sistema com uma matriz A € SDD de comprimentos de banda inferior e superior iguais
a 2.

2. Desenvolva uma implementacao do método SOR para a resolucao de um sistema com uma
matriz esparsa SPD armazenada num esquema de colecgao de vectores com diagonal sepa-
rada.

3. Desenvolva um algoritmo de implementacao do método de Jacobi para a resolugao de um
sistema com uma matriz SPD de comprimento de banda igual a 5.

4. Considere as seguintes matrizes

4 -1 0 0 1 -2 -1 1

-1 4 2 1 -2 4 1 -1

A= 0 2 5 —-1/|° Az = 1 1 3 2

0 1 -1 3 -1 0 1 3
1 11 -1 0 0 1 1 -1
As=11 2 1|, A= 2 1 —-11, A= 1 2 0
1 -1 3 1 -2 3 -1 0 3
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(a) Verifique se os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel podem ser usados para resolver siste-
mas com essas matrizes.

(b) Mostre que o método SOR. pode ser usado para resolver o sistema
Alx =)

com b= [12 —13]T, e efectue duas iteracdes desse processo, usando o vector inicial
=[11 —11]T e o parAmetro w = 1.3.

(¢) Efectue duas iteragoes dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel para resolver o sistema
A3£L‘ =b
com b=[1 —1 2], usando o vector inicial z° =[1 —1 2]*

5. Seja D uma matriz de ordem m diagonal de elementos diagonais positivos, B uma matriz
esparsa rectangular de ordem m x n e A a matriz tridiagonal simétrica de ordem n com
elementos diagonais positivos a;, i = 1,...,n e elementos subdiagonais positivos b;, ¢ =
1,...,n—1tais que a3 > b1, a; > b; +b;y1,i=1,....n—1ea, >by_1.

(a) Diga como armazena as matrizes D, A e B.
(b) Mostre que D + BABT € SPD.

(¢) Desenvolva uma implementagdo do método de Jacobi para a resolucdo de um sistema
com a matriz D + BABT usando as estruturas de dados referidas em (a).

6. Considere as seguintes matrizes e vectores:

1 1 -1 1 -1 0 2 -1 0
AL = 12 1], A®= —1 3 —1 ,A® = 1 3 1
-1 1 6 -1 -2 0 1 2
1 -1 =2 0 2 0 -1 =2
AW _ -1 2 -1 1 -1 3 -2 -1
-2 -1 5 0 0 -1 4 0
0 1 0 3 -1 0 -2 5
by=by=bz=[1 =127, by=bs=[1 —1 —20]"
(a) Determine um conjunto X D {(i,4) : ¢ =1,...,n} tal que o método da partigdo
_ _ |, _
Bat+) = cx® 4 p B = [aij], t=1,...,5
é convergente.
(b) Efectue duas iteragoes desse processo para cada uma das matrizes AW i =1,...,5

comecando pelo vector nulo.

7.
(a) Mostre que se A € K e B € Z sdo duas matrizes da mesma ordem n tais que A < B,
entao B € K.
(b) Seja X um subconjunto de {1,...,n}? que contenha os pontos (i,i) e a particio A =

LU — R onde L e U sao obtidos a partir da decomposicao incompleta em relagao ao
conjunto X.

i. Mostre que o método da particao
LUz**) = Re® 4

é convergente para qualquer () inicial.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

ii. Mostre que se X1 e X5 sao dois subconjuntos de {1,...,n}? tais que X; C Xo,
entao o método da particao anterior associado a X5 tem uma taxa de convergéncia
mais rapida do que o associado a X7j.

iii. Mostre que o método de Jacobi é o método da particao com taxa de convergéncia
mais lenta de todos os processos definidos em (i).

Considere o sistema de equagoes lineares

E I

com b e d vectores de dimensao n, I, a matriz identidade de ordem n e B uma matriz
simétrica tridiagonal de ordem n com elementos diagonais a; > 0, ¢ = 1,...,n e elementos
subdiagonais ¢; < 0, = 2,...,n satisfazendo

a1 >1—co, a; >1—ci—ciy1, an>1—cy
(a) Mostre que o método definido por

BztD = p4 y(k)
By(kH) = d+z®
converge para a solucao do sistema, quaisquer que sejam as aproximacoes iniciais (%)
(0)
e y\Y.

(b) Desenvolva uma implementacao desse método.

Descreva uma implementagao do método dos gradientes conjugados para a resolugao de um
sistema com uma matriz esparsa SPD armazenada num esquema de colec¢ao de vectores.

Desenvolva uma implementacao do método dos gradientes conjugados com decomposicao
incompleta sem enchimentos para a resolucao de um sistema com uma matriz SPD esparsa
armazenada num esquema de colecgao de vectores.

Efectue duas iteragoes do método dos gradientes conjugados para a resolucao dos sistemas
AWy =b, i=1,...,5 do problema 6.

Considere o sistema de equagoes lineares Axr = b com A uma matriz ndo simétrica nao
singular esparsa armazenada num esquema de colecgao de vectores.

(a) Mostre que AT A € SPD.

(b) Desenvolva uma implementacao do método dos gradientes conjugados para a obtengao
da solucdo de Az = b a partir da resolucao do sistema equivalente A" Ax = ATb e
usando apenas a estrutura de dados da matriz A.

Sejam B € IR™*" e M € IR™™" com m e n bastante elevados. Diga como pode resolver um
sistema com a matriz

B 0
usando um método iterativo, quando

(a) M € SPD.
(b) M é nao simétrica PD.

Considere o sistema de equacgoOes lineares associado a resolugao numérica da equagao de
Laplace e apresentado no capitulo 1.

(a) Mostre que a matriz desse sistema pertence a classe K.
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(b) Desenvolva as seguintes implementagoes do método dos gradientes conjugados para a
resolugao desse sistemas:
i. sem precondicionamento;
ii. com precondicionamento diagonal;
iii. com decomposigao incompleta com conjunto X = {(i,7) : | — j| < 1};
iv. com decomposicao incompleta sem enchimentos.

(¢) Faga um estudo computacional comparativo desses quatro processos para varios valores
de m e n.
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Capitulo 9

Matrizes ortogonais

Neste capitulo comegamos por apresentar a definicao de matriz ortogonal e as principais proprie-
dades dessas matrizes. Seguidamente discutimos as chamadas matrizes de Householder e Givens,
a decomposicao QR usando essas matrizes e a sua aplicagdo na resolucao de sistemas de equagoes
lineares.

9.1 Definicao e propriedades

Diz-se que uma matriz () quadrada de ordem n é Ortogonal se é ndo singular e a sua inversa é
igual & sua transposta, isto ¢, Q7 = Q~'. Portanto tem-se

QQRT=Q"Q=1,

com I,, a matriz identidade de ordem n.

As matrizes ortogonais possuem algumas propriedades interessantes. Nesta seccao iremos dis-
cutir as mais relevantes para a resolugao de sistemas de equagoes lineares, deixando outros resulta-
dos importantes como exercicios deste capitulo. Assim, da definicdo de matriz ortogonal podemos
estabelecer facilmente os seguintes resultados:

Teorema 9.1 Se Q € uma matriz ortogonal, entao
1. det(Q) = 1.
2. QT ¢ ortogonal.
Teorema 9.2 Se Q1 e Q2 sdo matrizes ortogonais, entdo Q1Q2 € ortogonal.

As matrizes ortogonais preservam as normas ¢» de vectores e de matrizes, isto é, verifica-se o
seguinte teorema:

Teorema 9.3 Se Q € uma matriz ortogonal, entao
1. |Qz||2 = ||z||2 para todo o vector x.
2. ||QA]l2 = ||A||2 para toda a matriz A.
3. lQ[l2 = 1.

Demonstragao:

1. Se x é um vector qualquer, entao

1Q2I3 = (Q)" (Qr) = 2" Q" Qu = 2"z = ||[[3
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2. Se p(B) representa o raio espectral da matriz B, entao

QA2 p[(QA)(QA)T]
p(QAATQT)

\ P(AAT) = [|A]l2

3. E consequéncia imediata de 2. e de ||I||s = 1.

Como referimos anteriormente, o niimero de condi¢ao de uma matriz A é um factor fundamental
para a precisao do sistema Az = b. Seguidamente mostramos que as matrizes ortogonais preservam
o nimero de condi¢ao de uma matriz na norma fo, isto é, que se verifica o seguinte resultado:

Teorema 9.4 Se ) € uma matriz ortogonal e condz(B) € o nimero de condi¢do da matriz B na
norma fa, entao
conda(QA) = conds(A)

Demonstragao: Se A é uma matriz qualquer, entdao

cond2(Q4) = |[(QA)™"[|2/|QAl2
= [|A7'Q"|2lQAll2
1AM [2]|All2 = conda(A)

E perfeitamente conhecido que toda a matriz A nio singular admite uma decomposicao QR
da forma

QA=R

com () uma matriz ortogonal e R triangular superior com elementos diagonais ndo nulos. Nas
préximas segoes iremos discutir duas maneiras de obter essa decomposi¢ao e a aplicagao dessa
decomposicao a resolugao de sistemas de equagoes lineares.

9.2 DMatrizes de Householder

Seja x € IR™ e consideremos a matriz
2 7
onde I é a matriz identidade de ordem n e
v =g+ ||z|e! (9.2)
com e! = (1,0,...,0)T € R". Entao
Pz = +||z||2¢" (9.3)

e portanto todas as componentes do vector x & excepcao da primeira sao anuladas por premulti-
plicagao da matriz P.

Das férmulas (9.1), (9.2) e (9.3) conclui-se que ¢é indiferente escolher o sinal + ou — no vector
v para anular todas as componentes de Pz. Por outro lado se sign(z1) representar o sinal da
componente z; do vector = e se x difere pouco de e! entdo

V=T — sgn(az:1)||x||ge1

tem norma bastante reduzida. Isso implica que o produto escalar v7v possa ser uma quantidade
muito pequena, o que acarreta problemas de instabilidade no calculo da matriz P. Por essa razao
o vector v é habitualmente definido a partir de

v=ux+ sgn(az:1)||x||ge1
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Além disso como todos os elementos da matriz voT sdo produtos de duas componentes do

vector z, entao valores grandes dessas componentes podem implicar a ocorréncia de fenémenos de

overflow. Esse problema é resolvido considerando o vector Wz em vez de x na definicdo de v.
Assim na definicdo da matriz P, o vector v é definido por
v=———4 sgn(z1) ‘LHel (9.4)
[|2]loo [|2]loo
e tem-se
—sgn(x1)a
x 1 0
Pz = sgn(z1) ||7——1|| e = , (9.5)
2lloo [l :
0
com
‘ x
o = =
][0 |
e
vMaxr = max ||
K3
Seja ainda
2
= 9.6
=2 (96)

Se v e [ sdo dados por (9.4) e (9.6) respectivamente, entao
P=1- 3w’
é chamada Matriz (ou Transformagcéo) de Householder. Esta matriz é uma matriz ortogonal, pois
PP = (I— v (I - puh)
(I = v )(I - poo’)
= I —2pv0T + gPovTvo?

= I -2 + 2T v(wo?)

4 T 4 T T
= I — m’l}’l} —+ (’UTU)QU ’U(U'U )
4 T 4 T

= I- —UTva + —UTUU’U =1

A discuss@o apresentada mostra que as matrizes de Householder podem ser usadas para trans-
formar uma matriz A numa matriz triangular. Com efeito se A € IR"*" e

P =1- ﬁlv(l)v(l)T

com .
a11 a1 an1
1 n
U( ) = |: +Sgn(a/11)a7 P
vmazx vmax vmax
vmazr = max {|a;1|: 1 <i<n}
) 8=z
yP1 = ——F—=
O T )
entao

2 2 2

A af)

PA= A = 0 azn G2n
0 an) agg



E agora facil de concluir que, se A é nao singular, entao
P, P, 5... ,PPA=R

onde R é uma matriz triangular superior e cada P, uma matriz de Householder da forma

T
Py = I — Bro®y® (9.7)
com .
k a®) a(F) oF)
U( : - |: 0 ... 0 v'rr]ilzczx + Sgn(ag;))a vk'r:zrzlzazj co 'UWTLLSI :| ’
vmaz = max{ aP|i=k n}
- ik [0 T vy ey )

Como todas as matrizes Py sdo ortogonais, também

Q=P 1Py 5... PP, (9.8)
é ortogonal e podemos escrever
QA=R (9.9)

que se chama Decomposicao QR de A.
A titulo de ilustracao, consideremos a seguinte matriz

4 1 -1
A= -1 9 1
1 -1 7

e procuremos obter a sua decomposi¢ao @ R. No primeiro passo da decomposi¢ao QR os elementos
nao diagonais da primeira coluna tém de ser anulados. Para isso constroi-se a matriz

P =1- ﬁlv(l)v(l)T

com

p T
= [ Ufrlnl,(i:c +8gn(a’11)a Ufrlnz,(i:c U?ng(i:c } ’

vmazr = max{|a;|,i = 1,2,3},

b

T

Entao vmax = 4, = 1.0607 e por isso

v = [ 2.0607 —0.2500 0.2500 |

Logo 1 = 0.4575 e

—0.9428 0.2357 —0.2357
0.2357 0.9714 0.0286

—0.2357 0.0286 0.9714

51
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Se agora multiplicarmos a matriz P; por A obtemos

—4.2426  1.4142 —0.4714
AP = pA= 0  8.9498  0.9359
0 —0.9498  7.0641

o que estd de acordo com o nosso objectivo. Na segunda iteracao ha que calcular a matriz P
que faz com que todos os elementos da segunda coluna de P, A(?) abaixo da diagonal sejam nulos.

. . . T
Como referimos anteriormente essa matriz tem a forma Py = I — BovP v~ | com

1 (2)
(2) — a 2 2
YT vmaz [ 0, Sz +sgn(ag2))a7a§2) } ’

2 2

vmar = max{|aég)|7 |aé2)|}v
2 2

s

By — —2

@7 ,@

Entao T
v® =[]0 20056 —0.1061 ],

By = 0.4958

[ 1 0 0

Py= |0 —0.9944 0.1055

| 0 0.1055 0.9944

Assim tem-se ~

—4.2426  1.4142 —0.4714
R=PA® = 0 —9.0000 —0.1853
I 0 0 7.1234

e a matriz triangular superior da decomposi¢ao QR foi obtida. E de notar que a matriz Q é o
produto de P, por P; e assim a sua forma explicita é

—-0.9428  0.2357 —0.2357
Q=PRP =] —-02593 -0.9630 0.0741
—0.2095  0.1309  0.9690

Consideremos agora um sistema de equacoes lineares
Az =b. (9.10)

Se a decomposicao QR de A foi calculada, entao a resolugao do sistema (9.10) consiste dos seguintes
passos:

1. Determinar o vector b = Qb;
2. Resolver o sistema Rx = b.

Da descrigao do processo de decomposicao QR conclui-se que as matrizes Py apenas sao ne-
cessarias para premultiplicar A e as suas matrizes reduzidas A®). Além disso, dada uma coluna
A.(]]?) de A®  entdo

PkA(k) = (I — 6kv(k)’u(k)T) A(]k)

J
T
A.(]]?) — (6kv(k) A.(JI»C)> k)
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Assim as matrizes P, nao precisam de ser armazenadas nem calculadas explicitamente no
processo de decomposicdo QR da matriz A. Em vez disso, apenas o escalar ( e o vector v(¥)
sdo considerados e o produto P,A%) é feito de acordo com o apresentado acima. Os algoritmos

para a construcdo dessas quantidades 3; e dos vectores v(¥) e para o célculo de P A.(JI-C), j >k, sao
descritos a seguir.

Algoritmo 50 (Construcgao de P, (isto é, de §;, e v(¥))) Seja A = A®) a matriz obtida apds
k — 1 iteragdes.

vmaz = max{|a;| : k <i<n}

a=20

Parai=Fk,...,n
v; = —Lik
g vmax
aza—i—vf

a=+/«a
_ 1
B = @
e = v + sgn(vg)a
Algoritmo 51 (Célculo de P, A)

Parat=Fk,....,n

n
s = g V5 st
i=k
s = fs
Parai=Fk,...,n
A5t = A4t — SV;

Seguidamente é determinado o nuimero de operagbes necessarias para obter a matriz Py e
calcular o produto P, A. Do algoritmo 50 tem-se

1 raiz quadrada
2(n — k + 2) multiplicagdes / divisdes
(n — k + 3) adigoes

e do algoritmo 51 tem-se

(n—k+1)[2(n—k+ 1)+ 1] multiplicages /divisoes
(n—k+1)[(n—k)+ (n—k+1)] adicdes

Portanto o ntmero total de multiplicagoes / divisdes é dado por

R —k+1)(14+n—k+1)+n—k+1)+2]

n

k=1
2nz_:(n—k)(n—k+1)+5n§_:(n—k+1)+2n§_:1 =
k=1 k=1 k=1
%n(nQ —1)+ W (9.11)
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e o numero total de adigoes é

i(n—k+1)[1+2(n—k)+1]+2:
k=1
2%(71—k)(n—k—l—l)—l—Zi(n—k—l—Z)—l—Zil:
k=1 k=1 k=1
2 0 o
gn(n -+ 2n+4)(n—-1) (9.12)

Além disso o nimero total de raizes é n — 1.

Estes niimeros indicam que a decomposicao QR necessita de aproximadamente %n‘3 operagoes
para ser calculada, isto é, requer sensivelmente o dobro das operacdes necessarias para efectuar a
decomposi¢ao LU de A.

Se pretendermos resolver o sistema (9.10), entdo, além da decomposi¢do QR, temos de deter-
minar o vector @b, o que pode ser feito usando o seguinte algoritmo:

Algoritmo 52 (Célculo de Qb)
S = Z ’Uibi
i=k

s =fs
Parai=Fk,...,n
bi:bi—s’l}i

Portanto o numero de adigoes para calcular @b é dado por

n—1 n—1
S R-k)+1]=2) (n—k)+(n-1)=n*—1 (9.13)
k=1 k=1

e o nimero de multiplicagoes / divisoes é

3 2(n — k4 1) +1] :2§(n—k+1)+(n—1) = (n—3)n-1) (9.14)
k=1 k=1

Além disso é ainda necessdrio resolver o sistema triangular superior Rz = b, pelo que o nimero
total de operagoes para resolver o sistema Az = b se calcula a partir das férmulas (9.11), (9.12),
(9.13) e (9.14) e vem dado por

namero de raizes quadradas: = n-—1
nimero de multiplicagoes / divisdes: = %n‘3 +(n—-1)GBn+9)+ 3 (9.15)
namero de adigoes: = %n‘3 + w - 27"

Portanto a resolugao de um sistema usando a decomposicao QR requer aproximadamente o
dobro das operagoes necessarias para a resolucao do sistema com decomposicao LU. Por essa razao
as matrizes de Householder nao sao normalmente usadas na resolugao de sistemas de equagoes
lineares. Contudo o uso da decomposicdo QR nao acarreta problemas de estabilidade. Com
efeito, é possivel provar que se ¥ é a matriz erro definida por

QTR=A+E
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entao
1E]l2 < cenr||All2 (9.16)

com ¢ aproximadamente igual a n? e e); a precisio da maquina [Golub].
A armazenagem da decomposicao QR da matriz A é feita usando o espago reservado a matriz
A e dois vectores DIAG e BETA de dimensao n e n — 1 respectivamente de tal modo que:

1. A matriz A armazena os vectores v¥), k =1,...,n — 1 das matrizes P} e os elementos nio
diagonais da matriz R.

2. O vector DIAG armazena os elementos diagonais de R.

3. O vector BETA armazena os n — 1 valores (3, associados as matrizes P.

Assim, se P,_1...PLA=R, P, =1 — ﬁkv(’“)v(k)T, entao tem-se

DIAG = [ i1 T2 ... Tnn }
BETA = [ fr -.fucr |

’U§1) T12 s Tin—1 T1in

oD @ r

2 2 2n-1  T2n (9.17)

A = : : . : :

USZI USZI . U,(ln:ll) Tn—1,n

v,(ll) v,(f) . v,(ln_l) 0

onde o ultimo elemento diagonal de A nao é utilizado.

Chegamos assim a conclusao de que a decomposicao Q R de uma matriz A pode ser efectuada em
n—1 iteragoes substituindo os elementos dessa matriz e usando dois vectores adicionais. O processo
de implementagao da decomposicdo QR de uma matriz A é feito usando este tipo de estrutura de
dados e os algoritmos 50 a 52 descritos anteriormente e é deixado como exercicio. Como veremos
no capitulo seguinte, este processo de decomposi¢cao QR pode ser facilmente estendido para uma
matriz rectangular. Alias, as matrizes de Householder encontram grande aplicagao na resolugao
de sistemas de equacoes lineares com matrizes rectangulares densas. A determinacao dos valores
préprios de uma matriz quadrada densa é outra drea em que as matrizes de Householder tém
vindo a ser muito usadas [Golub].

9.3 Matrizes de Givens

Uma Matriz de Givens tem a forma

J(k,i,0) = : : (9.18)

1

com ¢ = cosf e s = sinf para um certo f. A férmula fundamental da trigonometria mostra que a
matriz J(k,i,0) é ortogonal. Além disso se x € R" e y = J(k, 4, 0)x, entdo

Yk = CTE+ ST;
Yi = —STE+Crg
Yy; = xjvj # ia k
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Se pretendermos que a componente y; de y seja nula, entao basta escolher ¢ e s a partir de

CcC = 71.]6 S = 7xi (9.19)

«/xf—l—a:i’ «/xf—i—xi

Portanto se s e ¢ forem escolhidos de modo a satisfazer (9.19), a multiplicacao de J(k,1,6) por x
faz anular a componente i do vector obtido.

Consideremos agora um sistema Ax = b com A uma matriz nao singular de ordem n. Da
definigao anterior é facil de obter uma matriz triangular R multiplicando A por

n(n—1
(n—1)+(n—2)+...+1:%

matrizes de Givens construidas de forma a anular sucessivamente os elementos abaixo da diagonal
principal. Portanto podemos escrever

J (n —1,n, 9,,(,7,,_1)) . J(1,3,0)0(1,2,6,)A =R (9.20)

que fornece a decomposi¢ao QR de A usando matrizes de Givens. Portanto em passos é
possivel transformar a matriz A numa matriz triangular superior. Cada passo consiste em calcular
uma matriz J(k,i,60) e multiplicd-la por uma matriz A obtida da matriz A inicial por um niimero
finito de passos anteriores. Seguidamente, apresentamos um algoritmo que executa esse passo.

n(n—1)
2

Algoritmo 53 (Construgao da matriz J(k,1,0))
Se |aix| > |akk| faga

t=k o= L _ =gt
a;k’

|
o
q
ke

Se |aik| < |akk| faca

— Qik —_1 —
t—akk,c i S ct

As comparacoes efectuadas no algoritmo tém como fim o controle da grandeza dos nimeros. De
notar ainda que o algoritmo necessita de uma raiz quadrada, uma adi¢do e quatro multiplicagoes /
divisdes. O algoritmo para efectuar o produto da matriz de Givens pela matriz A pode ser escrito
da seguinte forma:

Algoritmo 54 (Multiplicagao de J(k,i,0) por A)
Para j=k,...,n

O nimero de adi¢oes é 2(n — k + 1) e o nimero de multiplicagoes é 4(n — k + 1). Assim, dos
algoritmos apresentados chega-se & conclusao que o nimero total de operagoes para transformar
a matriz A numa matriz triangular superior usando matrizes de Givens é dado por:

-1
numero de raizes quadradas = %
n
ntimero de multiplica¢oes / divisdes = Z(n —k)[4n—k+1)+4]
k=1
4, n(n—1)
= gt - 2 021

Mz

numero de adigoes =

(n—k)2n—k+1)+1]
n(n—1)
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Portanto o processo de determinagao da decomposicao QR usando matrizes de Givens necessita
de aproximadamente %n‘?’ operagoes, ou seja, do dobro das operagoes requeridas pelo processo de
obtengao da decomposi¢do QR usando matrizes de Householder. Por outro lado, contrariamente
ao caso anterior, nao é possivel desenvolver o processo de decomposicdo QR usando a estrutura
de dados que armazena a matriz A. Por essas razoes, as matrizes de Givens nao sdo normalmente
usadas na obtencao da decomposicao QR de uma matriz densa. No entanto essas matrizes tém
vindo a ser utilizadas na decomposi¢ao QR de matrizes esparsas e principalmente em processos
de actualizagao da decomposicao QR incorporados na implementacao de alguns algoritmos de
optimizac@o nao linear [Dennis], [Gill].

Exercicios

1

B~ W

S.
6.

10.

Mostre que se @1 e Q2 sao duas matrizes ortogonais, entao 1@z é ortogonal.
Mostre que todos os valores préprios de uma matriz ortogonal tém moédulo igual a 1.

Mostre que se @) é ortogonal, entdo A e QT AQ tém os mesmos valores proprios.

Seja A uma matriz simétrica de ordem n com valores préprios A; distintos, i =1,...,n.
(a) Mostre que se u!, ..., u" sdo vectores préprios associados a A1, ..., \,, entdo a matriz
Q |: ul u™ :|
—_ —1 PICECIEIY —n
[lut] [un]]

é ortogonal.

(b) Mostre que
QT AQ = diag(\1, ..., \n).

Se S ¢ uma matriz hemi-simétrica, mostre que A = (I — S)(I + S)~! ¢é ortogonal.

Determine a decomposicao QR das seguintes matrizes

41 -1 1 2 0 1 1
10 2

13 1 1 03 -1 0
A= (2)(1)—1 Ar=14 =11 0 2 41
00 1 2 00 -1 2

1 1 2 2 -1 0

Ay = 2 -1 0|, A= 1 1 4

-1 31 -1 31

usando matrizes de Householder.

Determine a decomposicao QR das matrizes A;, i = 1,2,3 do exercicio 6 usando matrizes
de Givens.

Resolva os sistemas A;x; = b, i = 1,2, com b* = [3,0,3]7 e b? = [3,4,4,—1]7, usando a
decomposicao QR dessas matrizes.

Mostre que toda a matriz de Hessenberg superior A (a;; = 0 para ¢ > j + 1) néo singular
admite uma decomposicdo QR, com ) produto de n — 1 matrizes de Givens e determine o
ntimero de operacoes necessarias para calcular essa decomposicao.

Seja A = QR, com (Q uma matriz ortogonal e R uma matriz triangular superior nio singular.
Desenvolva um processo para a obtencao da decomposicdo QR da matriz A + uv” usando
matrizes de Givens.
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11. Desenvolva uma implementagao do processo de decomposi¢ao QR com matrizes de Hou-
seholder usando a estrutura de dados referida neste capitulo.

12.

(a) Mostre que se A é uma matriz simétrica ndo singular, existem n — 1 matrizes de
Householder Hy,...,H,_; tal que QTAQ = T, com T uma matriz tridiagonal e

Q=H,...H, ;.
(b) Explique como pode utilizar esta decomposi¢ao para resolver um sistema com a matriz
A.
(c) Resolva o sistema
r1  +2x0 —r3 = 2
211 —I9 +xr3 = 2
T —3:[,‘3 = =2

usando a decomposi¢ao anterior.
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Capitulo 10

Resolucao de sistemas de equacoes
lineares com matrizes
rectangulares

Neste capitulo iremos estudar os algoritmos directos e iterativos para a resolugao do sistema de
equacoes lineares Ax = b quando A é uma matriz rectangular. Tal como no caso dos sistemas
de equagdes lineares com matrizes quadradas consideraremos apenas o caso em que A tem ca-
racteristica ¢(A) completa, isto é, em que c(A) = min{m,n}. Iremos designar esses sistemas
por verticais ou horizontais, consoante o niimero de equagoes seja maior ou menor que o nimero
de incégnitas. No primeiro caso o sistema nao tem em geral uma solugao que satisfaca todas as
equagoes, pelo que nos preocupamos em obter a chamada solugao dos minimos quadrados. Um sis-
tema horizontal com caracteristica completa é indeterminado. Neste capitulo debrugar-nos-emos
sobre a determinacao da solugao desse sistema cuja norma fo é minima.

10.1 Métodos directos para sistemas verticais

Consideremos o sistema
Azx =D (10.1)

em que A € R"™*" comm >n, b€ R™ ez € IR". Como referimos anteriormente, iremos apenas
considerar o caso em que a caracteristica de A é igual a m. Contrariamente ao que sucede quando
A é quadrada, nao existe em geral um solucdo desse sistema com residuo r = b — Ax nulo. E no
entanto possivel determinar a solugdo que minimiza a norma ¢ desse residuo, isto é, a solucao do
chamado Problema de Minimos Quadrados Lineares

min ||Az — bl|2 (10.2)
z€IR™
Se considerarmos o seguinte problema equivalente a (10.2)

1
i = —||Az —b||2
min f(z) = 5llAz - bll3
entao tem-se

flx) = %(Ax — b)T(Ax —b)

= bTb— (ATH) Tz + %xT(ATA)x
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Como ¢(A) = n entdo AT A € SPD. Portanto Z é solugao tnica do problema (10.2) se e s6 se o
gradiente Vf(z) de f em x satisfaz a equagdo V f(Z) = 0 [Dennis]. Mas

Vf(x)=AT Az — ATb
e portanto T satisfaz as equagGes normais
AT Az = ATh (10.3)

E evidente que a solucio de (10.1) também é solucao deste sistema (10.3), 0 que confirma a assercao
anterior.

Nesta secgao iremos apresentar processos para a resolucdo do sistema (10.1), ou equivalente-
mente para a solugdo do problema de minimos quadrados lineares (10.2). Tal como no caso da
resolucao de sistemas de equaces lineares com matrizes quadradas, o numero de condicdo de A
tem uma importancia fundamental em relagao a precisao da solugao que se obtém por qualquer um
destes processos. Para definir o niimero de condigao de uma matriz A rectangular, introduzimos
a chamada Pseudoinversa AT de A a partir de

At = (ATA) T AT (10.4)

E de notar que esta matriz tem ordem n x m. Além disso AT A € SPD pois ¢(A) = n. Portanto
AT existe sempre e

AYA=(ATA) T ATA=1,
Assim podemos definir o nimero de condigao cond(A) a partir de

cond(A) = [|A]| - ||A™]] (10.5)

Se usarmos a norma {5 entao tem-se

condy(A) = ||Allz - ||AT]]2 = \/m\/m

Mas

A+ (4N (ATA) " AT [(aT4) " AT}T

= (ATA) T (ATA) (A7)

-y
pois AT A é simétrica. Se representarmos por Amax(B) € Amin(B) 0 maior e menor valor préprio
da matriz B, e como AT A € SPD, entdo

Amax (AT A
COHdQ (A) = ﬁ (106)

Apos estas consideragoes iniciais estamos em condigoes de nos debrugarmos sobre os quatro
processos para a determinacao da solugao do problema de minimos quadrados lineares (10.2).

(i) Método das equagbes normais

Este processo consiste em resolver o sistema
AT Az = ATy

Como AT A € SPD entdo existem algoritmos directos e iterativos muito eficientes para resolver
o sistema (10.3), tanto no caso denso como no caso esparso e dai o grande interesse que esta
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abordagem tem despertado. O processo podera no entanto incorrer em algumas dificuldades
numéricas. Com efeito,como AT A € SPD, entéo

)\max (ATA)

COndQ (ATA) = m

= [condy(A)]?

Assim, se A é relativamente mal condicionada, a matriz AT A pode ser muito mal condicionada, o
que vai implicar a determinacao de uma solugao pouco precisa.

(ii) Transformadas ortogonais

Se A € IR™*™ tem caracteristica n, entdo existe uma matriz ortogonal ) tal que

QA= [ 1(—)3 } (10.7)

n(n+1)
2

Esta matriz @ é o produto de n matrizes de Householder ou de matrizes de Givens. Se

€SCrevermos
bl
@[

entao o sistema Ax = b é equivalente a

1
[?]xz[gg]@)}%m:bl

Portanto o sistema Ax = b pode ser resolvido a partir dos seguintes passos:

=5

(i) Calcular

(ii) Determinar

(iii) Resolver Rz = b'.

A decomposicao QR permite ainda obter boas estimativas do nimero de condigdo de A. Com

efeito, tem-se
condy(A) = condz(R) (10.8)

pelo que o numero de condigao de A se pode calcular aproximadamente usando o estimador
LINPACK para a matriz R. Para demonstrar (10.8), provemos primeiramente que

condz(A) = condz(QA) (10.9)

para qualquer matriz ortogonal Q. De (10.6) vem

A" (Q4)]
Auin [(QA)" Q)]

\/ Amax [ATQTQA]

conda(QA) =

[
mln [ QTQA

IIlaX ATA

Amax (AT A)
)\mm (ATA B Cond2 )
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o que mostra a igualdade (10.9). Entao de (10.7) tem-se

)

condsz(A)

=0 3]
BTt
_ 7§m5§;§; — conds(R)

e isso demonstra a igualdade (10.8).

Seguidamente vamos discutir a utilidade e implementagao da decomposigao @ R na resolugao do
sistema Az = b, ou equivalentemente na determinacdo do minimo global do problema de minimos
quadrados (10.2). Se A é uma matriz densa, entdo n matrizes de Householder

P, = I, — B;v® (v(i))T

com
2

bi= ()T o

e v() € R™ sao necessérias para determinar a decomposicio QR, em que
Q=P, P, 1...P,

Tal como no caso em que a matriz A é quadrada, apenas as componentes nao nulas dos vectores
v e os elementos f; sdo armazenados, conjuntamente com a matriz triangular superior, de acordo
com o seguinte esquema:

- v%l) -

T12 13 T1in

’Uél) UéQ) 23 . Ton

’U:(Sl) ’U:E)Q) ’Ué3) 3n
A—| : : : 10.10
R (10-10)

1 2 3
oy o o8 o
R S GG (O

B=[B1 B2 ... Bn|r=[rn r2 ... Ton |

Além disso o processo é estdvel e como vimos anteriormente nao altera o nimero de condicao de
A. Por isso este processo é muito recomendado para a resolugao do sistema (10.1) quando a matriz
A é densa. E facil de ver que o numero de operagoes necessarias para obter a resolugao do sistema
é superior ao que € necessario para o método das equacoes normais e essa diferenca aumenta com
m — n. Apesar dessa desvantagem, a decomposi¢do QR é normalmente mais utilizada que as
equagoes normais quando a matriz A é densa de dimensao pequena.

Consideremos agora o caso em que A é esparsa de dimensao elevada. A necessidade de arma-
zenar os vectores v() torna este processo impraticével para este tipo de problemas. O método das
equagoes semi-normais apresentado a seguir procura ultrapassar este inconveniente.
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(ii) Método das equagoes semi-normais

a=[5]

Seja

Entao

ATA=[ RT O]QQT[E%}—[RT o}[?]—RTR

O método das equagdes semi-normais consiste em obter a decomposicio de Cholesky RT R
usando a factorizagdo QR e depois usar essa decomposi¢do no método das equagdes normais.
Portanto o processo consiste dos seguintes passos:

(i) Determinar

or-[ 8

(ii) Resolver RT Rz = ATb.

E de notar que a matriz () nao precisa de ser armazenada, o que torna este processo bastante mais
atil para matrizes esparsas. A precisao da solugdo obtida por este processo é normalmente inferior
a que é obtida pela decomposicao QR. Por essa razao este processo nao é usado para matrizes
densas. Contudo a experiéncia computacional mostra que o uso de uma iteracdo de refinamento
iterativo é normalmente suficiente para melhorar bastante a precisdo da solucdo. A utilidade
deste processo na resolucao de sistemas com matrizes esparsas de dimensao elevada prende-se com
essa propriedade e com o facto de a decomposicdo de Cholesky RT R ser tinica. Segundo esse
processo, a Fase de Anélise para a matriz AT A é primeiramente efectuada e obtém-se uma matriz
de permutacao P tal que
PT(ATA)P

conduz a poucos enchimentos. Mas
PT(ATA)P = (AP)T(AP)

portanto na Fase de Factorizagdo deve-se determinar a decomposicdo QR da matriz AP, isto é,
da matriz que se obtém de A por reordenacdo das suas colunas. Entao tem-se

R
QAP = { f ]
Na Fase de Solugao ha que resolver o sistema
RTR(PTz) =10

ou seja,
RT'y=0b, Re =y, ©= Pz

Como a decomposicio RTR de Cholesky é tinica, entdo o ntimero de elementos nio nulos de
R é o mesmo da matriz que se obteria aplicando o algoritmo de decomposicao directamente
a matriz AT A. No entanto o nimero de operacoes para obter R é normalmente superior no
caso das equagoes semi-normais. Isso implica que este processo é normalmente mais demorado
que o método das equagoes normais. Contudo, as equagbes semi-normais com uma iteragao de
refinamento iterativo conduzem em geral a solugoes mais precisas, particularmente em sistemas
com matrizes mal condicionadas.
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(iv) Sistema Aumentado

As equagoes normais (10.3) podem ser escritas na forma

AT(b— Az) =0
ou ainda
ATy = 0
r = b—Ax

Este sistema pode por sua vez ser escrito na seguinte forma matricial

L o] [F]= 1) o

O processo do sistema aumentado consiste exactamente em resolver o sistema (10.11). A sua
matriz é simétrica indefinida de ordem m + n. Por essa razao este processo nao é utilizado no
caso denso. Se A é uma matriz esparsa de ordem elevada, entao este processo tem utilidade pelas
seguintes razoes:

e o numero de condi¢do da matriz do sistema (10.11) é da ordem do nimero de condicdo de
A, o que vai implicar a determinacao de solugoes bastante precisas.

e a matriz é bastante esparsa.

e existe software de grande qualidade para matrizes esparsas simétricas indefinidas, como por
exemplo o programa MA27 anteriormente referido, assim como uma sua extensdo MA47
especialmente vocacionada para este tipo de sistemas.

Como conclusao final, podemos dizer que em situagbes em que a precisao da solugao é o
aspecto mais importante, a decomposicao QR no caso denso e as equagoes semi-normais ou o
sistema aumentado no caso esparso sao aconselhdveis. Se a preferéncia for para um menor tempo
de execugao, entao o método das equagoes normais deve ser usado em ambos os casos.

10.2 Métodos directos para sistemas horizontais

Como ¢ perfeitamente conhecido o sistema (10.1) tem uma infinidade de solugdes se ¢(A) = m < n.
Nesta sec¢ao iremos apenas considerar processos de determinar a solugao de norma minima, isto
é, a solugao do seguinte problema de optimizagao

Minimize ||z]|2

sujeito a Ax =b (10.12)

que por sua vez é equivalente a
e . 1 2
Minimize  5|[z[[3
sujeitoa Ax =1b
Usando a teoria dos multiplicadores de Lagrange podemos concluir que a solugao 6ptima deste
programa satisfaz as seguintes equagoes

It — ATy = 0
i v ) (10.13)
ou ainda )
€T =
ATAy — b Y (10.14)

Como A tem caracteristica completa (c(A) = m), entdo a matriz AAT é SPD e o sistema AATy = b
tem solucdo tnica. A solucdo de norma minima é obtida multiplicando a matriz AT por esse vector

Y.
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Antes de apresentarmos os algoritmos para a determinacao da solucao do sistema com norma
minima , iremos definir o nimero de condi¢gao da matriz rectangular desse sistema. Tal como
anteriormente, consideremos a pseudoinversa AT de A a partir da seguinte definicio

AJr — AT(AAT)fl c IRnXm

Entao
AAT = (AAT)(AAT)’1 =1,

conds(A) 1Al A7 []2

\P(AAT) [p((4+)T 4%)

Mas como AAT é simétrica, tem-se

(ANHTAT = (AAT)"TAAT(AAT)?
= (AAT)7H(AAT)(AAT)™L = (AAT) !

Donde

condy(4) = /p(AAT)\[p((A*+)T A%)

o Amax(AAT)
= 2 (10.15)

€OmM Amax(B) € Apin(B) 0 maior e menor valores préprios da matriz B.
Tal como no caso anterior, existem quatro processos para a resolugao do sistema Az = b, que
sao discutidos a seguir.

(i) Método das equacOes normais

Este processo consiste em usar as férmulas (10.14). Como
AAT € SPD

entdo o sistema AATy = b pode ser resolvido eficientemente, tanto no caso denso como esparso,
usando a decomposicio LDL” dessa matriz.

A desvantagem desse processo reside na possibilidade da matriz desse sistema poder ser mal
condicionada. Com efeito, da férmula (10.15) vem

Amax (AAT)

COTLdQ (AAT) = m

= [conda(A))? (10.16)

Tal como no caso dos sistemas verticais essa é a linica razao para a existéncia dos processos
alternativos, que iremos descrever a seguir.

(ii) Transformadas Ortogonais

Como vimos na sec¢ao anterior, tem-se

-2

AQ=[R" 0]

ou seja
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EntaoAxz = b é equivalente a

ou ainda

Se escrevermos

y=Q == [ zg }
tem-se

7o) [ Y] -
Portanto

RTyM = (10.17)

e y® pode ser um vector qualquer. Fazendo 3 = 0, uma solucéo do sistema Az = b é calculada
por

z=Q [ y<01> } . (10.18)

Além disso x é solugdo de norma minima, pois a norma ¢ de um vector nao é alterada por
premultiplicagao por uma matriz ortogonal.
Tal como na secgao anterior, é possivel provar que

condy(R) = condz(A)

pelo que este processo tem bastante interesse do ponto de vista das suas propriedades numéricas,
possibilitando a obtengao de solugtes bastante precisas. O ntmero de operagoes requeridas por
este processo € superior ao das equagoes normais sendo essa diferenca tanto maior quanto maior for
a diferenca n — m. Esta desvantagem nao obsta a que este processo das transformadas ortogonais
seja o mais recomendado para a resolugdo do sistema (10.1) quando a matriz A tem dimensao
relativamente pequena. Nesse caso sao usadas matrizes de Householder, sendo a sua armazenagem
feita segundo um esquema semelhante ao apresentado em (10.10) considerando linhas em vez de
colunas.

A necessidade de armazenagem da matriz ortogonal @ (ou dos vérios vectores v(i)) torna
este processo impraticavel para matrizes esparsas de dimensao elevada. O processo das equagoes
semi-normais foi desenvolvido para esse caso e ¢ discutido a seguir.

(iii) Método das equagoes semi-normais

Este processo resolve o sistema Ax = b a partir das equagdes normais (10.14), mas usando a
decomposicdo QR de A para obter a decomposiciao de Cholesky de AAT. Com efeito, tem-se

R

QAT—{ ; ]@AAT—AQTQAT—[RT o][R

_ pT
O]RR

e desta forma o processo de resolugao de (10.1) é dado por

=[]

(i) Calcular a decomposigdo QR de A
sem armagzenar a matriz Q.
(ii) Resolver RT Ry = b.

(iii) Calcular z = ATy.
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Este processo é particularmente ttil para matrizes esparsas. Neste caso o algoritmo do grau
minimo deve ser aplicado para determinagao de uma ordenacao definida por uma matriz de per-

mutagao P. Como
P(AATYPT = (PA)(PA)T

entdo as linhas de A devem ser dispostas segundo essa ordenacao, sendo a decomposicao QR de A
obtida em seguida. Além disso, as matrizes A (ou AT) e R devem ser armazenadas em esquemas
de colecgao de vectores. Este processo é normalmente mais demorado do que as equagoes normais,
mas conduz a solucbes mais precisas, principalmente se a solucao obtida por este processo for
melhorada por uma iteragao de refinamento iterativo. Isso torna este processo mais recomendado
do que as equagoes normais quando se pretende uma solugao com uma boa precisao.

(iv) Sistema aumentado

As equagoes (10.13) podem ser escritas na forma

r—ATy = 0
—Ax = —b

0 == o

O método do sistema aumentado consiste em resolver este sistema (10.19). Como a matriz deste
sistema tem ordem m + n, este processo nao deve ser utilizado para matrizes densas. Além disso,
a matriz deste sistema é simétrica e o seu nimero de condigcao é sensivelmente da ordem do da
matriz A. Por outro lado existe software de grande qualidade, nomeadamente as ja mencionadas
MA27 e MA47, e por essa razao alguns autores aconselham este processo na resolucio de sistemas
horizontais.

ou ainda

10.3 Meétodos iterativos para sistemas rectangulares

Estes algoritmos procuram resolver os sistemas
AT Az = AThou AATz =b

sem calcular as suas matrizes explicitamente. Iremos apenas considerar o primeiro tipo de sistemas,
pois a discussao dos algoritmos para sistemas horizontais de norma minima é semelhante. Como

condy(AT A) = [condy(A))?

entao estes processos tém grandes dificuldades de convergéncia quando A é relativamente mal
condicionada e por isso raramente sao usados para sistemas de pequenas dimensées. No entanto
tém utilidade quando as dimensoées sao elevadas, particularmente quando A é bem condicionada
ou é conhecido um bom precondicionamento.

(i) Método de Jacobi
Como no caso quadrado, o método de Jacobi é baseado na particao
ATA=D - E, D= diag(AT A) (10.20)
Entao

Dz* 1) = ATh 4 Bz
AT+ (D — AT A)z®
Dx™ + AT(h — Az®)

233



Donde
gD = 20 1 DLAT(h — Az®)

e deste modo o método de Jacobi pode ser escrito na forma

{ rB) = h— Ag(®

x(k“rl) — x(k) + D*lATT,(k) (1021)

Para completar a descrigao do processo é necesséario explicar como se calcula a matriz D =
diag(AT A). Se A estd armazenada por colunas, a matriz D é muito facil de obter. Com efeito, se

A= [ A1 As ... A, ]
entao "
",
ar | A
AT
e por isso

diag(AL A1)
diag(ALA )
D = diag(AT A) = ?
diag(AT,A.,)

Tendo em conta essa armazenagem da matriz, é ficil de calcular o vector 7(*) a partir do
produto da matriz A pelo vector denso z(*). O vector z(*+1) é entdo determinado por

(k+1) _ (k) Looar )
T} =z +—"Ar" j=12...,n
J J AT;AJ J

(ii) Métodos de Gauss-Seidel e SOR

A partigdo associada ao método de Gauss-Seidel é dada por
ATA=(L+D)+L"
com D e L respectivamente a diagonal e o tridngulo inferior de AT A. Entdo
(L + D)D) = —LTz®) 4 ATy

e portanto
2B+ — (k) 4 p-1 {ATb_ [Lx(k+1) +(D+ LT)x(k)H

Se z € IR™ é o vector correspondente & iteracao k + 1 entao tem-se

L = )

A = 204 [DTAT (- 4P| =1,
J

D) L (nt1)

com e’ o vector j da base canénica. O segundo grupo de equagbes pode ser escrito na forma

, AT (b — AZ0))
+1 — -J | =
Z(] ) — Z(j)_‘_Te])j_:L"'?n
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Introduzindo agora o vector
r0) —p— A0
entao tem-se

LD — 0) 4 A%_Te{j =1,...,n
g4t

com A ; a coluna j da matriz A. Além disso
rUHD —p— ALUFD — 4,0 §jAed = rU) _ §jAed = rU) _ 5 A

e portanto o algoritmo para o método de Gauss-Seidel para sistemas verticais pode ser apresentado
da seguinte forma

Algoritmo 55 [Método de Gauss-Seidel]
Para k=0,1,...
L) — (k)
r) =p— Az
Paraj=1,...,n
A@r(j)
T AT A
2+ = 0) 4 5e0)

PG = p0) — A,
gk — L (nt1)

E agora relativamente simples ver que o método SOR tem a mesma forma, com §; agora dado
por
wA?r(j )

;= ———,
7TOATA;

w €]0,2]

em que w é o parametro de relaxagao.

Para finalizar, h4 a referir que, em virtude de A” A € SPD, o método SOR converge para qual-
quer 0 < w < 2. Além disso, a matriz A deve estar armazenada por colunas numa implementagao
do método quando A é uma matriz esparsa de dimensao elevada.

(iii) Método dos gradientes conjugados

Como AT A € SPD, entdo o método dos gradientes conjugados pode ser utilizado para resolver o
sistema AT Az = A”b. De acordo com a notacdo usada na seccio 8.5 esse processo tem a forma:

Algoritmo 56
Dado xg
Calcule 1o = b — Az, po = ATrg
Para k=0,1,...

AT

|| Apx|[3
Th+1 = Tk + QkPk
Thyl = Tk — Apy,

P [ e
ATl

g
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Prt1 = ATrig1 + Brrapk

Tal como anteriormente, na implementagao desse processo ha que evitar o cdlculo da matriz
AT A, para o que é importante considerar dois vectores v € IR™ e s, € R™ tais que

v = App, sp = Alrp = — AT Az®) — ATp
Tendo em conta as definicoes desses vectores, podemos escrever o algoritmo na seguinte forma:
Algoritmo 57 [Método dos Gradientes Conjugados (CG)]
Dado xg.

Calcule

Tozb—AiL'o

o gT
so=po=A"10

Yo = 8§ 50
Para k=0,1,...
v = Apy
an = Yk
k v,{vk

Tkl = Tk + QkPk

Th+1 = Tk — QVk

sir1 = ATrpq

Se V41 = szﬂskﬂ < € termine. De outro modo

Tk
G, = 4L
Yk
Ph+1 = Sk+1 + Bebr

Neste algoritmo, a tolerancia e é normalmente escolhida ligeiramente superior & precisao da
maquina €,7. De notar igualmente que a prestacao do método depende bastante do ntimero de
condigdo de A, uma vez que conda(AT A) = [condy(A))>.

(iv) Precondicionamento

Tal como para as matrizes quadradas, a técnica de precondicionamento consiste em introduzir
uma matriz M nao singular tal que AM ~! seja melhor condicionada que A. Mas

min
zeR™

Az —bl2 < yrgﬁ{l [|[AM ™y — b2, Mz =y
& (AM Y (AM Yy = (AM )b, Mz =y
e por isso o método dos gradientes conjugados precondicionado (PCG) tem a seguinte forma:
Algoritmo 58 [Método PCGJ
Dado xg
Calcule rg = b — Axg

Resolva

MTSO = ATTO
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Mp() = S0-

Calcule vo = sOTso

Para k=0,1,...
v, = Apy,
an = V&

k v,{vk

Tp41 = T + QkPk

Tk+1 = Tk — QUk

Resolva M s 11 = ATy

Se i1 = Siy 15641 < € termine. De outro modo

_ Yk+1
By = ——
Yk
Resolva M 511 = Sg4+1 — Sk+1
Pk+1 = Sk+1 + BkPk

Tal como no caso de um sistema com uma matriz quadrada, a matriz M deve ser escolhida por
forma a que os sistemas lineares com essa matriz sejam de facil resolugao. Existem alguns casos
possiveis entre os quais distinguimos a ja analisada Decomposi¢ao Incompleta Sem Enchimentos.
As matrizes ortogonais podem também ser tuteis neste contexto. Suponhamos que A tem um
nimero reduzido p de linhas pouco esparsas, e que sem perda de generalidade essas linhas sao
justamente as tltimas p linhas da matriz. Se

A= { v } (B e RPN e P

entao
ATA=B"B+ETE

e por isso podemos usar BT B como aproximacio para AT A. Se
R
-1

entdo BT B = RTR e a matriz de precondicionamento serd justamente M = RTR.E evidente que
o precondicionamento serd tanto mais eficiente quanto menor for o nimero p de linhas que nao
se consideram na formagdo da matriz B. Sugerimos [Portugal], [Matstoms] para bons estudos
desse tipo de precondicionamento e dos outros algoritmos directos e iterativos para a resolugao do
problema de minimos quadrados lineares com matrizes esparsas de dimensao elevada.

Exercicios

1. Determine a solugao dos minimos quadrados para os seguintes sistemas:

(a)

T —r9 = 1

X1 +xo = 2

21‘1 —33?2 = 1

31‘1 —Xy = 3

(b)

X1 +x3 = 2
i) —r3 = 0
X1 —2:[:3 = -1
X2 +x3 = 2

237



10.

11.

usando os quatro métodos directos discutidos neste capitulo e determine os residuos associ-
ados a essas solugoes.

Determine a equacao da recta que aproxima no sentido dos minimos quadrados os pontos
(zi,y;) € R? dados pela seguinte tabela

z |1 2 3 4 5 6
yi |1 13 18 25 32 40

usando um método a sua escolha.

Determine a equagao do polinémio de grau 2 que aproxima no sentido dos minimos quadrados
os pontos (z;,y;) € IR? dados na tabela da alinea anterior usando um método & sua escolha.

. Desenvolva uma implementacao do método de Gauss-Seidel para a determinagao da solugao

dos minimos quadrados de um sistema vertical com uma matriz esparsa armazenada numa
coleccao de vectores.

Considere o sistema vertical Az = b, com A € IR™*"™ uma matriz de caracteristica completa
n < m. Mostre que se perturbarmos o vector b em db € IR™ entdo a solugdo do respectivo

sistema (x + dz) satisfaz

b+ b
ond(A)in T2l I

com || - || uma norma subordinada.

Determine as solugoes de norma minima dos seguintes sistemas horizontais:

(a)

1 4x2 23 +24 = 4
—r1 +x2 +x3 = 2
(b)
r1 —X2 +xr4 = 2
—x1 +txy —xg = —2

|
—

Ty —X3 +I4
usando os quatro métodos directos discutidos neste capitulo.

Desenvolva processos baseados na decomposicao LU e na decomposi¢ao QR para a deter-
minacao de uma solugao bésica de um sistema horizontal (recorde a nocao de solugao bésica
apresentada no capitulo 3).

Determine uma solugao bésica dos sistemas da pergunta 6 que nao tenha norma minima,
usando os processos discutidos na pergunta anterior.

Descreva os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e Gradientes Conjugados para a deter-
minagao da solugao de norma minima de um sistema horizontal.

Desenvolva uma implementacao do método de gradientes conjugados para a determinacao
da solugao de norma minima de um sistema horizontal com uma matriz esparsa armazenada
num esquema de coleccao de vectores.

Seja H uma matriz SPD. Indique os processos de determinagao da solugdo de norma || - ||x

minima (||y||z = v/yT Hy) quando:

(a) H é uma matriz diagonal.

(b) H é uma matriz nao diagonal.
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12.

Determine as solugoes de norma || - ||z minima dos sistemas horizontais da pergunta 6, com
H = diag(2,1,3,1).
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