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1 Introducao

O conceito de Optimizagao estd normalmente associado a decisao estratégica de quantidades limitadas de
recursos entre actividades competitivas, de forma a que a solucao produzida seja a melhor possivel. Notar que
este processo surge com frequéncia em estruturas organizacionais que envolvam alguma complexidade de gestao.
Sao exemplos de algumas aplicagoes praticas da Optimizacao, a distribuicdo de matérias primas na produgao
de bens de consumo, a seleccao de carteiras de investimento, a selecgao de formas e trajectos de transporte, o
planeamento agricola e a idealizacao de terapias baseadas em radiagoes.

A Programagao Linear (PL) estd relacionada com a optimizagdo (minimiza¢do ou maximizacdo) de uma
funcao linear, satisfazendo um conjunto de equagoes e/ou inequacoes (restrigoes) igualmente lineares. Este pro-
blema foi inicialmente concebido por George B. Dantzig em 1947 quando trabalhava como consultor mateméatico
da Unidade de Controlo da Forga Aérea Norte Americana. Apesar de actualmente se saber que o matemético
e economista soviético L. V. Kantorovich formulou e resolveu previamente o mesmo tipo de problema em 1939,
o seu trabalho permaneceu ignorado até 1959. Por esse facto, é atribuida a Dantzig a concepgao de problemas
de PL, sendo a denominacao Programagao Linear usada pela primeira vez pelo economista e matematico T. C.
Koopmans em 1948.

Em 1949 George B. Dantzig desenvolveu o chamado Método Simplex para resolver programas lineares. Desde
entao tem havido um grande progresso dessa disciplina tanto em desenvolvimentos teéricos e computacionais
como na exploracao de novas aplicagoes da PL. O método simplex recolhe grande aceitacao para a resolugao
desses programas, devido nao s6 a sua simplicidade mas principalmente a sua capacidade em produzir solucoes
em tempo aceitdvel. E no entanto importante referir que se trata de um algoritmo nao-polinomial, pois é possivel
encontrar uma classe de problemas lineares para os quais o método simplex exibe um esfor¢go de crescimento
exponencial, com a dimensao do problema. No entanto, o seu comportamento tem sido, em termos praticos,
analogo ao de um algoritmo polinomial.

Actualmente existem outros algoritmos teoricamente mais eficientes para problemas de PL, exibindo um
comportamento polinomial em relagao ao esforgo de determinagao da solucao 6ptima. Sao exemplos disso, o
método do elipséide e os jd muito famosos algoritmos de pontos interiores. No entanto o método simplex continua
a ser o processo mais usado na prética para a resolucao de programas lineares. Além disso esse algoritmo ou
a sua variante dual-simplex pode ser usado eficientemente na resolucao de programas lineares com estruturas
especiais (redes e transportes) e com varidveis inteiras e na andlise de sensibilidade, tarefas para as quais os
algoritmos de pontos interiores ainda nao se mostraram suficientemente competitivos. Por isso limitar-nos-emos
neste texto a estudar os métodos simplex e dual simplex.

A modelacdo e andlise de um problema de Programacao Linear desenvolve-se através de varios passos. A
fase de formulag¢ao do problema envolve um estudo detalhado do sistema e consequente recolha de dados, de
modo a identificar as suas restricoes ou limitacoes e a sua funcao objectivo. O problema em andlise pode,
frequentemente, ser apenas uma parcela de um sistema mais global. O passo seguinte envolve a identificacao
do problema através de um modelo matemdtico. E necessério algum cuidado para assegurar que o modelo
seja matematicamente tratavel e represente satisfatoriamente o sistema em andlise. Este compromisso devera
ser estabelecido de forma equilibrada e as hipdteses subjacentes ao modelo deverao ser consideradas de forma

adequada. Assim sendo, deve-se ter em mente que as solugdes que se obtiverem correspondem ao modelo e ndao



necessariamente ao sistema, a nao ser que o modelo represente fielmente a situagao real.

O terceiro passo envolve a obtencao de uma solu¢ao para a qual, deve ser escolhido o método simplex ou
uma sua variante ou uma técnica de pontos interiores. A quarta fase envolve teste, andlise e (possivelmente)
restrutura¢cdo do modelo. A solu¢do do modelo pode ser examinada, tal como a sua sensibilidade a vérios
parametros do sistema, estudando o seu comportamento em varios cenarios de hipéteses diferentes. Esta
andlise de sensibilidade permite um melhor conhecimento do sistema e servird para averiguar a fiabilidade do
modelo, através da comparagao dos resultados calculados com os resultados esperados, utilizando experiéncia
recolhida no passado ou através de um teste de regressao usando dados histéricos. Nesta etapa, pode pretender-
se enriquecer o modelo através da incorporacao de outros aspectos importantes do sistema, que tenham sido
anteriormente ignorados, ou mesmo optar-se por simplificar o modelo. O tltimo passo envolve a implementacdo
de todo o processo de modo a poder ser usado interactivamente pelo agente de decisao.

Neste trabalho procura-se apresentar os assuntos mais interessantes da chamada Programacao Linear, no-
meadamente o problema de existéncia e unicidade de solugao 6ptima de um programa linear, o tratamento
computacional e as suas aplicagdes. Na estruturacao deste trabalho sao apresentados na primeira sec¢ao varios
modelos de programacao linear que servirao ao leitor de motivagao para o estudo destes problemas. Nas secgoes
seguintes sao discutidos alguns conceitos e resultados matematicos importantes que sustentam teoricamente os
métodos da Programacgao Linear. A dualidade linear é abordada a seguir. Posteriormente, sao estudados os
métodos simplex e dual-simplex, suas convergéncias e implementagoes. Por fim, sao apresentadas as extensoes
dos métodos simplex e dual-simplex para varidveis com limites superiores e sao estudadas vérias situacoes de
pos-optimizacao e andlise de sensibilidade.

Na feitura deste trabalho procurou-se a simplicidade e o rigor na exposicao dos vérios assuntos de modo a
que ele possa ser usado como manual didactico em qualquer curso de programacao linear. O trabalho contém
ainda uma enorme variedade de exercicios sobre todos os assuntos e uma bibliografia cuidadosamente escolhida

que se poderd tornar um bom auxilio para leituras posteriores sobre a programacao linear.

2 Formulacao de Problemas em Programa Linear

I. PLANEAMENTO DA PRODUCAO

Uma empresa especializada no fabrico de portas em madeira estuda o langamento de quatro novos modelos
cujos pregos de venda sdo 12, 14, 14 e 10 euros, respectivamente. A linha de fabrico da empresa é constituida
pelas secgoes de Corte, Polimento, Montagem e Acabamento. A duragdo (em minutos) que cada modelo requer

em cada secgao, assim como as capacidades produtivas mensais (em horas) de cada secgdo, sdo dadas pela tabela

seguinte:
Modelo\Seccao | Corte Polimento Montagem Acabamento
1 14 24 18 14
2 10 18 16 10
3 11 16 15 10
4 8 18 14 11
Capacidade 400 800 600 400

Além disso estes modelos requerem dois tipos de madeira diferentes, podendo a empresa adquirir por meés



no maximo 18 toneladas de madeira do primeiro tipo e 12 do segundo tipo. A quantidade em quilogramas que

cada modelo necessita é dada pela tabela seguinte:

Tipo de Madeira\Modelo | 1 2 3 4
1 10 12 12 8
2 6 4 4 6

Considera-se nao existir qualquer dificuldade na absorgao do mercado dos trés primeiros modelos de portas,
enquanto para o Ultimo nao é possivel vender mais de 50 unidades por més. Pretende-se determinar um modelo
de planeamento da producao das portas que satisfaga os requerimentos apresentados e que conduza a um lucro
maximo.

Formulagao. Na formulacao deste problema, vamos considerar as varidveis de decisdo x1, T2, T3 € T4 que
correspondem, respectivamente, ao numero de portas do modelo 1, 2, 8 e 4 a produzir.

Depois de definidas as varidveis, podemos estabelecer matematicamente as restricées do problema. As capa-
cidades de cada uma das secgcoes sao as restrigoes que aparecem em primeiro lugar neste problema. Comecemos

entdo por analisar a restricao imposta pela seccao de corte. Assim tem-se:

e cada porta dos modelos 1, 2, 3 e 4 necessita de 14, 10, 11 e 8 minutos-mdquina, pelo que o total de
minutos-maquina necessdrio a produgao de x1, X, T3 € x4 portas dos modelos 1, 2, 8 e 4 € de 14z, 10xo,

11x3 e 8x4, respectivamente;
e a disponibilidade mensal € de 400 horas-mdquina, ou seja, de 24000 minutos-mdquina.
Portanto a restricdo associada a esta sec¢ao pode ser escrita na forma
14z1 4+ 10z9 4 11z3 4+ 84 < 24000
Do mesmo modo, para as outras sec¢oes, obtemos
24x1 + 18xz9 4+ 1623 + 18z, < 48000

1821 4+ 1625 + 15x3 + 1424 < 36000
1421 4+ 10z + 1023 + 1124 < 24000

Além disso existem as restricoes relativas as quantidades de madeira que a empresa tem ao seu dispor. Em

relacao a madeira do primeiro tipo tem-se

e cada porta dos modelos 1, 2, 3 e 4 necessita de 10, 12, 12 e 8 quilogramas, pelo que o total em quilogramas
necessdario a producdo de x1, To, x3 e x4 portas dos modelos 1, 2, 8 e 4 € de 10xy, 12x5, 12x3 € 81y,

respectivamente;

e q disponibilidade mensal é de 18 toneladas, ou seja, de 18000 quilogramas.

Portanto a restri¢do associada a esta situacdo pode ser escrita na forma
10x1 + 1229 + 1223 4+ 824 < 18000
Do mesmo modo, para a madeira do seqgundo tipo, obtemos

6x1 + 4xo + 423 + 624 < 12000



FExiste ainda uma outra restricao imposta pelo mercado, que limita a producdo do nimero de portas do dltimo

modelo em 50 unidades, e que € por isso traduzida por
XTq S 50
Além disso, s6 tém sentido produgdes inteiras ndo negativas, isto é
T1,x2,T3,T4 Z 0.

Para terminarmos a formulacdo do problema € necessdrio construir a funcdo objectivo. Os precos unitdrios
de venda das portas dos modelos 1, 2, 3 e 4 sao de 12, 14, 14 e 10 unidades monetdrias, pelo que os precos de
venda de x1, o, T3 € T4 portas dos modelos 1, 2, 8 e 4 sdo de 12x1, 14xo, 14x3 e 10x4, respectivamente. Se z
€ o montante total proveniente da venda das portas, entao hd que determinar o valor das varidveis x1, T3, T3

e x4 que mazimizam a funcdo linear definida por
z = 12z1 + 1429 + 1423 4+ 10124

Em sintese, obtivemos o sequinte problema de programacao linear

Maximize z= 12z1 + 14292 + 14x3 + 10x4
Sugeito a 1421 + 10zo + 1lz3 + 8xy < 24000
24xy + 18x9 + 16x3 + 18z4 < 48000
14zy + 10x2 + 10z3 + 1lxzy < 24000
10zy + 1220 + 1223 + 8x4 < 18000
6x1 + 4dxo + 4dxs + 6x4 < 12000
T4 S 50
zy, 2, 3, Ty = 0

E de notar que o nidmero de portas deve ser um wvalor inteiro. Como o problema é constituido apenas por
restricoes de “<” e os coeficientes das varidveis sao nao negativos, o simples arredondamento de cada varidvel
da solucdo doptima do programa linear para o inteiro imediatamente anterior fornece uma solugao que satisfaz

as restricoes do problema e que serd certamente bastante interessante para o problema em causa.

II. SELECCAO DE INVESTIMENTOS

Um empresa pretende aplicar os rendimentos das suas fabricas em fundos de investimento durante um
periodo de cinco anos. Dos fundos existentes actualmente no mercado seleccionou um conjunto de quatro,
por lhe oferecerem taxas de juro mais elevadas em periodos de tempo iguais. Os dados relativos as taxas e

periodicidade dos juros sao dados pela tabela seguinte:

fundo de investimento 1 2 3 4
periodicidade do juro (em meses) 6 12 24 36
taxa de juro (por perfodo) 22% 4,6% 9,6% 15%

Sabe-se que a empresa tem neste momento um resultado liquido de 0.5 milhoes de euros, sendo os rendimentos

esperados da actividade das fabricas ao fim de cada seis meses dados pela seguinte tabela:

periodo de tempo 6 12 18 24 30 36 42 48 54
rendimento esperado (em milhdes de euros) | 0.3 06 03 04 0.2 03 01 01 02




A empresa pretende elaborar um plano de investimentos que lhe permita maximizar o lucro liquido obtido
no final dos cinco anos.
Formulacao. Na formulacdo deste problema consideramos x;; (i = 1,2,3,4; j = 1,2,...,10) como varidveis
de decisao que correspondem ao montante em milhdes de euros que deve ser aplicado no fundo de investimento
i no inicio de cada periodo j de seis meses. Se z € o lucro liquido total proveniente do investimento nos fundos,

entdo a funcao objectivo é definida por:

z 00221’11 + 00221’12 + 00221‘13 + 0022$14 + 0022x15+
0.022!1;16 + 0022$17 + 0022%18 + 0022%19 + 0.022‘%1’1()4-
0.046x21 + 0.046x95 + 0.046x23 + 0.046x24 + 0.046255 + 0.046256 + 0.046257 + 0.046225 + 0.046299+
0.096x31 + 0.096x35 + 0.0962x33 + 0.0962x34 + 0.096x35 + 0.096236 + 0.0962374
0.150x41 + 0.1502x 49 + 0.150243 4+ 0.150244 + 0.150245
ou seja
10 9 7 5
2=0.022) x1;+0.046 Y wp; +0.096 > x5, +0.150 Y x4;
j=1 j=1 j=1 j=1

E de notar que a partir do inicio do seqgundo semestre dos terceiro, quarto e quinto anos mao se fazem
aplicagoes em fundos com periodicidades de 3, 2 e 1 anos, respectivamente. Isto deve-se ao facto dos vencimentos
destas aplicacoes serem posteriores ao final do quinto ano, ndo sendo por isso consideradas.

Na formulacdo do problema hd ainda a considerar uma restrigdo para o inicio de cada periodo de seis
meses, que indica que a soma dos montantes a investir nos fundos € igual a soma do dinheiro proveniente dos
rendimentos das fabricas com o dinheiro proveniente do capital e juros de investimentos vencidos no mesmo
periodo. Assim tem-se

T11 +To1 + 231 +x41 = 0.5

T12 + T2 + 32 + Ta2 0.3 + 1.022x11

T13 + x93 + T33 + T43 0.6 + 1022(E12 + 1046%21

T14 + To4 + X34 + Taa 0.3 + 1.0222z13 4+ 1.046299

T15 + To5 + X35 + Tas 0.4 + 1.022214 + 1.046293 + 1.096237

T16 + T26 + T36 0.2 + 1.022215 4+ 1.046294 + 1.096x32
17 + To7 + 37 0.3 +1.022x16 + 1.046x25 + 1.096x33 + 1.150x471

18 + Ta2g = 01+ 1022%17 + 10461'26 + 10961’34 + 11501’42
T19 + T29 = 0.1 4 1.022z18 + 1.046227 + 1.096235 + 1.150x43
21,10 — 0.2+ 1.022210 4+ 1.046295 + 1.096236 4+ 1.150244

Além destas restri¢oes tem-se ainda
25 >0, 1=1,2,3,4;, j=1,2,...,10

Tendo em conta as expressoes apresentadas, obtém-se o sequinte programa linear



10 9 7 5
Maximize z = 0.022 Z T15 + 0.046 Z Toj + 0.096 Z r3; + 0.150 Z Tqj

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Sugeito a T11 + X1 + T31 + Ta1 =05
T12 + Tag + w32 + T2 — 1.022214 =03
T13 + 23 + X33 + 43 — 1.022210 — 1.0462971 =0.6
T14 + Tog + T34 + Taq — 1.022215 — 1.046195 =0.3
T15 + Tos + X35 + 45 — 1.022214 — 1.046223 — 1.096231 =04
T16 + Tog + T36 — 1.022x15 — 1.046x94 — 1.096x32 =0.2
T17 —+ Zo7 + 14 - 10221316 - 10461'25 - 10961’33 - 11509341 = 03
18 + Tog —1.022217 — 1.046296 — 1.096x34 — 1.150242 = 0.1
T19 + Z2g9 — 1.0221‘18 — 1.0461}27 — 1.0961‘35 — 1.150$43 =0.1
1,10 — 1.022x19 — 1.046298 — 1.096x35 — 1.150x44 = 0.2

Lij Zoa Z:17273a47 ]:1,2,,10

III. PROBLEMA DE STOCKS
Uma empresa do ramo alimentar produz quatro tipos de éleo, alimentar, soja, milho e amendoim, e planeia a
sua produgao para os proximos seis meses. Com base em anos anteriores chegou-se a conclusao que as previsoes

de vendas (em milhares de caixas) sdo as que constam da seguinte tabela:

Meses\Oleos | Alimentar Soja Milho Amendoim
Janeiro 9 18 2 2
Fevereiro 8 16 1 1
Margo 10 20 6 4
Abril 12 22 6 6
Maio 10 20 3 4
Junho 12 22 6 5

A capacidade normal de produgéo é de 40 milhares de caixas por més, sendo os custos unitarios de producao

(em u.m. por caixa) dados pela seguinte tabela:

Meses\Oleos | Alimentar Soja Milho Amendoim
Janeiro 1500 800 2000 2100
Fevereiro 1400 800 1900 2000
Margo 1500 850 2200 2200
Abril 1600 900 2150 2300
Maio 1550 850 2250 2200
Junho 1600 800 2300 2350

A empresa consegue produzir até 5 mil caixas de éleo por més, com custo unitdrio adicional de 5%, em horério
extraordindrio. A capacidade de armazenagem é de 50 mil caixas, sendo o custo unitdrio de armazenagem de
apenas 1 u. m. para uma caixa de qualquer tipo de d6leo. A empresa deseja planear a sua producao, tendo em
conta que existe em stock no inicio do més de Janeiro trés mil caixas de éleo alimentar, seis mil de soja, mil de
amendoim e mil de milho e que no final do més de Junho os stocks terao de ser repostos.

Formulagao. Considere-se o sequinte conjunto de varidveis principais, onde o indice i estd associado aos tipos
de dleo (1 = dleo alimentar, 2 = dleo de soja, 8 = dleo de milho, 4 = dleo de amendoim) e o indice j estd

associado aos meses (1 = Janeiro, 2 = Fevereiro, 3 = Marco, 4 = Abril, 5 = Maio e 6 = Junho)

zi; (1=1,...,4;j=1,...,6) = numero de caizas de dleo do tipo i a produzir em hordrio normal

no mes j,



yij (i=1,...,4;j=1,...,6) = nimero de caizas de dleo do tipo i a produzir em hordrio extraor-
dindrio no més j,

sij (i=1,...,4;5=1,...,5) = nimero de caizas de dleo do tipo i em stock no final do més j.

Em relacdo as restrigoes, em cada més, o numero de caizas de oleo produzido em hordrio normal e extraor-
dindrio terd de ser maior ou igual que a quantidade previsivel de venda. A diferenca ird para armazém e serd

quantificada pelas varidveis s;; para cada um dos meses, respectivamente. Essas restrigcoes terao entdo a forma

zi1tyn+3 = 9+ s, ZTo1 +y21+6 = 18+ 591,
T2 ty12+s11 = 8+ 819, Tz + Y22 + 521 = 16+ 522,
13t y13+s12 = 10+ s13, T3+ Y23 + 822 = 20+ s03,
Ti4+ Y14+ 813 = 124 514, Tog + Y24 + 823 = 22+ s94,
T15 +y15 + 814 = 10+ s15, Tos + Y25 + 824 = 20+ s25,
16 + Y16 + 515 =  12+3, T26 + Y26 + 525 =  22+6,
x31 +ys1 +1 = 2+ s31, ZTa1 +ya1 +1 = 2+ s41,
T3z tys2+s831 = 1+ 839, Tyo +Ya2 + 541 = 1+ 549,
33+ Y33 +832 = 6+ 833, T43 + Y43 + 842 = 4+ 843,
T34+ Yysa+ 833 = 6+ s34, Taq + Yaqa + 843 = 6+ Sy4,
T35 + Y35 + 834 = 3+ 535, Tas + Ya5 + 544 = 4+ S5,
T36 + Y36 + S35 = 6+1, T46 + Ya6 + S45 = 5+ 1.

Seja s10 = S16 = 3, S20 = S26 = 6, S30 = 536 = 1, Sap = S46 = 1 e representemos por p;; as previsoes de venda

do éleo do tipo i mo més j. Entao as restricdes anteriores podem ser escritas da sequinte forma
Tij +Yij +sij-1=pij+5i5; (1=1,...,4 j=1,...,6)

Além destas condigoes, existem ainda limitagoes no total de caizas de dleo a produzir pela empresa, tanto

em hordrio normal como em hordrio extraordindrio, que sao expressas através das sequintes restricoes

Z11 + X21 + 231 + w41 < 40, Y11 + Y21 + Y31 + yar <5,
T12 + T2z + T32 + w42 < 40, Y12 + Y22 + ys2 + Ya2 <5,
213 + X23 + w33 + w43 < 40, Y13 + Y23 + Y33 + ya3 < 5,
T14 + T4 + T34 + 44 < 40, Y14 + Y24 + Y34 + yaa <5,
T15 + To5 + w35 + 45 < 40, Y15 + Y25 + Y35 + yas <5,
T16 + T26 + w36 + Tae < 40, Y16 + Y26 + Y36 + Yae < 5.

ou seja

4
i=1

4
Zyij <5 (j=1,...,6)
i=1

Por fim existem limitagoes no niumero de caizas a armazenar, que sao descritas pelo sequinte conjunto de

restrigoes:
94+ 1842+ 2+ 511 + 521 + 831 + 541 < 50
8416+ 141+ s12 + S22 + 532 + S42 < 50
10+20+6 +4 + 513 + 23 + 833 + 543 < 50
12422 +6+6 4 514 + S24 + S34 + S44 < 50
10 +20+3 + 4+ 515 + 825 + 835 + 545 < 50

511 + 821 + 831 + 541 < 13
812 + S22 + 832 + 842 < 28
513 + 823 + 833 + 543 < 14
S14 + S24 + 534 + S44 < 10
515 + S25 + S35 + 845 < 7

e



FEstas restrigoes sao equivalentes a

4 4
D s <50= pijy (G=1,...,5)
i=1 i=1

Além disso, tem-se
;>0 (1=1,...,4; j=1,...,6)
yi; >0 (i=1,...,4 j=1,...,6)

Representemos por ¢;; (i = 1,...,4; 7 = 1,...,6) o custo unitdrio de producao de wma caiza de dleo do
tipo i no més j em hordrio normal. O objectivo do nosso problema é minimizar o custo total de produgao e

armazenagem, ou seja, a quantidade

4 6 4 6 4 6
2= chiszj + ZZ 1.05¢45y45 + ZZSU (x10%)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1

Estas expressoes conduzem ao sequinte programa linear

4 6 4 6 4 6
Minimize z = Z Z CijTij + Z Z 1.05¢;5y:5 + Z Z Sij

i=1 j=1 i=1 j—=1 i=1 j=1
Sugeito a Tij + Yij + Sij—1 = Pij T Sij (i=1,...,4; 7=1,...,6)

4

i=1

4
Zyij§5 (j=1,...,6)
i—1

4 4

D5 50— i (G=1,...,5

i=1 i=1

x5 >0 (i=1,...,4; j=1,...,6)
SijZO (i=1,...,4;j 1, .,5)

3 Forma Normal de um Programa Linear

O Problema de Optimizacao ou de Programacdo Matemdtica consiste na determinacao do valor de n variaveis

T1,%2,...,Ty, que tornam minimo ou maximo o valor de uma funcao
flar,me, ... xy)
num conjunto definido por m restri¢oes
gi(T1,22, ..., Zn) =b;, 1=1,2,...;m
Cada varidvel x; varia num determinada intervalo

ljngg’u]', j:1,2,...,n



onde —oo < [; < uj < +oo.

O Problema de Programagdo Linear é caracterizado pelo facto de f(z1,22,...,2n) € gi(T1,22,...,Zn),
(i=1,2,...,m) serem fungoes lineares. A Forma Normal de um programa linear é a seguinte
Minimize z = c1r1  + CoTa + + cpy,
Sujeito a a1ry  + a12Ty + +  ainTn = b1
a1 + ar2 + + amz, = b (1)
+ + o
am1T1 +  Gm2T2  + +  GmnTn = bm
lj ij guja .7: 1a27"'an
onde a;;, b, ¢, lj ew; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) sdo parametros do problema.

A fungdo a minimizar ou a maximizar, z = c1x1 + caxa + ... + cpx,, designa~se por Fung¢do Objectivo. As
igualdades g;(z1,22,...,2,) = b;, (1 = 1,2,...,m) constituem as Restri¢oes e as desigualdades I; < z; < uj,
(7=1,2,...,n) as Condi¢des de Limites. Se u; = 400 e l; = 0, entdo a restricdo de limite em z; tem a forma
xz; > 0 e diz-se Condicdo de Nao Negatividade. Nesse caso a forma normal diz-se Simples. A forma normal
contém ainda as j Varidveis Principais ou de Decisao x;. O conjunto de solucoes que satisfazem as restricoes
designa-se por Conjunto Admissivel e cada solugao desse conjunto diz-se Admissivel. A Solu¢do Optima de um
programa é a solu¢ao admissivel de menor (maior) valor z, no caso de se tratar de um problema de minimizagao
(maximizagao).

Os numeros reais ¢; (j = 1,2,...,n) designam-se por Coeficientes de Custo e representam o prejuizo (lucro)
unitdrio associado & varidvel de decisao z; (j = 1,2,...,n), no caso do problema ser de minimizagdo (maxi-
mizacao). Além disso, os chamados Coeficientes Tecnoldgicos a;; (i =1,2,...,m; j = 1,2,...,n) representam
a medida unitéria exigida pela varidvel de decisdao x; em relagdo ao recurso associado a restricao de ordem ¢
(1 =1,2,...,m). Finalmente os coeficientes b; (i = 1,2,...,m) s@o designados por Termos Independentes das
restrigoes e representam as limitagoes dos recursos associados as restrigoes.

Na pratica, os programas lineares aparecem geralmente em outras formas que se podem transformar na
forma normal, por modificagoes relativamente simples. Assim um problema de minimizacao pode converter-se

num problema de maximizacao, pois

n n
Méximo g ¢;jx; = —Minimo g (—¢j) z;
i=1 i=1
ou seja,
Méximo z = —Minimo (—z)

Assim, apds a resolugao do novo problema de minimizagao, o valor da funcao objectivo do problema inicial é
igual ao valor da funcdo objectivo do novo problema multiplicado por (—1). Além disso, toda a desigualdade
a1 +a0xa+. . .+ anx, < b; pode ser transformada numa igualdade, por introducgao de uma varidvel adicional

com condi¢ao de nao negatividade. Com efeito a desigualdade anterior é equivalente a
a1 + a2 + ...+ QinTp + Tni; = b;

com

Tn+i >0



Do mesmo modo, a desigualdade a;1x1 + ;222 + . . . + ainT, > b; pode ser escrita na forma
;171 + 2T2 + ...+ AinTy — Tpig = b;
em que
Tndi Z 0

As novas varidveis x,,y; designam-se por Varidveis de Desvio ou Varidveis de Folga.

Tendo em conta essas consideragoes, todo o programa linear pode ser escrito na forma normal

n
Minimize g cjrj
Jj=1
n
Sujeito a E ajjry =b;, 1=1,2,...,m
Jj=1
l]‘ Sl‘j SUJ‘, ] = 1,2,...,’[7,
Este problema pode ainda ser escrito numa notagao matricial. Com efeito, considerando os vectores ¢, [, u e x

de R" e b de IR™ e a matriz A de IR™*" definidos a seguir

&1 Iy U T by aix  aiz ... Qin
c l U T b a a .oa
= 2= 2 u= 2| g= 2 p= 2 e A= 21 22 2n
Cn ln Unp Tn bm aml Am2 ... 0(mn
entao o programa linear consiste na determinagao do vector z € IR" tal que
Minimize Tz
Sujeito a Az =b (3)
[ <x<u

Como veremos nas proximas seccgoes, serd particularmente usada durante este curso uma forma, em que
l; =0 e u; = +oo para todo j = 1,2,...,n. Neste caso as condi¢oes de limite sdo substituidas pelas de nao

negatividade, obtendo-se a forma normal simples

Minimize ¢z
Sujeitoa Az =5 (4)
x>0

4 Solucao Basica de um Sistema de Equacgoes Lineares

Considere-se o sistema Ar = b com A uma matriz de ordem m x n, b € IR™ e v € IR". Iremos assumir que a
caracteristica de A é igual a m, pelo que o sistema é possivel e indeterminado. Uma solu¢ao T desse sistema

diz-se Bdsica se existir um subconjunto J = {j1,j2,...,4m} de {1,2,...,n} e (n —m) valores reais v, tais que
1. Z;=vjparaj¢J
2. As colunas A.; de A para j € J sao linearmente independentes.

Se se considerar a matriz quadrada



constituida pelas colunas de A associadas aos indices de J, entdao B é nao singular. Com efeito, como

A, Ay, ..., A, sao linearmente independentes, entdo a caracteristica de B é igual a m e B é de ordem

Jis
m x m. Essa matriz B diz-se a Base associada & solugao bésica. Além disso, como T; = v; para j ¢ J entdo os

valores das restantes varidveis podem ser obtidos a partir de

Bz :b—Z’L}jA.j (6)
i¢J
Assim, uma solugao béasica tem sempre associados um conjunto de indices J e dois tipos de varidveis. As
correspondentes a esse conjunto dizem-se Bdsicas e satisfazem a igualdade (6). As restantes sdo denominadas
Nao Bdasicas e tém valores fixos.
Consideremos as restrigoes de um programa linear na forma normal
Ar =
lj<zj <wu;, j=12,...,n
Para obter uma solugao bésica admissivel do programa linear, cada um dos valores v; das varidveis nao bésicas
x; deve ser um dos limites /; ou u;. Além disso, os valores das varidveis bésicas obtém-se resolvendo o sistema
(6). Sel; < x; < u; paratodo j € J, entdo a solucao basica é admissivel. De outro modo, é uma solugao bésica
de Az = b nao admissivel. Uma solugdo bésica diz-se Ndo Degenerada se T; ¢ {l;,u;} para todo j € J. De
outro modo ¢é Degenerada e neste caso hé pelo menos um indice j € J tal que T; = [; ou T; = u;. A titulo de
exemplo, consideremos o sistema linear
T+ T —a3+ x4 =1

1 — T2+ x3 + 224 = 2
0<z; <1, j=1,2,34

p=[1 4]

1 e e - .
eb— ZJ'%J v;iA; = [ 9 |- Portanto as varidveis basicas x1 e x5 sdo dadas univocamente por

Seja J = {1,2} e fixemos x3 = x4 = 0. Entéo

BIJ =b
ou seja, satisfazem
1 1 T _ 1
1 -1 o || 2
3 1 . , .
Donde z1 = 3 e Ty = —5 Assim obtém-se a solucao bésica

3 1
Xr = <2, 2,0,0)

que nado é admissivel, pois x;, i = 1,2, nao satisfazem 0 < z; < 1. Por outro lado, para J = {1,3} a matriz base

o=[1 ]

Suponhamos que as varidveis nao bésicas x5 e x4 tomam valores iguais aos limites superiores, ou seja,

3

e

$2:$4:1.
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Entdo b%UjA.j[é]{_”[;]{_H

Portanto as varidveis basicas sao solugoes do sistema

IR

Donde 1 =0, 3 = 1 e a solugao bésica é

z=(0,1,1, 1)

Como 0 <x7 <1e0<x3 <1, entao a solugao basica é admissivel.

Consideremos finalmente o caso de J = {2,3}. Entéo

i

é singular e portanto nao ha uma solugao bésica associada a esse conjunto J.

Notar finalmente que o processo de construcao de uma solucao bésica para condicbes de nao negatividade
é ainda mais simples que no caso geral. Com efeito as varidveis nao bésicas sao nulas e portanto as variaveis
bésicas constituem a solucao tnica do sistema

BSL’J:b

A solugao basica é admissivel se os valores das variaveis basicas sao nao negativos. Além disso, nao existe
solucdo bésica associada a J se B é singular. A titulo de exemplo, consideremos as restricoes de um programa

linear na forma normal simples
1 +To+x3—T4 =2
201 —x9+ 23+ 24 =1
z; >0, 7=1,2,3,4

A solugéo bésica associada a J = {1,2} é dada por

[55{2}0{

z=(1, 1, 0, 0)

Portanto

Essa solugao basica é admissivel, pois as varidveis basicas sao nao negativas. Por outro lado, nao ha solugao

bésica associada a J = {2,4}, pois a correspondente matriz B é singular.

5 Sistema de Desigualdades Lineares

Como referimos anteriormente, é frequente em Programagao Linear aparecerem restrigdes na forma de desigual-
dades em vez de igualdades. Assim por exemplo, o niimero de veiculos utilizados por uma empresa tem de ser
menor ou igual do que o niimero total de veiculos que essa empresa possui.

Uma desigualdade linear tem a forma geral

a;121 + a;pTo + ...+ ainxy, < b; (7)

12



ou

a;1T1 —+ a;2X2 4+ ...+ AinLn Z bz (8)

E de notar que uma das formas pode ser reduzida a outra, através da multiplicagdo de ambos os membros por

(—1). Com efeito (7) pode ser escrita na forma
—Qi1T1 — A;2T2 — ... — AinTyn = —b;

Um sistema de desigualdades lineares é um conjunto de restrigdes da forma (7) e (8). Tal como no caso
das equagoes lineares, um sistema de desigualdades lineares pode ser impossivel, ter uma solucao tinica ou ser
indeterminado. Se o numero de varidveis é igual a dois, entao é facil determinar graficamente o conjunto de
solugoes de um sistema de desigualdades. Isso é explicado a seguir com o auxilio do seguinte sistema

r1+29 <1

r—x <4 9)

1 >0, 722>0
Para representar 1 + x2 < 1 comega-se por tracar a recta da equacao x; + xo = 1. Esta recta divide o plano
X1X5 em dois semi-planos, 1 + 12 < 1 e x1 + 22 > 1. Para determinar aquele que corresponde a x1 + x5 < 1
considera-se um ponto (Z1,T2) que nao pertenga a recta 1 + xo = 1. Se Ty + Ty < 1 entdo a desigualdade
corresponde ao semi-plano que contém este ponto. De outro modo, a desigualdade é representada pelo outro

semi-plano. Assim a desigualdade x; + x9 < 1 é representada pelo semi-plano a sombreado, na seguinte figura

<
1

0.5 1

k + + + T
—0.5 0.5 >\1.5
—0.5+ T+ a9 =1

Para isso basta notar que a origem z; = 0, x5 = 0 satisfaz a desigualdade. As outras desigualdades sao

D

representadas geometricamente de modo semelhante, sendo assim facil determinar o conjunto que representa as

solugoes do sistema (9). Esse conjunto estd representado pela regido que se encontra a sombreado na seguinte

T2
\_}
1 .’1?1—.2?2:1/2

figura.




Se agora se juntar a desigualdade x5 > 1 a (9), entéo o sistema resultante tem uma solugao dnica (z1 = 0,29 = 1),

tal como sugere a seguinte figura

T2
_}
T2 = 1 NK
\I{ T
x17x2:1/2
0.5 1
z2=0 A .1
—0 , —t
—0.5 /0.5 >\1.5
—0.5 - T+ 29 =1

Por outro lado, se se adicionar a desigualdade x; > 1 a (9), entéo o sistema torna-se impossivel, como se pode

observar a seguir.

T2 —
.1‘1:1

iy

K .131—.232:1/2
051

F O } } } 9
—0.5 /0.5 1.5
—0.5 - T+ 29 = 1

6 Resolucao Grafica de Programas Lineares

No sentido de clarificar o problema de programacao linear, iremos nesta secgao discutir a resolugao grafica de
um programa linear com apenas duas varidveis. Considere-se o seguinte programa linear
Minimize z = 1 — 229
Sujeito a T +x39 <1
r1 — T2 S 1/2
2120, 220
onde a regiao admissivel corresponde ao conjunto K representado a sombreado na figura 1 e que foi obtido
de acordo com o processo explicado anteriormente. Para cada z a equacdo que define a funcdo objectivo
r1 — 2x9 = 2z é uma recta. A resolucao grafica do programa linear consiste em determinar o menor valor de z
para o qual a recta x1 —2x5 = z intersecta a regiao admissivel. Esse processo é muito facil de efectuar. Para isso
consideram-se dois valores z; e 23 de z e tragam-se as rectas respectivas. Desse modo é encontrado um sentido
para o decréscimo do valor de z. No nosso caso usando z; = 0 e zo = —2 concluimos que esse decréscimo tem o

sentido indicado na figura. Entao o ponto = = (0, 1) é a solucdo 6ptima do programa e o valor éptimo é z = —2.

14



€2
%
Solugao 6ptima
z=0
0.5 1

K

F 1S t t T
T
— /0,5 >\15

—05 4

No exemplo apresentado, a solugao éptima do programa linear existe e é Unica e é um vértice da regiao
admissivel. Além disso a regidao admissivel é limitada. A solugdo 6ptima de um programa linear pode existir e

ser Unica e a regiao admissivel ser ilimitada, conforme mostra o seguinte exemplo

Minimize z = z1 — 2o
Sujeito a —x1 + 225 <1
3r1 +4x9 > 6

120, 7220

T2

\—) 2:7%’2:0 —x1+ 210 =1
1.5

, " , , , —
05 0.5 15 M
—05+ 3x1 +4x2 =6

Mais uma vez a solugao 6ptima do programa dado é um vértice do conjunto admissivel. O programa e a figura

a seguir ilustram um caso em que a solugao éptima nao é tnica

Maximize z = 3z + 429
Sujeito a —r1+ 225 <1
3r1 +4x9 <6

2120, 2220

15



—x1 + 210 =1

0. — Solugoes éptimas
k + o) + + t T
I
0.5 0.5 \1.5 Bﬁ
—0.5 + z=0 z=3 31’1+41’2:6

Apesar de nesse caso haver solugoes Optimas que nao sao vértices do poligono admissivel, hd pelo menos uma

solucao 6ptima nessas condicoes.

Um programa linear pode ainda ser inadmissivel, isto é, o seu conjunto admissivel ser vazio. Como exemplo

deste caso considere-se o programa

Minimize z =
Sujeito a

T2

1
2x1+3x2_1\&{

ZL’1—2£CQ

r1 +x2>1

21 4+ 322 <1

1 >0, z22>0

L 1

—-0.5

I 4 a)
U

1
T
O\\I.B
~051 /

Finalmente um programa linear pode ser admissivel e nao ter solugao 6ptima pelo facto da fungao objectivo

ser ilimitada inferiormente no seu conjunto admissivel. O préximo programa linear ilustra esse caso

Minimize z =
Sujeito a

—x1 + X2

—x1 + 222 <1
3x1+4x9 > 6
2120, 2220
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T2

\—) Z:%zzo —x1 + 210 =1
1.5

, —8 | | , ——
-0.5 0.5 15 %
—0.5 + 3x1 +4x2 =6
Os exemplos apresentados nesta secgao indicam que um programa linear pode ser admissivel ou nao. Se
for admissivel e limitado entao tem solugao 6ptima, que pode ser Unica ou nao. Além disso, hd sempre uma
solugao 6ptima num vértice do conjunto admissivel. Se o conjunto admissivel é ilimitado, entao a solu¢ao éptima
pode existir (e hé pelo menos uma solugdo éptima num vértice) ou a funcao ser ilimitada inferiormente nesse

conjunto. Nesse tiltimo caso a fungdo objectivo tende para (—oo) no conjunto admissivel. Nas préximas secgoes

iremos mostrar que realmente estes resultados sao verdadeiros para qualquer programa linear.

7 Conjuntos Convexos, Fechados e Limitados

Dado um conjunto K C IR" e 2! € K, 2 € K chama-se Segmento de Recta (Intervalo) de Extremos x', 22 ao

conjunto

2!l ={z e R": z=Xx'+(1-N2? 0<A<1}

'/‘1‘2
T

Um conjunto K é Convezo se para quaisquer x' € K e 22 € K o segmento [z', 2%] est4 contido em K.

que ¢ ilustrado na seguinte figura

K convexo K nao convexo

Da defini¢ao de conjunto convexo é facil concluir que a intersecgao de um nimero finito de conjuntos convexos
é um conjunto convexo.

Chama-se Hiperplano de IR" a um conjunto da forma
H, = {I cR": apnxi +appre+ ...+ aipmxy, = bl}
Tal como em IR? um hiperplano divide IR" em dois Semi-Espacos definidos por

S; = {.”L' eR"”: anx1 +apre+ ...+ amxy < bz}
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51' = {SC cR": a;1r1 + aipre + ...+ aipnxy, > bl}

Chamamos Poliedro a intersecgao finita de semi-espagos. E facil observar que hiperplanos e semi-espagos sao
conjuntos convexos. Como o conjunto admissivel de um programa linear é um poliedro, entao verifica-se o

seguinte resultado.
Teorema 1 O conjunto admissivel de um programa linear é um poliedro convezo.

Dado um vector T € IR" chama-se Vizinhanca de Centro T e Raio 6 > 0, ao conjunto
V(@,0) ={z e R": ||z —%|| <6}

com ||.|| a norma euclideana. Um vector T € IR" diz-se um Ponto Interior de um conjunto K se existe § > 0
tal que V(z,0) C K. O conjunto dos pontos interiores de K diz-se Interior de K e representa-se por Int(K).
Um vector T € R" diz-se um Ponto Aderente de K se V(Z,0) N K # () para qualquer 6 > 0. A Aderéncia de K
é o conjunto de pontos aderentes de K e representa-se por K. Assim tem-se que Int(K) C K C K. Um vector
T € IR™ diz-se um Ponto Fronteiro de K se é aderente mas néo é interior. A Fronteira de K é o conjunto dos

pontos fronteiros e representa-se por Fr(K). Em relacao & fronteira, estabelecem-se as seguintes relagoes

K =F(K)UInt(K), Fr(K)NInt(K)=10 2?2 € Fr(K)
ozl € Int(K)

K

Um conjunto K é Aberto se Int(K) = K e é Fechado se K = K. Portanto todo o conjunto fechado contém
a sua fronteira. B de notar que todo o hiperplano e os semi-espagos definidos anteriormente sao conjuntos
fechados. A interseccao de um numero finito de conjuntos fechados é um conjunto fechado e por isso verifica-se

o seguinte resultado.
Teorema 2 O conjunto admissivel de um programa linear é um conjunto fechado.

Um conjunto K diz-se Limitado se existe » > 0 tal que ||z|| < r para todo x € K. Portanto K estd
contido numa vizinhancga de centro na origem e raio r. Como vimos anteriormente, o conjunto admissivel de

um programa linear pode ser limitado ou nao.

8 Pontos Extremos de Poliedros Convexos

Um vector T € IR™ é um Ponto Eztremo de um conjunto convexo K se T € K e ndo pertence ao interior de um

segmento de recta que une dois vectores de K. Portanto z € K é um ponto extremo de K se ndo existem ' e

r?taisquer’ € K,i=1,2eZ = Az? + (1 — N)z? com 0 < A < 1.

e Pontos extremos
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Nesta seccao iremos caracterizar algebricamente os pontos extremos de poliedros convexos como solugoes basicas
admissiveis da forma normal. Iremos, por simplicidade, considerar a forma normal simples, pelo que o poliedro
K é definido por

K={xzeR": Az =b,z > 0} (10)

onde m < n,beIR™ e A é uma matriz de ordem m X n com caracteristica m. Entdo é possivel demonstrar o

seguinte resultado.

Teorema 3 Seja K o conjunto definido por (10). Entdo T € ponto extremo de K se e s6 se T € solug¢ao basica

admissivel de Ax = b, x > 0.

Demonstracao.

1. Seja T um ponto extremo de K. Entao T é uma solu¢ao admissivel do sistema que define K. Para provar
que T é uma solugao bésica comegamos por demonstrar que sao linearmente independentes as colunas de
A correspondentes as varidveis positivas de T. Considere-se sem perda de generalidade que T; > 0 para
1=1,2,...,7r, com r < n, e provemos que A.1,A.5,...,A.,. sdo linearmente independentes. Se tal nao

acontecer, existem r nimeros reais «; tais que
arAq Ao+ ... +aA,=0
com pelo menos um «; # 0. Mas Az =b e T = (T1,T2, ..., %r,0,0,...,0) implica que
T1Aq + Tl + ...+ T A, =D
Portanto existe 8 > 0 tal que T; = 0a; > 0,71 =1,2,...,re
(T1 +0a1)Aq + (T2 +0a2)Aa + ...+ (Tr + 0 )A = b

(T —0a1)Aq + (T2 — 0az)Aa + ...+ (T — O ) A = b

Sejam
T = (T1 +0a1,T2 + bas, ..., T + 0, 0,0,...,0)
T = (7 — o, %y — Oos, ..., Ty — 0y, 0,0,...,0)
Donde
T= 3423 TeKeiek
x—2 2:10, T ex

0 que é impossivel, por T ser ponto extremo.

Como a caracteristica de A ¢ igual a m, entdo r < m. Se r = m, entdo B = [A.;] constitui a matriz

base associada a T. Se r < m, entdo existem (m — r) colunas A.;,A,,..., A tais que =; = 0,

tm—r

J=1i1,02,..yim—r e B=[Aq Ao ... A, A, A, ... A, _.] éndo singular. Entdo B é a matriz base

associada a T.

2. Se T é uma solucao bésica admissivel de Az = b, z > 0, entdo, A = [B NJ, com B = [A.;];cs nao singular,

N =[Alj¢seJ C{L1,2,...,n}. Além disso



com BZj; =b, T; > 0. Suponhamos que existem 2!, 22 € K tais que
Z=Mr' +(1—-\)az?

e0< <1 Se

com u' € R™, i = 1,2, entfo a relacdo anterior pode ser escrita na forma
bl b bl

Ty =Ml + (1= \)u?
0= !+ (1-\)w?

Como 0 < A< 1lewv®>0,i=1,2, asegunda igualdade implica v! = v? = 0. Mas A = [B N] e portanto

u!' e u? satisfazem

Bul=b, i=1,2

Como B é ndo singular, entdo v’ = Tz, i = 1,2. Donde T = 2! = 2? e isso demonstra a segunda parte do
teorema.
O
A titulo de exemplo, considere-se o conjunto definido pelas seguintes desigualdades
r1+x2<1, 21 2>0, 220 2>0 (11)
cuja representacao grafica é apresentada na figura seguinte
T2
\_>
1
0.5 1
K
F ) + + N
z
—0.5 0.5 >\1.5
—0.5+ T+ a9 =1
Se se introduzir a varidvel x3 > 0, entao essas restrigbes podem ser escritas na forma normal
r1+zot+xz3=1, 1 >0, z5>0 (12)

Entao

' =(1,0,0), 2?=(0,1,0), =*=(0,0,1)

sdo as tnicas solugoes basicas admissiveis de (12) e x!, 2% e 2% sdo os pontos extremos do conjunto convexo

K definido por essas restri¢oes. Portanto z' = (1,0), 22 = (0,1), 2> = (0,0) sdo os pontos extremos do
subconjunto de IR? definido pelas desigualdades (11).
O teorema anterior mostra que todo o ponto extremo do poliedro convexo K definido pelas restrigoes da

forma normal simples de um programa linear tem uma caracterizacao algébrica simples, que é exactamente uma
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solucao bésica admissivel com varidveis nao basicas nulas. Se todas as varidveis basicas forem positivas, entao
hé apenas uma solucao béasica associada ao ponto extremo. Contudo um ponto extremo pode ter associado
mais do que uma solucao béasica admissivel quando pelo menos uma das varidveis bésicas for nula, isto €, se a
solucdo bésica é degenerada. A titulo de exemplo, consideremos o poliedro definido pelas restrigdes

1+ 22 <4
120, 2920

cuja representacao grafica é apresentada na figura seguinte

DA%

4183

3

v

el K T+ 10 =4
1

X
9 -
12 03 ANT, oy

O poliedro convexo possui trés pontos extremos z*, i = 1,2, 3. Se escrevermos as restricoes (13) na forma normal
b b b)

.T1+ 5L’2+IIZ3 :4
x1 + 229 —x4=4
2120, 2220, 23>0, 24 >0

2

entdo os pontos extremos 2 e x> tém apenas uma solucio bésica admissivel associada, enquanto que hé trés

solucoes bésicas admissiveis associadas ao ponto extremo x'. Com efeito
zt = (4,0,0,0)

e ha por isso trés casos possiveis.

1. z1 e 2o sdo basicas. Como B = } ; é ndo singular, hd uma solugdo bésica admissivel (4, 0, 0, 0)
associada ao conjunto J = {1,2}.

2. x1 e w3 béasicas. Nesse caso B = } (1) é também nao singular. Portanto ha também uma solugao
bésica admissivel (4, 0, 0, 0) associada a J = {1, 3}.

3. x1 e x4 bésicas. Como B = } _(1) } é também nao singular, entdo (4, 0, 0, 0) é ainda uma solugao

bésica admissivel associada a J = {1,4}.

No entanto o ponto extremo

z? =(0,2,2,0)

tem uma e uma s6 solugao basica admissivel associada. Com efeito como z5 e x3 sao nao nulas, entao tém de

<[4 4]

é uma solucao bésica admissivel.

ser basicas e portanto

Como essa matriz é ndo singular entdo 22
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9 Solugao Optima do Programa Linear

Nesta seccao iremos estabelecer um resultado fundamental, segundo o qual toda a funcao linear definida num
poliedro convexo K tem uma solucao éptima num ponto extremo ou entao é ilimitada inferiormente em K.
Para isso necessitamos de algumas defini¢bes, que sdo apresentadas no inicio desta secgao.

Dado um conjunto convexo K C IR", um vector nao nulo d € R" diz-se uma Direc¢ao Ilimitada de K se
(x + Ad) € K para todo z € K e A > 0. Como consequéncia imediata desta defini¢do verificam-se as seguintes

propriedades:
1. K é um conjunto ilimitado se e s6 se admite pelo menos uma direccao ilimitada.
2. d é uma direccao ilimitada se e sé se ad é uma direcgao ilimitada para todo niimero real o > 0.

3. Se d! e d? sdo direcgoes ilimitadas, entdo (ayd' + apd?) é uma direcgo ilimitada para quaisquer niimeros

reais o; > 0,1 =1, 2.
Como ilustracao desta definicao e propriedades considere-se o conjunto K definido pelas restrigoes
z1txe>1, 2120, 2220
e representado geometricamente pela figura
Z2
\_} «
1
0.5 71

I
k

-0.5
—0.5 -

D
o
o
o
84
S

Ty +ax9=1

O conjunto K é ilimitado e qualquer vector d = aje! + aze? com a; > 0 e ay + ag # 0 é uma direccdo ilimitada
de K.
O préximo teorema fornece uma caracterizagao algébrica de uma direcgao ilimitada e uma condigao necessaria

e suficiente para estabelecer se um poliedro convexo é ilimitado.
Teorema 4 Seja K = {x € R" : Az = b,z > 0}.
1. Um vector nao nulo d € uma direccao ilimitada em K se e sé se Ad =10, d > 0.

2. K ¢ limitado se e so se o sistema
Ad=0, d>0 (14)

possui apenas a solugao d = 0.
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Demonstragao. A propriedade 2. é consequéncia imediata de 1. e da definicao de direcgao ilimitada. Para

demonstrar 1., seja d uma direcgdo ilimitada de K. Entao para qualquer x > 0 satisfazendo Ax = b tem-se
Alx+Ad)=b, 2+Ad>0
para todo A > 0. Entao
AAd) =0, Md>—=z
para quaisquer z € K e A > 0. Portanto Ad = 0 e d > 0. Por outro lado se uma direc¢ao nao nula d € IR"
satisfaz Ad = 0, d > 0, entdo para quaisquer x € K e A > 0 vem

A(x + Ad) = Ax + M(Ad) = Az =)

r+AXd>x>0
Donde (z 4+ Ad) € K para todo A > 0 e d é uma direcgao ilimitada. dJ
Como exemplo de ilustragao deste teorema, considere-se o conjunto K definido pelas restrigoes

T, —2x9 +x3 =1
r1 + a9 — 2583 =2
I Z 0,$2 Z 0,%3 Z 0
Entao d = (1,1,1) é solucao do sistema (14) e portanto é direcgdo ilimitada de K, que por sua vez nao é
limitado.
O préximo teorema mostra que qualquer ponto de um poliedro convexo K se pode escrever como combinagao
linear dos seus pontos extremos e de uma direc¢ao ilimitada (se K é ilimitado). A sua demonstragio aparece

em [Nash and Sofer, 1996] e nao serd apresentada nestes apontamentos.

Teorema 5 Se K = {x € R" : Az = b,z >0} ez, 2%, ..., 2% sdo os seus pontos ertremos, entio v € K se e

80 se
k
r=d+ g Nzt
i=1
com \; numeros reais tais que
k
E =1 X2>0
i=1

ed=0 oud é uma direcgcao ilimitada.

Como consequéncia imediata deste teorema pode afirmar-se que se K ¢é limitado, entao qualquer um dos
seus pontos é combinagao convexa dos seus pontos extremos.

Considere-se agora o programa linear

Minimize Tz
Sujeitoa Az =b (15)
x>0

com ¢ € R", A € IR™*" de caracteristica m < n. O resultado anterior permite estabelecer o seguinte teorema

fundamental para a resolugao de um programa linear.
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Teorema 6 O programa linear (15) tem uma solu¢do dptima num ponto extremo (solug¢do bdsica admissivel)
ou entdo a funcao objectivo € ilimitada inferiormente no seu conjunto admissivel.

k

Demonstracao. Sejam z',z2, ..., 2" os pontos extremos do conjunto admissivel K e seja x* o ponto extremo

de K tal que

et =min{cTa: i=1,2,...,k}

Iremos estabelecer o teorema, mostrando que, ou ¢!z tende para (—oo) em K ou entdo x! é solugao éptima do

programa dado. Para qualquer x € K, podemos escrever

k
r=d+ Z)\Z-xi
i=1

k
com Z Ai=1,) >0ed>0 uma direccdo ilimitada. Consideremos primeiro o caso em que ¢’ d < 0. Para

i=1

qualquer a > 0,
k
To = ad + Z At
i=1

¢ uma solucao admissivel do programa. Com efeito, como z? > 0, \; > 0, Ad=0,d > 0, o > 0, tem-se

k
Ty = ad+2)\ifci >0
i=1

k k
Ay = aAd+ Y N Azx' = (Z )\i> b=b
i=1

i=1
Além disso como ¢T'd < 0, entdo
k
o =actd+ Z ATt
i=1
tende para (—oo) & medida que o aumenta. Portanto a fungio tende para (—oo) no seu conjunto admissivel.

Consideremos agora que ¢’'d > 0. Entdo,

E E k
x> Z)\icTa:i > Z)‘i (cht) =Tzt (Z A,») =Tt
i=1 i=1 i=1
Donde z! é solucao éptima do programa e isso demonstra o teorema. O

Como ilustragao deste teorema, consideremos o programa linear

Minimize z = 2x1 + 29
Sujeito a T+ a0 +23=1
2120, 22 >0, 23 >0

Os vectores

z' =(1,0,0), 2°=(0,1,0), z*=(0,0,1)

sdo os pontos extremos do conjunto admissivel desse programa. Além disso esse conjunto é limitado pelo que

nao existe qualquer direcgao ilimitada. Como



cT'a® =min{cTa' 1 i =1,2,3}

3 ¢ solucdo éptima do programa dado. Este processo de

entao, pela demonstragao do teorema anterior, x
determinacao da solugao 6ptima a partir da determinacao de todos os pontos extremos do conjunto de restrigoes
é em geral impraticdvel. Com efeito, o nimero de pontos extremos do conjunto de restrigoes do programa é
muito elevado. No entanto, o teorema anterior sugere a determinagao da solugao éptima de um programa linear
a partir de uma pesquisa inteligente do conjunto dos pontos extremos de K. Essa é a ideia do método de simplex
que sera objecto de estudo numa das préximas secgoes. Finalmente é importante acrescentar que este teorema

é também verdadeiro para programas lineares na forma normal com condigoes de limites.

10 Caracterizagao Algébrica duma Solucao Basica Admissivel Op—
tima

Nesta seccao iremos apresentar uma caracterizagao algébrica duma solugao bésica admissivel 6ptima, que sera
de extrema importancia na resolugao de programas lineares. Consideremos um programa linear na forma normal

simples
Minimize ¢z

Sujeitoa  Ax =10
x>0

Seja K o seu conjunto admissivel. Se T é um ponto extremo associado a uma solugdo bésica admissivel do
conjunto J, entao

x = (fJaO)

com

BT;=0

e B =[A.j]jcs é uma matriz nao singular. Portanto o sistema

Bfr =¢; (16)
tem também uma solugéo unica. Além disso A = [B NJ, com N = [A.;]jer e L={1,2,...,n} — J. Entao para
qualquer solugao admissivel = tem-se

Bxy+ Nz =0
ou seja,
zy=B"'b— B 'Nx
Portanto

et =cl ;-7 +cta, =B W4 (cF — B 'N)zp — EB b = Z (c; — 7T A )2y
jEL

com 7 o vector definido por (16). Podemos entao enunciar o seguinte resultado.
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Teorema 7 Uma solu¢ao bdsica admissivel (T,0) de base B = [A j]jes € uma solugdo dptima de um programa

linear na forma normal se e sé se o vector w definido por
BT7T =CJ

satisfaz

cj — 7TTA.j >0, para todo j ¢ J.

Este teorema fornece uma caracterizacao algébrica simples para uma solucao béasica admissivel ser uma

solugao 6ptima de um programa linear na forma normal. A titulo de exemplo, consideremos o programa, linear

Minimize z = x1 — 22
Sujeito a 1+ 2954
T+ 229 > 4

120, 2220

Resolvendo graficamente este programa,

§2\_> z==-2 ,2=0
4

3
Z

} K x1+x2:4
1

D

/l\
1 2 3 N1x1+2x2:4

facilmente se conclui que

T =(0,4)

é solucao 6ptima do programa. Consideremos agora a forma normal do programa

Minimize z = x7 — 22
Sujeito a T+ X9 + 23 =4
xr1 + 21‘2 — Ty = 4

leO, 1’220, x3203 £C4ZO

Entao o ponto extremo tem associado uma e uma sé solugdo bésica admissivel T = (0,4,0,4) definida pelo

conjunto J = {2,4}. Portanto a matriz base ¢

(1 0
s=ly

e a solucdo do sistema BT = ¢ é obtida a partir de

Donde
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Como

I
2o
Vv
o

617TTA.11|:_

—_ =

| 131
0]

Notar que um ponto extremo pode ser solugao éptima e haver uma solucao basica admissivel que nao satisfaca

O =

I
_
IV
o

1
0

O =

C3—7TTA.3:O—|:

entao T é a solucao éptima do programa dado.

as condicoes do teorema anterior. Essa situacao sé pode ocorrer quando o ponto extremo tiver associada mais

do que uma solugao bésica admissivel degenerada. A titulo de exemplo consideremos o programa linear

Minimize z = —x1 + T2
Sujeito a T1 + T + 23 =4
x1 + 229 —x4 =4

120, 2920, 21320, 24 20

Da figura anterior, imediatamente se conclui que T = (4,0) é o ponto extremo Gptimo desse programa. Se

considerarmos a solugdo béasica admissivel associada a J = {1,2} tem-se

Portanto 7 satisfaz
ou seja

Entao

T
03—7TTA.3:0—|:_3:| |:(1):|:3

T
C4—7TTA.4_0—|:_2:| |:_(1):|_2

e portanto a solugao basica admissivel satisfaz as condigoes do teorema anterior. Contudo se considerarmos

J ={1,3}, vem

e portanto m é determinado a partir de

Donde

Como 017 .
— T — — —
Cyq m A.4 0 |: _1 :| |: 1 :| 1
entdo a solucdo basica admissivel definida por J = {1,3} e associada ao ponto extremo éptimo nao satisfaz as

condicgoes do teorema anterior.
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Como iremos ver mais adiante, é também facil de caracterizar uma solugao bésica admissivel éptima de
um programa linear na forma normal geral. A simplicidade da caracterizacdo algébrica de uma solucao bésica
admissivel e do processo de verificagao da sua optimalidade tornaram muito uteis os algoritmos baseados nesse
tipo de solugoes. Como veremos mais adiante, o método de simplex é um processo que apenas usa solugoes

bésicas admissiveis e é ainda actualmente o método mais utilizado na pratica para resolver programas lineares.

11 Dualidade Linear

Dado o programa linear, designado por Primal

Minimize z = Tz
Sujeito a Az =b (17)
x>0

define-se o correspondente Dual como o seguinte programa linear

Maximize w = bTu

Sujeito a ATu<e (18)

Se A é uma matriz de ordem m X n entdo verificam-se as seguintes correspondéncias entre os dois programas

PRIMAL DUAL
n° de restrigoes m n
n° de varidveis n m
S . variaveis > 0 restrigoes de <
Varidveis e Restricoes — - o —
restrigoes de igualdade | varidveis sem restrigao

Matriz A AT
Coeficientes de custo c

Termos independentes b

E facil construir o dual de um programa linear tendo em conta estas correspondéncias. Assim, por exemplo,

considere-se o seguinte programa

Minimize z = x1 4+ 29 — 3
Sujeito a Ty —2x9+3x3=1
2£E1 —+ T3 = 71

‘r1207 xQZoa 1’320

De acordo com as relagoes apresentadas na tabela, o dual terd duas varidveis u; e us sem restricao de
sinal e trés desigualdades do tipo "<”. As correspondéncias entre as matrizes, coeficientes de custo e termos
independentes dos dois programas apresentadas na tabela anterior sugere que para construir o dual se deve
comecar por colocar no primal entre paréntesis as variaveis e os tipos de restricoes do dual nos locais indicados
a seguir e ler o programa dual de baixo para cima. Assim, relativamente ao caso anterior o primal surge com a

seguinte forma
Minimize z = x1 + 22 — 23
(<) () ()
Sujeito a 1 —2x9+3x3=1
221 + x3=-1
1;120, .13220, 1‘320

Ui

)
’ILQ>

—_~
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A partir desta estrutura, a construgao do dual é feita tal como descrita, obtendo-se

Maximize w = uj; — us
Sujeito a u; +2ug <1
—2U1 S 1

3uir + ue < —1

Suponhamos agora que o programa primal contém uma desigualdade. Dado que no dual existem desigual-

dades do tipo <, iremos supor que essa desigualdade é da forma >. Entao o programa linear terd a forma

Minimize z = Tz
Sujeito a Ajx > b
x>0

Introduzindo a variavel de folga x,1 nessa desigualdade, obtemos o programa equivalente
Minimize z = Tz + 02p41
Sujeito a A1 — xpy1 = by

€ Z Oa Tn+1 Z 0

O dual desse programa, é

Maximize w = bjuy
Sujeito a AlTul <c
—U1 S 0

Portanto u; > 0. Provamos assim que a varidvel dual correspondente a uma restricao de desigualdade > do
primal tem restricao de sinal.
Consideremos agora o caso de um programa linear com uma restricao de igualdade e uma varidvel sem

restrigao de sinal, isto é

Minimize z = Lz + Cn+1Tn+41
Sujeito a a’r + app12py = by
x>0

— ! 1 / 1 3
Se escrevemos T, 1 na forma x,41 =),y — 2}, 4, com z;, 1,2, 1 > 0, obtemos o programa equivalente

Minimize z = cix + Cnp1%, 1 — Cng1®y g
. . / "
Sujeito a A" T+ Q1T — Ang1Ty 1 = b1

/ "
>0,z q,2,,, >0

O dual tem entao a forma
Maximize w = biuy

Sujeito a auyl < ¢
Ani1u1 < Cpyi
—Op1U] < —Cpgl

Das tltimas duas desigualdades, vem
An41U1 = Cp41
Mostramos assim que a toda a varidvel sem restricao de sinal no primal corresponde uma igualdade no dual.

Podemos assim considerar as seguintes correspondéncias adicionais

PRIMAL DUAL
desigualdade do tipo “>” varidvel > 0
varidvel sem restrigao restrigao de igualdade
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Tendo em conta as relagoes anteriores, o problema primal

Minimize z = z1 — 22
(<) (=) ()
Sujeito a 1 + 229 >1 (u3 >0)
—x1— X2+ x3=0 (UQ)
x1 Z 07 Z3 2 0
tem associado o seguinte dual
Maximize w = uy
Sujeito a up —ug <1
2U1 — U2 = -1
U S 0
U1 Z 0

Finalmente, para um problema de minimizagdo (maximizagao), qualquer restricdo do primal do tipo “<”
(“>") é transformada numa restrigao do tipo “>” (“<”) antes de se determinar a respectiva formulagao dual. Os
valores das varidveis duais (primais) associadas as restrigoes “<” (“>") sdo simétricos dos das correspondentes
varidveis do dual (primal) obtido usando as transformacoes dessas restrigoes de desigualdade. Como exemplo

final do dual de um programa linear, considere-se

Minimize z = Tz
Sujeito a Ax > b
x>0
Entao o seu dual tem a forma
Maximize w = bTu
Sujeito a ATu<e
u >0

Esses dois programas dizem-se Duais Candnicos. Seguidamente estabelecem-se algumas propriedades dos pro-
gramas duais. Nessa discussdo usar-se-do os programas (17) e (18), mas é importante notar que as vérias
propriedades a estabelecer permanecem validas para outro tipo de restrigoes. Assim da definigdo de programas

duais, obtém-se imediatamente o seguinte resultado.
Teorema 8 O dual do dual de um programa linear € o programa primal.
Além disso

Teorema 9 (Dualidade Fraca) Se Kp = {x € R" : Az = b,z >0} e Kp = {u € R™ : ATu < ¢} sdo os

conjuntos admissiveis do primal e do dual respectivamente, entdo para quaisquer © € Kp e u € Kp tem-se
blu <z
Demonstragao. Se x € Kp e u € Kp entao
by = (Aa:)Tu =2TATu<a2Te=c"x
poisz>0e ATu < ec. O

Este teorema mostra que o valor da fungdo de qualquer solu¢ao admissivel do primal (dual) é um limite
superior (inferior) do valor de qualquer solugao admissivel do dual (primal), para um problema de minimizagao,

isto é, tem-se o seguinte esquema
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Valores de solucgoes | Valores de solugoes
admissiveis do dual | admissiveis do primal

Desta forma é normal que solucoes 6ptimas do primal e do dual tenham o mesmo valor éptimo. Esse resul-
tado constitui o chamado Teorema Fundamental da Dualidade Linear ou Teorema da Dualidade Forte que

seguidamente se apresenta.

Teorema 10 O primal tem solugdo optima de valor Z se e s6 se o dual tem solug¢ao dptima de valor w e além
disso Z = .

Demonstragao. Como o dual do dual de um programa linear é o primal, entdo basta provar que se o primal
(17) tem uma solugao 6ptima de valor Z, o dual (18) tem uma solugao éptima de valor Z = w.

Se o programa (17) tem solugdo Optima, entdo existe uma solugdo 6ptima bésica admissivel T para esse

programa. Entéao, pelo teorema 7, existe um conjunto J C {1,...,n} para o qual a matriz base B = [A'j]jeJ e
o vector m € IR satisfazem
BT;=b, T =0, zZ=ciB7 '
BTF:CJ, ELZCL—NTWZO
com L={1,2,...,n}—J e N =[A,]jer. A demonstracdo do teorema consiste em provar que 7 é uma solugéo
optima do dual. Para isso note-se que
BT BTrx
T
Mas BTn =¢j; e NTn —¢;, = —¢;, < 0. Portanto
ATr <e¢
e m é uma solu¢ao admissivel do dual (18). Além disso
T=bln=0"B Tc;=c"'B'b=2
Do teorema anterior tem-se o seguinte resultado
blu<z
em qualquer solugao dual admissivel. Entao
bru < b’
Portanto 7 é solugdo éptima do dual (18) e isso prova o teorema. O

Como consequéncia destes dois tltimos teoremas podem-se enunciar os seguintes resultados.

Teorema 11 1. Se o primal € ilimitado inferiormente, entdo o dual é nao admissivel.

2. Se o dual € ilimitado superiormente, entdo o primal € nao admissivel.

Para justificar a validade deste teorema basta notar que o valor Z de qualquer solucao admissivel do primal

é maior ou igual do que o valor w de qualquer solugao admissivel do dual.
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Teorema 12 Se ambos os programas primal e dual sdo admissiveis, entao ambos os programas tém solucdes

optimas e os valores optimos sdo iguais.

Com efeito se ambos os programas sao admissiveis, entao a fungao objectivo do primal é limitada inferior-
mente. Desta forma é garantida a solugdo 6ptima para o primal, ja que a respectiva fungao objectivo nao pode
tender para (—o00). O resultado surge agora como consequéncia imediata do teorema fundamental da dualidade.

Como consequéncia dos dois teoremas anteriores, verifica-se o seguinte resultado.
Teorema 13 Se o primal (dual) é admissivel entdo é ilimitado se e sé se o dual (primal) é inadmissivel.

Notar que pode acontecer que ambos os programas lineares sejam nao admissiveis, conforme mostra o

seguinte exemplo

gﬁiﬁgzs = :il _T_? _9 Maximize w = 2up + 4us
Primal: J xl ; - 4 Dual: Sujeito a —up +us < —1
1 — T2 =
_ < _
1,22 >0 up —uz < -1
1:2 — 1*2 —
5 5
4 4
3 3
2 2
1 Kp=90 ! Kp=10
i a 0 1
2 4 6 1 2 4 6 T1

12 Complementaridade e Algoritmos Primais, Duais e Primais-Duais

Consideremos novamente os programas primal e dual na forma normal

Minimize Iz

Sujeito a  Ax =b
x>0

Maximize b7 u
Sujeitoa  ATu+s=c
s>0

Se ambos os programas sao admissiveis, entao, pelo teorema 12, ambas tém solugoes 6ptimas T e (@, s) tais que
Az =v"7u
Mas para quaisquer solugoes admissiveis x, (u, s) dos dois programas, tém-se
e —bvTu=(ATu+s)Tz — (Ax)Tu = u” (Az) + s7x — (Ax)Tu=s"2>0

e portanto verifica-se o seguinte resultado.
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Teorema 14 (Complementaridade das Varidveis de Folga) T é uma solugdo dptima do primal e (T,3s)

¢ uma solucdo dptima do dual se e s6 se T ¢ admissivel do primal, (,3) ¢ admissivel do dual e 37T = 0.

Como
n
STZL': E S;T;
=1

es >0, x>0, entao

sTe=0e sz, =0, i=1,2,...,n

Portanto se numa solugéo 6ptima z; > 0 (s; > 0), entdo s; =0 (x; = 0) para cada i =1,2,...,n. Isto significa
que se para uma solucao 6ptima de um dos dois programas duais uma desigualdade é satisfeita estritamente,
entao a correspondente restricdo do seu dual é satisfeita como igualdade. Esse resultado tem consequéncias

importantes na resolugdo dos programas primal e dual. A titulo de exemplo, consideremos o programa linear

§2\_> z2=-2 ,2=0
4

Minimize z = z1 — 2o 3

Sujeito a 1+ 29 <4 £ %
$1+2$224 } $1+1‘2:4
120, 22 >0 1

0
U

/T\
1 2 3 N1x1+2x2:4

Transformando a primeira desigualdade em > e aplicando as regras de construcao do programa dual, obtém-se

o seguinte dual
Maximize —4uq + 4us
Sujeito a —u; + ug <1
—U1 + 2’11,2 S -1
U Z 0, u2 Z 0

A solugao éptima do primal é 7 = (0,4)T. Como

To > 0
T1+2T2 > 4

entao pelo teorema anterior, qualquer solucao 6ptima do dual satisfaz

—u1 +2uy = -1

Ug = 0
Donde u; = 1, ug = 0 e portanto u = (—1 0) é solugdo 6ptima do dual. Este exemplo indica que é muitas vezes
facil determinar a solucao éptima do dual a partir do primal e vice-versa. Além disso, o teorema 14 também

fornece uma condicao primal-dual de optimalidade para T ser uma solucao éptima de um programa linear

Minimize Tz
Sujeito a Az =b (19)
x>0

Com efeito do teorema anterior obtém-se imediatamente o seguinte resultado.
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Teorema 15 T € solugdo dptima do programa linear (19) se e sé se existem @ e S tais que (T,u,S) sdo solugoes

do sistema

Az =D
ATyu+s=c¢
>0, s>0

2Ts=0

Baseada neste teorema, a terminologia de programacao linear distingue trés grandes classes de algoritmos:

1. Algoritmo Primal — mantém em cada iteragio a admissibilidade primal (Ax = b, z > 0) e a complemen-

taridade (x;s; = 0 para todo i) e termina quando obtém admissibilidade dual (ATu + s =ce s > 0).

2. Algoritmo Dual — mantém em cada iteracio a admissibilidade dual (A7u 4 s = ¢, s > 0) e a complemen-

taridade (z;$; = 0 para todo %) e termina quando obtém admissibilidade primal (Axz = b, = > 0).

3. Algoritmo Primal-Dual — procura obter uma solucao satisfazendo as condicoes do teorema 15, com ou

sem exigéncia da admissibilidade primal ou dual em cada iteracao.

O método simplex ¢ o algoritmo primal mais conhecido para a resolugao de programas lineares. Nas préximas
secgoes iremos discutir com bastante detalhe esse algoritmo, assim como a sua versao dual, denominada método

dual-simplex.

13 Método Primal Simplex

Este processo é um algoritmo primal que apenas utiliza solugoes basicas admissiveis em cada iteracao. Para
a sua descrigao, precisamos apenas de explicar o procedimento de passagem de uma solucao béasica admissivel
para outra. Como iremos ver, tal vai ser sempre possivel desde que a solucdo bésica corrente nao seja 6ptima
ou nao houver uma indicagdo de que o programa linear é ilimitado inferiormente. Consideremos o programa

linear na forma normal simples
Minimize ¢’z
Sujeitoa  Ax =10

x>0

com A uma matriz de ordem m x n de caracteristica m < n. Se T representar uma solugdo bédsica admissivel

deste programa, entao existe um conjunto J de m elementos tal que J C {1,2,...,n} para o qual B = [A.}];cs
é nao singular. Se L = {1,2,...,n} — J, ent@o os valores das varidveis do programa para esta solugdo bdsica
sao dados por

xTrr = 0

Ty = b
onde

Bb=1b

Além disso para N = [A.;];¢; tem-se

Ty = B~ 1p— BilN‘CL'L

z=ciB™ b+ (¢, — ¢ B7IN)zp, (20)
Como zj, = 0 na solugao dada, o valor da fungao objectivo na referida solugao é igual a
z=ctB™" (21)
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Seja agora m € IR™ o vector definido por

BTr=c 22
J

Entao de (20) e (21), vem
2= (B HTe)To=nTb

€

z=Z+ (c; —nT A z;

JjeEL
Donde
ZIE‘FZEJ'LL'J‘ (23)
JEL

com

Ej:ijﬂ'TA.j, Ezﬂ'Tb (24)

Como vimos anteriormente, a solugao bésica é éptima se ¢; > 0 para todo j € L. De outro modo calcule-se
o indice s tal que

Cs = min{Ei 1€ L, ¢ < O} (25>

Para satisfazer o objectivo do programa a variavel x5 deve aumentar o seu valor. Porém, como todas as outras

varidveis ndo bésicas se mantém nulas, tem-se por (20) que
ry=0b— (B A )z,

Se

ry=0b— Az, (26)

Se A., <0 a funcdo objectivo tende para —oo no conjunto admissivel do programa linear. De outro modo seja

r tal que B B
b, ) b;  _
0= =min< — :a;s >0 (27)
Qrg Qs
Entao o conjunto J é actualizado por
J=J—{t}U{s} (28)

com t o indice da variavel bésica correspondente a linha r. As componentes de b sdo actualizadas, tendo em

conta as férmulas (26) e (28). Donde
(29)

com f dado por (27). Assim se obtém uma nova solucio basica definida por x; = b e zp = 0, com L =
{1,2,...,n} = J.

O método simplex baseia-se nas expressoes (22)-(29) e consiste nos seguintes passos:
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METODO SIMPLEX
Passo 0: Sejam J, L = {1,2,...,n} — J e B = [A.j];c; dados. Calcule Bb =b (b > 0). Facaz; =be

Ty = 0.
Passo 1: Calcule
BTn = ¢y
¢ = Cj—ﬂ'TA.j,jEL
z = w7y

Passo 2: Se ¢; > 0 para todo j € L, termine: (xJ =b, v = O) é a solucao 6ptima do programa linear de
valor éptimo Z. De outro modo seja

Es:min{@:Ei<0ez’eL}

Passo 3: Calcule

Se a;s < 0 para todo i = 1,2,...,m, termine: a func¢do linear ¢é ilimitada inferiormente no conjunto admissivel

do programa. De outro modo, calcule

szbT :min{b'i:ais>0}

Passo 4: Actualize J por
J=J—{t}U{s}

com t o indice da varidvel basica correspondente a linha r. Faca

>

r = 0
Ei—ﬁisﬁ, i#’l‘

Sal
S
|

Volte ao Passo 1.

Consideremos novamente o programa (19) que o método simplex resolve e o seu dual

Maximize b%u
Sujeitoa  ATu+s=c (30)
s>0

Em cada iteragdo do método simplex, a solugdo admissivel (z,0) e a solugao 7 satisfazem as seguintes condi¢oes
Trr = 0, BZ'J =b

BTﬂch, s;=0

Portanto

sTe = S‘T;J}J + sng =0

e a complementaridade é verdadeira em cada iteracao. A admissibilidade é também mantida pelo processo, pois

A{xOJ } —Bxy+ Nz =b

zy>0, zp =0
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A solucdo 6ptima obtida pelo algoritmo satisfaz as restricoes do dual, pois sy =0e sy, = c;, — N7 > 0. Assim
se conclui que o método simplex é um algoritmo primal, que resolve o primal e o seu dual. Com efeito, se o
método termina numa solugao éptima do primal, entao o correspondente vector m é a solucao éptima do dual.
Se a funcao linear é ilimitada, entao o dual é inadmissivel, devido ao teorema 13.

Para ilustragao desta técnica considere-se o seguinte programa linear

Minimize z = x1 — 2z9 + 414
Sujeito a T1+Tot+ T3+ T4 =2
r1 — T2 =1

2;>0, i=1,2,34

Consideremos a solucao bdsica inicial associada a J = {1,3}. Entao L = {1,2,3,4} — {1,3} = {2,4} e

oy}
Il
| — |
—
—
—_

1 0

Além disso

Portanto a solugao bésica

.Z'J:E, .TLZO

é admissivel e pode servir como solugao inicial do método simplex. Assim no Passo 1 hd que comecar por

Ll ]l

resolver o sistema BT7 = c;, ou seja,
obtendo-se

Como L = {2,4}, vem

T
_ 0 1
CQCQWTA.QQ[l] [_1}1

T
_ 0 1
C4=C4—7TTA.4=4—|:1:| {0}:4

Donde a solucdo dada nao é éptima e s = 2. No Passo 3 resolve-se o sistema BA.; = A.5, ou seja,

1 1 a2 _ 1 6122—1
ERIRE R SR

Entao a2 € o tnico elemento positivo da coluna 2 e nesse caso r = 2. Como z3 é a varidvel basica correspondente

a r = 2, os conjuntos J e L sao actualizados para
J=J-{3}u{2} ={1,2}, L=1{3,4}

e o vector b actualiza-se a partir de

. b 1
52:9:7[)72:7
a2 2 ) 5
by=0b — 0 =1—=(-1)==
1 1 a12 2( ) 2
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A nova solugao bésica é dada por (z; = b, x1, = 0), ou seja,

xr1 =
T3 = Ty = 0 (31)

T —

DN | =

Além disso a matriz base associada a essa solugao é
1 1

Voltando ao Passo 1, executa-se um nova iteracdo, comecando por calcular o vector 7 a partir de BT7 = ¢, ou

seja, por
1
1 11 m 1 =g
I I R B
27
Entao
1 T
_5 .
3 1 2
2
_ 1_T
_5 .
53203—7TTA.3=O— 3 I:(1):|:2
L 5
_ l_T
_5 0
E4=C4—7TTA.4=4— 3 |:(1):|:2
L 5

Donde ¢; > 0 para todo j € L e a solucao definida por (31) é éptima, com valor éptimo igual a z = %

Da descricao dos passos do método simplex, facilmente se conclui que o processo move-se através de pontos
extremos adjacentes do conjunto admissivel e termina num ndmero finito de iteracoes, desde que o valor do
quociente minimo 6 seja positivo em cada iteragao. Com efeito, se tal acontecer, o algoritmo visita pontos
extremos diferentes com o valor da func¢do objectivo a diminuir em cada iteracgdo. Como o nimero de pontos
extremos do poliedro convexo admissivel é finito, entao o algoritmo tem de possuir convergéncia finita. Por outro
lado, o algoritmo converge para uma solugao éptima que é um ponto extremo da regiao admissivel ou entao
termina com a indicac¢ao que o programa linear ¢é ilimitado. Se para um dado ponto extremo, a solu¢ao basica é
degenerada, entao pode acontecer que o algoritmo mude de solugao bésica admissivel sem sair do mesmo ponto
extremo e por conseguinte sem alterar o valor da fungao objectivo. Nesse caso o algoritmo pode efectuar um
ciclo entre solugoes bésicas admissiveis associadas ao mesmo ponto extremo. Existem no entanto regras tedricas
de escolha da solugao béasica admissivel nesse caso que evitam a formagao de ciclos e asseguram a convergéncia
finita do algoritmo. Nestes apontamentos nao iremos descrever essas regras e sugerimos o livro [Murty, 1995]

para uma boa discussao desse assunto.
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14 Fase 1 do Método Simplex

O método simplex necessita de uma solugao basica admissivel para se iniciar. A determinagio de uma tal solugao
é um problema de complexidade semelhante a da resolu¢cao um programa linear. Esse processo é normalmente
denominado de Fase 1 e existem varias versoes desse processo que aparecem descritas em livros de programagao
linear [Murty, 1995]. Neste curso iremos apenas descrever uma versao muito simples da Fase 1 com uma tnica
varidvel artificial.

Para descricdo desse processo, consideremos uma solugao bésica Z = [; 0]7 associada a um conjunto J de
varidveis béasicas. Entdo Z; = b, com

Bb=1»

e B a matriz base associada a solucao bésica. Se b > 0, entao a solucao bésica é admissivel e ndao ha necessidade

de utilizar o processo Fase 1. De outro modo, considera-se o programa linear com uma variavel artificial ,y1:

Minimize @41

Sujeito a Az + (Bp)Tpy1 = b (32)
x 2 07 Tn41 Z 0
com p € R™ o vector definido por B
o 0 se Qi >0
PP\ 21 e b; <0

Seja
b, = min{b; < 0}

e consideremos a solugao bésica associada ao conjunto J definido por
J=J-{ttu{n+1}

onde ¢ ¢ o indice da varidvel bésica associada a linha r. Entao ¢ fcil de ver que a nova base B = [A.;]; 7 é nao

singular e o sistema

tem uma solucdo b > 0. Entdo a nova solugio bésica é admissivel para o programa linear (32) e o método
simplex pode ser utilizado com essa solugao bésica inicial. Como a fungao objectivo desse programa ¢é limitada

inferiormente, entao o método simplex determina uma soluc¢ao éptima (T, Z,+1) e ha dois casos:

1. Tp41 = 0 e é possivel obter uma solugao bésica admissivel para o programa original, por supressao da

variavel T, 41;
2. Tp41 > 0 e o conjunto admissivel do programa original é inadmissivel.

Como exemplo de ilustragao deste processo, considere-se o programa linear

Minimize z = x1 + 229
Sujeito a 1+ a9 <2
1 — T > 1

120, 7220

O conjunto admissivel e a solugao éptima desse programa sao apresentados na figura a seguir
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371—3?2:1

/]\

V) t + 1
X
1.5 E\l
-0.54 T1+ T2 =2

Incluindo as varidveis de desvio x3 e x4 podemos construir a forma normal do programa

Minimize z = x1 + 229
Sujeito a Ty + X0 + 23 =2
Xr1 — T2 — Ty = 1

2; >0, i=1,2,34

Se escolhermos como inicial a solugao basica associada a J = {3,4}, entéo

o=[o ]

- 1 o[ ] _[2 by =2
Bb_b:’[o 1}[b2}_[1]:>{b2:—1

Entao a solugdo bésica (0, 0, 2, -1) ndo é admissivel, sendo por isso necessario o uso da Fase 1. Notemos que

Além disso

essa solugdo bésica corresponde ao ponto (0, 0) da figura, que néo pertence ao conjunto admissivel do programa

r=[ 2]=m=[5 ][ 2]-[0]

Minimize Ts

Sujeito a 1 + x2 + x3 =2
xr1 — T2 —x4+r5=1
x; >0, i=1,2,3,4,5

dado. Considere-se entdo

e o programa linear da Fase 1

Como by = min{b; < 0}, o conjunto J é actualizado por
J=J-{43u{5} = {3,5}
A solucao bésica é definida por

[ms}:{ﬂ B:{(l) (1)] J={3,5}, L={1,2,4}

Ts

e é admissivel para o programa linear da Fase 1. Para minimizar x5 comega-se por calcular 7 a partir de

- [2]- (3 (2] 2] {2

Entao os coeficientes de custo ¢;, j € L sao obtidos por

o[8[}
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permitindo estabelecer que s = 1. Por isso calcula-se a transformada A.; da coluna A.j, ou seja

_— 1 0[an ] _[1 @ =1
mu-sne [} (8] (1] {27

A linha r é determinada pelo Critério do Quociente Minimo

b, 2 1
f=min —:a; >0y =min{ =, - =1=r=2
ai1 11
estabelecendo que a varidvel x5 sai da base por troca com x; e obtendo-se a solugao basica admissivel associada

a J = {3,1}. Donde
1 1
B=lser=| g 1|
e o vector b é actualizado por B
b= 0= 1
bi=bi—0a;1=2-1=1
Donde x5 = 0 e a Fase 1 termina com x = (1,0, 1,0), correspondente ao ponto (1,0) da figura, que pertence ao

conjunto admissivel do programa dado. O método simplex pode entao ser aplicado para resolver o programa

linear dado iniciando com essa solucio basica admissivel. Calcule-se entdo 7 através de BT 7 = ¢, ou seja,
1 0 1 o 0 - ™ = 0
1 1 Uy’ o 1 Ty = 1
T -
= [0

. - T . . s
Para j ¢ J tem-se ¢; = ¢; — " A.;, isto é,

Portanto

-1 =1

[t

Entao ¢; > 0 para todo j ¢ J e a solugdo bésica (z; = b, 1, = 0) é éptima. Donde
1'1:1, £U3:1, $2:1’4:O

é a solugao éptima do programa dado com valor éptimo zZ = 1.

Como exemplo de um programa linear inadmissivel, consideremos o problema

Minimize z = 1 + 2
Sujeito a T, — T > 2
2%1 —+ X9 S 1

120, 2920
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Para procurar determinar uma solucao admissivel desse programa, consideremos a sua forma normal

Minimize z = x7 + 22

Sujeito a T1 — XTg — T3 =2
21‘1 —+ X9 + x4 = 1
r; >0, 1=1,2,3,4

Uma solugao bdsica inicial é dada por J = {3, 4}. Entao

-1 0]
=l
e b=[-21]T. Donde z3 < 0 e a solucio basica nio é admissivel. Considerando o vector p = [~1 0]7 tem-se

-1 0 —1 ] 1
=[50 1] ) =10
e o programa linear da Fase 1 tem a forma
Minimize x5
Sujeito a =1 — xy — x3 + x5 =2

2I1+I2 —+ x4 =1
>0, i=1,2,3,4,5

A solucao bésica associada a J = {4,5} é admissivel para esse programa. Além disso
- 0 1 by ] [ 2 - [1
meo= [V ][5 =[] 12

z - 1
|:$::|b|:2:|7 I1:I2:l’3:0.

Para determinar o minimo da funcao objectivo, calcula-se 7 a partir de

s (3] (18] [2]=[ 0] [5]

Os coeficientes de custo ¢;, j ¢ J sdo dados por

Donde a solugao é dada por

- 17T r
- _T_

o =0— é _i]zl
— _T_

3 =0— é _8]1

Entdo s = 1 e calcula-se a transformada A.; da coluna 1 de A por

- 0 1 air | |1 a1 =2
ne [ 4] 2] {2

A linha r é determinada como normalmente a partir de

0 — mi Bi.,>0_.12_1:>_1
= min aﬂ.a“ =mingg, T =557=

Entao x4 sai da base por troca com z, obtendo-se a solugao bésica associada a J = {1,5}. Portanto
1 1
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by =0=_

—2— (1)1=3
2 2

Donde a solugao bdsica associada a J = {1,5} é dada por

1
2
|:I4:|: ,l‘2:$3:l‘4=0.
Is5 3

2

Como x5 > 0, o processo Fase 1 ainda necessita de pelo menos mais uma iteragao. Entao

wo=ere[ 1 2][2]= (2] o= 1]

| o [4] 1)
o] ]

o411

Entao a solugao bésica é 6ptima para o programa Fase 1. Como x5 > 0, o programa linear original é nao

admissivel.

15 Meétodo Dual Simplex

Considere-se novamente o programa linear primal
Minimize 2
Sujeitoa Az =10
x>0
O método simplex resolve este programa usando em cada iteragao solugoes basicas primal admissiveis, satisfa-
zendo (x; =b>0, z, =0), com J o conjunto dos indices das varidveis bésicas, L = {1,2,...,n} — J, Bb=b.
E também possivel desenvolver um método dual simplex que apenas usa solugoes bésicas dual admissiveis e que

também resolve em cada iteracao dois sistemas com a matriz base B e a sua transposta. Seja dada uma solugao

bésica dual admissivel, com conjunto J associado e base B = [A.;];cs. Entéo
Ej =Cj —7TTA,J' 2 0

com 7w € R™ o vector dado por

Seja b o vector definido por



T P . ~ - T S s _T—
Se b > 0, o método termina com a solugao 6ptima (x; = b, 1, = 0), de valor éptimoz =b" 7 = c?xj. De outro
modo seja r o indice que satisfaz
b, = min{b; < 0}

Da definicao de solucao basica, podemos escrever as variaveis basicas como fungao das varidveis nao basicas

Ty :E— E ZIJjZ_j,

JjeEL

onde

BA.]‘ = A.j7 j € L.

Se @,; > 0 para todo j € L, entdo o programa linear é nao admissivel. De outro modo, e a semelhanca do
método primal simplex, o algoritmo dual simplex determina uma nova solucao béasica que se obtém da solugao
corrente por troca da variavel bésica x; com uma varidvel nao bésica x. Seguidamente iremos explicar como

essa varidvel z, é calculada. Para isso comecamos por escrever z = ¢’ = e x; como funcdes dessa varidvel x

Z2 =7+ Z Ejfl:j +Esxsv (33)
JEL—{s}

zy = b, + Z Urjxj — Grsls. (34)
JEL—{s}

Para efectuar a troca das varidveis z; e x, isolamos x4 na equagio (34), de modo a obter

Substituindo na equacio (33), vem

jeL—{s}
Entao
2=EZ-0b)+ Y (¢ +0a,y)z;+0x,
JjeEL—{s}
com
h=_C
—Ars

Como a nova solucao bésica tem de ser dual admissivel e ¢; > 0 para todo j € L, entdo ¢ tem de satisfazer
1. 0>0=a,s <0,

2.¢+0a,; >0, VjeL—-{s} <0<

a

<j ic [ —
—-VjeL—{s}
Portanto a nova solugao basica é dual admissivel se e sé se
Cs

. Cj _ C
9:m1n{ - :arj<0}: (35)

—Qrs *Ers

Notar que este valor de 6 existe sempre a nao ser que o programa linear seja nao admissivel. Uma vez deter-
minados 6 e s a partir do critério do quociente minimo (35), entdo os coeficientes de custo associados & nova

solucao bésica sao actualizados a partir de
Et = 9
¢j=¢;+0a,;, je L—{s} ’
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Além disso o valor da funcao objectivo correspondente & nova solugao bésica é actualizado por
z=%—b,0.

Notar ainda que, a semelhanga do método primal simplex, o conjunto dos indices das varidveis bésicas é

actualizado a partir de

J=J—{t}u{s})

Finalmente é facil concluir que o valor da fungao objectivo aumenta se 6 > 0.
Para a descricao completa do método dual simplex falta apenas explicar como se calculam os coeficientes

@rj, j € L, introduzidos em (33). Se e” é o vector r de base canénica, entao
Grj = (e’")TZ‘j = (e’")T(B_lA,j) = (B_Te’")TA,j.

Portanto esses coeficientes sao calculados a partir de

BTB = e"
{ a,; = pTA; jelL—{s}. (36)

Os passos do algoritmo dual simplex sao apresentados a seguir.

METODO DUAL SIMPLEX
Passo 0: Sejam J, L ={1,2,...,n} —J e B =[A.;]jes. Calcule

BT’]T = CJ
c; = sz—’ﬂ'TA.j, j €L
z = b'm

Notar que ¢ > 0 (a solugao é dual admissivel).
Passo 1: Calcule

Bb=1b
$J:B, xL:O

Se b > 0, termine: (Z; = b, Tz, = 0) é solucdo éptima e o valor éptimo é Z.
De outro modo, seja
b, = min{b; : b; < 0}
Passo 2: Calcule @,;, j € L, a partir de
BTB = e
Qrj = ﬁTAij, jE L

Se Gyr; > 0 para todo j € L, termine: o programa linear ¢ nao admissivel. De outro modo determine s através
de

C Cj
f=— min{ e :arj<0,j€L}
—Qrs —Qrs
Passo 3: Actualize J a partir de

J o J—{thu{s)
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com t o indice da varidvel basica associada a r-ésima linha do quadro. Sejam L = {1,2,...,n}—J e B = [Aj] c.

Actualize os coeficientes ¢;, j € L através de

¢; = ¢j+0a,,

¢ = 0
zZ—0,0

Volte ao Passo 1.

E interessante notar que o algoritmo dual simplex nao fornece a solucdo éptima do dual do programa linear
dado. Essa solucdo pode no entanto ser calculada a partir de BYm = ¢y, com J o conjunto dos indices das
varidveis bésicas da solucao obtida. Além disso os coeficientes de custo reduzidos ¢; permitem calcular as

variaveis de folga da solugao 6ptima do dual. Com efeito os valores dessas varidaveis sao os seguintes
Sj = O, j eJ
sj=¢, jeEL
Seguidamente apresenta-se um exemplo de ilustracdo do método dual simplex. Considere-se o programa

linear
Minimize z = x1 + x2 + 223
Sujeito a 1 +ax0+ x3>1
xr1 — To + 2.%3 S 1
120, 2220, 23>0

Introduzindo as variaveis de folga x4 e x5 obtemos a forma normal

Minimize z = 1 + x2 + 223
Sujeito a T+ To+ T3 — T4 =1
$17.’£2+2LL‘3 +ﬂ§5:1

2;>0,i=1,2,3,4,5

Considere-se a solucao bésica inicial definida por

J ={4,5}, B:[A.j]jg:{_(l) H L={1,2,3}

Essa solucao é dual admissivel, pois

T -1 0 st _ 0 7T1:0
s |5 ][R ]=[0)= 155

eparaj €L

No Passo 1 calcula-se b da seguinte forma

7 -1 0 Bl - 1 61:—1
T3 (B

Donde r = 1. Para calcular a,;, j € L tem-se

— T -1 0 ﬁ _ 1 5:—1
e A IR B R b

€ ) T .
-1 1
aj]p = 0 1 =-1
T i
-1 1
Grj = BTA; = G = 0 _1]:_1
c T ¢
_ -1 1
ais = 0 9 =1




A determinagao da coluna s envolve a expressao
1 1 2
ey ) Ry

permitindo concluir que s = 1. Entdo x4 (varidvel na linha 1) troca com 1, ou seja, J é actualizado da seguinte

0:min{ Cj :j €L, a1j<0}:min{ (

—ay;

}:1:>s:1

forma,
J=J—-{4}u{1} ={1,5}

1

Donde L = {3,4,2} e B=[A.jljcs = { 11

} . Os valores de ¢, j € L sao actualizados a partir de

au=0=1
Co=cCa+0a12=1-1=0
ég=c3tbla3=2—-1=1
Na iteracdo seguinte calcula-se b por
- 1 0]t 1 by =1
Bb=1b - | = —
‘:*{1 1Hb2} [1];‘{@:0
Donde a solucio bésica é admissivel e portanto é éptima. Essa solugao é definida por (F; = b, T1, = 0), ou seja,

=1, z5=0, zo=ax3=24=0

(3] 3]

Se se pretendesse determinar a solucdo 6ptima do dual, haveria a necessidade de resolver o sistema B”m = c;.

1 1 1 _ 1 N m™ = 1
0 1 ) - 0 g = 0
Além disso os valores das varidveis de folga da solugao éptima do dual sao

51282255:0
8328421

e o valor 6ptimo da funcao é

Portanto essa solucao satisfaz

Tal como o método primal simplex, também o método dual simplex termina num ntimero finito de iteragoes
desde que o valor do quociente minimo 6 seja positivo em cada iteracao. Com efeito, nesse caso o valor da fungao
aumenta sempre e a finitude do nimero de pontos extremos garante a convergéncia finita do processo. Os casos
degenerados em que o algoritmo visita um ponto extremo associado a varias solugoes bésicas admissiveis pode
provocar algumas complicagoes a convergéncia do método, que sao ultrapassadas por técnicas semelhantes as
usadas para a versao primal do algoritmo.

O método dual simplex necessita de uma solugao dual admissivel para se iniciar (¢; > 0 para todo j € L).
Apesar de ser possivel desenvolver um processo Fase 1 semelhante & do método primal simplex, na prética o
método dual é essencialmente usado em programas lineares para os quais é facil determinar uma solugao dual
admissivel.

O método dual simplex é um algoritmo dual. Com efeito, se considerarmos o programa linear (19) e o seu

dual (30), entdo em cada iteragao do processo verificam-se as seguintes condigoes

SL’LZO, B!EJ:b
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BTW:CJ, s; =0, s, =c. —NTxr>0

Portanto

ste=ste;+step, =0

ATr+s=¢ s>0

e a complementaridade e a admissibilidade dual sao mantidas em cada iteracao. Se z; > 0, entao a admissi-
bilidade primal é satisfeita e obtém-se as solugdes 6ptimas do primal (z;,0) e do dual w. Se o algoritmo nao
conseguir obter uma solugao bésica satisfazendo x; > 0, entdo o primal é nao admissivel e, pelo teorema 13, o
dual é ilimitado.

Como exemplo de ilustracao deste ltimo caso, consideremos o programa linear ndo admissivel, ja resolvido

anteriormente na secgao 14,
Minimize z = x1 + 22
Sujeito a T1 — Xg — T3 =2
21‘1 —+ X2 + x4 = 1
>0, 1=1,2,3,4

E facil de ver que a soluciio bésica associada a J = {3,4} ¢ L = {1,2} ¢ dual admissivel. Com efeito tem-se

-1 0
Portanto
Na primeira iteracdo do método dual simplex, calcula-se o vector b a partir de

e[ 4] [8]-(1] 5[]

Entao r =1 e t = 3. Para calcularmos os elementos @,; tem-se

1 07[3g M1 -1
R R I I R
e _—
arlzﬂTA.lz[‘é] _H:_l
T_
arzzﬁTAz:[_é] __}}:1
Portanto

. [ . _
Q—mln{ l_.jelL, arj<0}—1:>s—1
—ay;
Entao a varidvel nao bésica x; troca com a varidvel basica x3 e obtém-se uma nova solucao béasica associada a

J=1{1,4} e L = {2,3}. Donde



e os coeficientes de custo reduzidos ¢;, j € L sao actualizados a partir de
c3=1
Co=1+1=2

E agora necessario verificar se esta solucao basica é primal admissivel. Para isso calcula-se b a partir de

meve [ 2[5 ]=[1] %= [ 3]

I . 2 . .
2]-[ 3] 2o

é primal nao admissivel e uma nova iteracao tem de ser efectuada. Procedendo como anteriormente, tem-se

Entao a solucao basica

r =2, t =4 e determinam-se os elementos a@y;, j € L por

wasee [ 2 [3]-[2] o[ 2]
m=sas=[ 2] [ 1] =5

T
or-srao= 4] ]

Portanto @y; > 0 para todo j € L e o algoritmo termina com a indicacdo que o programa linear é primal

inadmissivel (e o dual é ilimitado).

16 Implementacao dos Métodos Primal e Dual Simplex

Como explicdmos anteriormente, em cada iteragdo do método (primal ou dual) simplex é necessério:
1. Resolver dois sistemas de equacdes lineares com as matrizes B e BT,

2. Actualizar a matriz B por substituicio da coluna A.; referente & varidvel basica (¢ € J) z; pela coluna

A.; correspondente & varidvel ndo bésica (s € L) zs que troca com ;.

Os chamados métodos directos resolvem sistemas de equagoes lineares usando a decomposigdo LU [Golub e
Loan, 1996, Judice e Patricio, 1994]. Essa decomposi¢ao deve ter uma forma de modo a que a operagao referida

em 2. seja facil de efectuar, isto é, que seja facil de determinar a decomposicao LU de
B=[Aj ... As ... A,

a partir da decomposi¢ao LU da matriz
B=[A; ... Ay ... A, ]

Por isso tem sido sugerido neste caso uma decomposicao LU em que as matrizes L e U estejam separadas e

L esteja na forma produto. Assim tem-se

LiLi_1... oLy = PUQ
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com P e @ produtos de matrizes de permutagao elementares

1

U triangular superior e L; uma matriz triangular inferior da forma

com [3; nimeros reais.

1

1 . .
0 1 < linha ¢
1 0 < linha j

1
1 -
T T
col. i col. j
1 < linha [
Biv1 1
Bm 1]
coluna {

A titulo de exemplo determinemos a decomposi¢do LU da matriz

Entao

Se

entao

Considerando agora a matriz

entao

com

0 1 -1
B=|1 -1 2
2 1 3
10 -1
B=|-11 2|Py
12 3
1
Li=| 11
-1 1

1
Ly = 1
-2 1
Lyl B =UPis
1 0 -1
U= 1 1
2
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Na implementacao do método simplex (primal ou dual) hé a necessidade de armazenar os elementos §; # 0
de cada matriz L; e os seus respectivos indices em trés vectores e as matrizes de permutacao P e ) em dois
vectores de ordem m. Além disso, a matriz U é armazenada como esparsa num esquema de colec¢ao de vectores
[Judice and Patricio, 1994], a ndo ser que a dimensdo m do programa linear seja muito pequena.

Seguidamente iremos explicar como se resolvem os sistemas com as matrizes B e B necessérios em cada

iteragao dos métodos primal e dual simplex usando esta forma de decomposicao LU.

I. Resolugao de um sistema Bv =d
Tem-se

Bv=d& LyLip_1...LoLiBv = LgLg_1...Lolhd < PUQ = LgLyg—1 ... LaLlnd
Entao obtém-se o seguinte processo:
1. Calcular d = Ly Lg_1 ... LoL1d = Li,(Lg_1(... (La(L1d))))
2. Permutar as componentes de d usando P — d= PTd
3. Resolver Ut = d
4. Permutar as componentes de o usando Q@ — v = Qv

Notar que se

L, = 1 < linha [
Biy1 1

s -

coluna [
entdo a determinacdo de L;d requer no méximo (m — ) multiplicagoes, pois
dy
_ d,
d=L;d=
’ dit1 + Biyidy

dm + ﬁmdl

A resolucao do sistema Uv = d requer (m++) operagoes, com ~ o niimero de elementos nao nulos nao diagonais
de U. E entao facil de concluir que um sistema Bv = d se resolve com um nimero reduzido de operagoes e é

por isso um processo muito rapido de efectuar.
II. Resolucao de um sistema B7v =d

Tem-se

B'w=de (LyLy_1... Lol B (LI LY ... L L]y v =d < (PUQ) 'y =d

o1



com y o vector

y=(L{Ly ... Ly Li)~"v
Mas entao
QTUTPTy =d

Bw=d& { v=LT (LT ... (L]_, (LTy)))

Assim obtém-se o seguinte processo para resolver BTv = d:
1. Permutar as componentes de d usando Q — d = Qd
2. Resolver UTy =d
3. Permutar as componentes de § usando P — y = Py
4. Caleular v = LT (LY (... (LL_,(LTy))))
E facil de concluir que o processo de resolucdo do sistema BTv = d é semelhante ao do sistema Bv = d e

usa exactamente as mesmas matrizes.

ITI. Actualizagao da decomposicao LU

Suponhamos que a matriz base numa dada iteragao
B=[A; ... Ay ... A, ]

tem decomposi¢ao
LpLy_y...LolyB=P[Uy Ug ... Uy ... UnlQ

No fim dessa iteragao a variavel z; troca com a varidvel nao bésica x5 e a matriz base é
B=[A,; ... As ... A,]
Portanto é necessario obter a decomposicao LU dessa matriz. Para isso tem-se
LiLi—1...LoliB=PlUy Uy ... Uqy ... UnlQ (37)

E de notar que a matriz

U=[Uy Uy ... Ug ... Unml

nao é em geral triangular superior, devido a existéncia da nova coluna U.;, que se obtém de A.; usando as

matrizes L;, P e ). Essa matriz tera a estrutura seguinte

T

Coluna [
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Para tornar essa matriz triangular usamos o processo habitual, ou seja, existem p matrizes L; tais que
Liip ... Lt U = PUQ (38)

com P, (Q matrizes de permutacao e U uma matriz triangular superior.

Como P e @ sdo matrizes de permutagao, entao de (38) vem
Liip-- Leyi (PUQ) = PPUQQ

Donde
(Lisp- - Lis1)(Li .. L. B) = (PP)T(QQ)

Como o produto de matrizes de permutacao é uma matriz de permutacao, entao obtém-se a forma pretendida
L}c+p...Lk+1Lk...L1§:FU§

com P e @Q matrizes de permutacdo e U triangular superior.
Mostramos assim que é possivel actualizar a decomposicao LU da matriz base usando apenas matrizes de
permutacao e p < m —[ matrizes L; adicionais. Para ilustracao da actualizacao da decomposicao de uma matriz

base, consideremos novamente a matriz

0 1 -1
B=]1 -1 2
2 1 3
cuja decomposicao LU tem a forma
LoL1B = P1oU
com
1 1
Ly = 1 , Lo = 1
-2 1 -3 1
e U ¢é a matriz triangular superior
1 -1 2
U= 1 -1
2

Suponhamos que pretendemos actualizar a decomposi¢ao LU da matriz

E:

N = O

11
-2 2
0 3

que se obtém da anterior por troca da coluna 2 de B pela coluna [I —2 0]7. De acordo com o processo explicado

nesta secgao, tem-se

1 « 2
Ly B = Py g -1
ol 2

onde «, § e v sao numeros reais a determinar. Da defini¢ao da matriz B facilmente se conclui que esses valores

satisfazem a seguinte equacao

1 «
LoLy | =2 | =Pia | B
0 Y
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Mas

1 1 1 1 1
Iy — = —2 = Lol —2 =1Ly —2 = -2
0 -2 0 —2 4
Entao
«Q 1 -2
B|=Pa| -2 |= 1
v 4 4
Portanto
1 -2 2
LoLiB = Py 1 -1
4 2

Para obter a decomposicio LU de B é suficiente anular o elemento bz, o que se pode fazer usando uma nova

matriz L;. Entao tem-se

1 -2 2
LsLoLiB = Py 1 -1
6
com
1
Ly = 1
4 1

e a decomposicio LU de B foi obtida. Notar que as matrizes L;, i = 1,2, 3, podem ser armazenadas em trés
vectores VAL, INDL e INDC, representando os valores 3; # 0 e as respectivas linhas e colunas das matrizes L;.

Assim as trés matrizes L;, i = 1,2, 3, podem ser armazenadas usando os vectores:

-2 3 1
VAL=| -3 |, INDL=| 3 |, INDC=| 2
—4 3 2

Para representar convenientemente essas matrizes seria ainda necessario um vector de PNT para indicar o inicio

e o fim de cada matriz nesse esquema de armazenagem. No exemplo presente tem-se
PNT=[12 34T

Notar que PNT(i 4+ 1) — PNT(i) representa o nimero de elementos 3; da matriz L;.

Como segundo exemplo de ilustragao, consideremos o programa linear

Minimize z = —5x1 + 3x9 +4x3 — x4
Sujeito a T+ To+r3+ 24 <1
21’1 — T9 + I3 S 3

—x1 + 229 +3z4 <2
120, 2920, 21320, 24 20

Introduzindo as varidveis de desvio x5, g € 27 obtém-se a forma normal

Minimize z = —5x1 + 3w + 4x3 — x4

Sujeito a r1 + X9 + 23 + T4 + X5 =1
2x1 — x9 + x3 + xg =3
—X +2132 +3£C4 +l‘7 :2

z; >0,i=1,2,...,7
Uma solucdo bésica admissivel inicial tem associada o conjunto J = {5,6,7}. As varidveis ndo bésicas sdo nulas

e as bésicas sao dadas por x5 = 1, x¢ = 3 e x7 = 2. Além disso a matriz base B associada a essa solugao é

1
B=1]0
0

o = O

0
0
1
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e na sua decomposicao LU as matrizes L; nao existem e U é a matriz identidade. Esta solugao bésica admissivel

pode ser a solucao inicial para a aplicagao do método simplex. Entao
Blrn=c;=>m=0

e ¢ = ¢, para todo i ¢ J. Portanto s = 1. Para calcular o valor que a varidvel ndo bdsica x1 vai tomar,

calcula-se
B B 1
BA 1= A.l = A 1= 2
-1
e tem-se

b;
Qmin{: i1 >O} =1
a;1

Entdao r = 1 e x5 é a varidvel bésica a trocar com z; (¢ = 5). Donde J ¢ actualizado para J = {1,6,7} e a

matriz base associada é

B =

[ NS
O = O

0
0
— 1

A decomposi¢do LU da nova matriz base é actualizada usando apenas matrizes de permutagdo. Com efeito

tem-se
com
1 0 -1
U=10 1 2
0 0 1

Na pratica, a matriz A da forma normal de um programa linear é muito esparsa e o mesmo acontece as matrizes
base em cada iteracao. Essa caracteristica e o uso de permutagoes de linhas e de colunas obedecendo a critérios
de redugao de enchimentos, tais como o Critério de Markowitz [Jidice and Patricio, 1994], torna o nimero p
de matrizes L; a adicionar bastante pequeno. Assim a actualizacao da decomposicao LU da matriz base é
também um processo muito rdapido de efectuar. Essa propriedade conjuntamente com as caracterizacoes simples
de admissibilidade primal e dual tornam os métodos primal e dual simplex bastante eficientes para a resolugao
de programas lineares de pequenas e grandes dimensoes. Quando o ntimero de matrizes L; é bastante elevado,
é normal que as matrizes U associadas a decomposicao se tornem menos esparsas do que deveriam ser se a
decomposicao LU fosse efectuada sem actualizagao, mas a partir da matriz base directamente. Por isso os
c6digos de programacao linear efectuam esse tipo de decomposicao directa do fim de um determinado ciclo de
iteragoes, reduzindo assim as matrizes L; e tornando mais esparsa a matriz triangular da decomposicao. Esse

processo é denominado Reinversao.

17 Quadro Simplex

Consideremos um programa linear na forma normal simples

Minimize Tz
Sujeitoa Az =10

x>0
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onde A é uma matriz de ordem m X n, com caracteristica m < n, b € R™ e ¢,z € IR". Seja T uma solugio
bésica admissivel associada a um conjunto J C {1,2,...,n}, tal que |[J| = m e B = [A.;]jcs é nao singular.
Entao, como vimos anteriormente, podemos escrever as variaveis bédsicas como fungao das varidveis nao bésicas
_ p-1 (p=1g .
xy=B b—E z; (B7'A.) (39)
jeL

Além disso o valor da funcéo objectivo em T é dado por

z=ciB b+ Zijj

JjeEL
com
Ej = Cj — 7TTA.j (40)
e L={1,2,...,n} — J. Se introduzirmos os vectores b, Z.j, 7 € J e o nimero real Z através de
B Bb=b
BA.]' = A.j, ] eL (41)

z=clb=0Tn
entdo podemos escrever
xrg+ ijz.j =b
jEL (42>

—z+ E Cjx; = —Z

JEL
O Quadro Simplex serve exactamente para guardar essa informagao associada a solugao béasica admissivel.
Assim, se considerarmos, por simplicidade, que J = {1,2,...,m}, entdo as férmulas (42) podem ser apresentadas

no seguinte quadro:

T e Iy e Iy Tm+1 Ts In
T 1 0 0 617m+1 613 Eln b1
. | 0 .. 1 ... 0 @emg1r - Gps oo Trn | br
Tm | O oo 0 ..o 1 @png1 oo Tms oo Gmn | Om
—2| 0 ... 0 ... 0 Cmil ... Cs ... ©Cp | —Z

Notar que & esquerda do quadro escrevemos as varidveis bdsicas e a varidvel —z correspondente & fungao
objectivo. Como as varidveis nao bésicas sao nulas, entao as variaveis béasicas da solucao basica admissivel
satisfazem x; = b;, i = 1,2,...,m e o valor da funcdo objectivo correspondente a essa solucéo é z.
Consideremos agora que numa iteragao do método simplex a solugao basica admissivel dada se vai transfor-
mar numa outra solucao bésica admissivel por troca da variavel nao basica xs pela variavel basica x,. Dada a

definicao do quadro de simplex, a coluna da varidvel x; deve ser transformada em
=0 ... 010 ... 07

linha r

Para que isso seja possivel, é evidente que @,s # 0. Esse elemento é denominado Pivot da Transformacao, que
é chamada Operagao Pivotal e que vai permitir obter o quadro associado a nova solugao bésica. Essa operagao

pivotal consiste em:

56



1. Escrever x, como combinacao linear da variavel x, e das restantes varidveis nao bésicas a partir da equagao

r.

2. Substituir nas restantes equagoes s pela sua expressao.

O quadro associado a nova solugao bésica admissivel tem entdo a forma

T Ty oo Iy Tm+1 .. Tg Tn
T 1 e 617- e 0 6177n+1 SN 0 cen Eln b1
o | 0 oo T oo 0 Ty .o 1 . Ty | Dy
T | 0 i e oo 1 g oo 0 oo Ton | b
—2z|0 ... & ... 0 ©Cpy1 ... 0 ... T |-z

onde os elementos @;;, b;, ¢;, e Z sao obtidos do quadro anterior de acordo com as regras de eliminacao de

Gauss-Jordan, isto ¢, através de operagoes elementares. Em particular os elementos b;, ¢; e Z sao transformados

por B
_ b,
b= — = 0
a?”S
b= —anh, itr (43)
Z=7+47¢0
e p—
Cr = j =T
—Qrs
& =+, §€L—{s} (44)
zZ=2zZ—0bm

Notar que os elementos b;, ¢; e Z se transformam exactamente da mesma forma explicada nas descrigoes dos
métodos primal e dual simplex.

A titulo de exemplo, consideremos o programa linear

Minimize z = 1 — o
Sujeito a 1+ x2 + 23 =1
2rx1 — T2 +x4 =2

x>0, 1=1,23,4

Entao a solugdo béasica associada a J = {3,4} é admissivel e é representada pelo seguinte quadro

T T2 XT3 T4
r3 |1 1 1 0 |1
T4 |12 -1 0 1 |2
—z|1 -1 0 0 |0
Como ¢; = —1 < 0, o método simplex escolhe a varidvel nao bésica xo para passar a bésica. Os elementos a;o
aparecem na coluna da variavel xo, pelo que
b; 1
Hzmin{z: ai2>0}::1
;2 1

e a variavel x3 deve trocar com x5. Para construir o quadro associado a nova solugao béasica admissivel, a coluna
da varidvel 2o deve passar a ser e! = (1 0 0)7. Para isso, basta adicionar as linhas 2 e 3 do quadro & primeira

e obter o seguinte quadro:

1 T2 T3 T4
z (1 1 1 0 |1
x4 (3 0 1 1 |3
—-=z[(2 0 1 0 |1
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A nova solugao basica admissivel tem por variaveis bésicas zo e x4 com valores 1 e 3 respectivamente e variaveis
nao bésicas 3 = x4 = 0. Além disso o valor da funcao objectivo para essa solucao é —1. Como ¢; > 0 para
todo j € L = {1, 3}, entdo a solugéo bésica admissivel é éptima e o método simplex termina com essa solugao.

A descricao apresentada nesta secgio indica que a utilizacdo de quadros para representar solugoes bésicas
admissiveis é muito simples. No entanto as transformacoes dos quadros sdo feitas de acordo com a eliminagao
de Gauss-Jordan (ou operagoes elementares). Além de exigir operagoes desnecessdrias com colunas de varidveis
nao bésicas nao utilizadas na passagem de uma solugao basica para outra, o processo é considerado instavel e
por isso muito sensivel a erros de arredondamento. Por isso os quadros simplex para a representacao de solugoes

bésicas nao sao usados na pratica na resolugao de programas lineares.

18 Unicidade das Solucoes ()ptimas do Primal e do Dual

Consideremos o programa linear primal na forma normal simples

Minimize Tz

(P)  Sujeitoa Az =19
x>0
e o seu dual
Maximize bTu
(D) Sujeito a  ATu+s=c
s>0

onde A é uma matriz de ordem m x n, com caracteristicam < n, b € R™ e ¢, z,s € R". Em relagao & unicidade

da solucdo éptima do dual (D), verifica-se o seguinte resultado

Teorema 16 Se o primal (P) tem uma solugdo dptima bdsica nao degenerada T, entdo o dual (D) tem uma

s

soluc@o dptima unica T, que € a Unica solucdo do sistema de equacées lineares BTm = ¢y, onde B = [A.j]jes €
a matriz base associada a solugao bdsica T.

Demonstragio. Seja T a solugdo 6ptima bésica nao degenerada de (P). Entdo existe um e um sé J C

{1,2,...,n}, com |J| = m e B = [A.;];e; nao singular tal que
Bz;=0b, T;>0

Pelo teorema fundamental da dualidade linear, o dual (D) tem pelo menos uma solugdo éptima 7 satisfazendo
BT 1 = cj. Para provar que 7 é a tinica solucio éptima de (D), seja u uma outra solucio 6ptima de (D). Como

Ty > 0, entao pelo teorema da complementaridade das varidveis de folga tem-se s; = 0 e portanto
BTu=c¢y
Donde BT (7 —u) = 0 e, como B é nio singular, u = 7. O
O préximo teorema estabelece um resultado semelhante para o primal.

Teorema 17 Uma solugdo dptima bdsica T ndo degenerada do primal (P) € inica se e sd se a solugdo dptima

7 do dual (D) € nao degenerada, isto €, satisfaz

cj —mrA; >0 para todo j ¢ J (45)
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onde J € o conjunto unico associado a solu¢do bdsica T.

Demonstragao. Se T é uma solugéo 6ptima bésica de (P), entdo, pelo teorema anterior, o dual (D) tem uma
solugao éptima tnica 7 satisfazendo BY'1 = ¢, com B = [A.;]jcs a matriz base associada & solugao bésica T.
Se 7 é ndo degenerada e se T é uma outra solugdo 6ptima de (P), entdo, de (45) e do teorema da comple-

mentaridade das varidveis de folga, tem-se Z; = 0 para todo j ¢ J. Portanto Bx; =be
B(fj—fj):b—b:()

Como B é nao singular, entdo r; =Ty er = 7.

Suponhamos agora que 7 é degenerada, isto é, que existe s ¢ J tal que cs — 7 A.; = 0. Sejam

400 se a;s < 0 paratodoi=1,2,....m

0 min{: a¢5>0}
Ais

Entao qualquer valor de x5 no intervalo ]0, 8] fornece uma outra solugao éptima de (P). Com efeito as solugoes

0<z,<90
xy=b—2,A4.,>0
z; =0, j¢ JU{s}

sao admissiveis e satisfazem

dr=z+¢x,=%

com Z o valor 6ptimo associado & solucao basica Z. Entao T nao é a tnica solugdo éptima do primal (P). O
Como ilustragao destes dois teoremas, consideremos o programa linear

Minimize z = 2x1 + 322

Sujeito a T+ 10 <2

1 —12 <1
xlzo, .’EQZO

(P)

Como o programa sé tem duas varigveis, entao pode ser resolvido graficamente e T = (0,0) é uma sua solugao

6ptima. A forma normal desse programa é

Minimize z = 2x1 + 3x9
Sujeito a T1+ T2 + 23 =2
r1 — T2 +r4=1

z; >0, i=1,2,3,4

Como T1 =0, Ty =0, entdo T3 = 2, T4 = 1. Donde J = {3,4} ¢

v=[o V]

é nao singular. Assimz = (0 0 2 1)7 ¢ uma solucdo éptima bésica admissivel de (P). Como Z; > 0, entdo

essa soluc@o é ndo degenerada. Pelo teorema 16, a solu¢do éptima 7 do dual de (P) é dnica e satisfaz

BTﬂ' =cCyJ

99



Ou seja

1 0 T . 0

0 1 m | | 0
Donde 7 = (0 0)T é a tinica solugao éptima do dual de (P). Por outro lado essa solugdo é dual nio degenerada,
pois

c1—71lA;=2>0
CQ*WTA.2:3>O

Entéao, pelo teorema 17, T é a tinica solugdo 6ptima do programa (P).

Como segundo exemplo de ilustragao dos teoremas anteriores, consideremos o programa linear

Minimize z = 2z
Sujeito a x1+ 22 <2
T, — T2 S 1

2120, 22 >0

Tal como no exemplo anterior, Z = (0 0)7 é uma solugao éptima deste programa e corresponde a uma solucio

béasica admissivel da forma normal

Minimize z = 2z

Sujeito a r1 + X9 + X3 =2
xr1 — T2 +x4=1
r; >0, i=1,2,3,4

Com efeitoz = (0 0 2 1)7, J={3,4} e

<[4 t]

Além disso a solucdo bésica é ndo degenerada, pois T; > 0. Portanto a solugdo 6ptima do dual é tinica e satisfaz
BTr=c¢y

ou seja, m = 0. Para verificar se T é a unica solucao 6ptima do programa, calculemos os coeficientes de custo
reduzidos

c1=0C —7TTA.1 =2
Co :CQ—WTA.Q =0

Entao m é uma solugao dual degenerada e pelo teorema 17, T nao é a unica solugao do programa primal.
Para determinar a expressao geral das solugoes 6ptimas desse programa, usa-se o processo apresentado na

demonstragao do teorema 17. Assim calcula-se

Donde@z%zQe

fornece todas as solugoes 6ptimas do programa dado.

60



Zo
\_>
z2=0&1x21 =9 z=2

1.5 1 }/ T —x2 =1
Solugoes 6ptimas 1

0.5 1

a 1T
\Y

0.5 1.5
—0.5 - 1+ a0 =2

Z1

—1 4

A anélise da unicidade das solugbes éptimas do primal e do dual pressupoe que a solucao éptima do primal
é nao degenerada. Esse estudo é mais complexo no caso de solucoes degeneradas. As seguintes propriedades

sao consequéncias simples do dois teoremas anteriores:

1. Se a solucao 6ptima do dual nao é tunica, entao toda a solugao béasica éptima do primal tem de ser

degenerada.

2. Se a solugdo 6ptima do primal é degenerada, entdo pode ser dnica e existir um conjunto J C {1,2,...,n}
para o qual

Cj = ¢4 —7TTA.j =0
para certo j ¢ J, com 7 a solucdo dual dada por BT 1 = c;.

3. Se T é uma solugao éptima bésica degenerada do primal associada a um conjunto J C {1,2,...,n} tal

que a correspondente solucao dual m é nao degenerada, entao T é a Unica solucao éptima do primal.

O exemplo a seguir apresentado ilustra a propriedade 2. Consideremos o programa linear

Minimize z = x5
Sujeito a r1+a0 <1
T, — T2 S 0

2120, 22 >0

Resolvendo graficamente este programa, facilmente se conclui que Z = (0 0)7 é a sua tnica solu¢do éptima.

Consideremos agora a forma normal desse programa

Minimize z = o
Sujeito a T1 + xo + 23 =1
xr1 — T2 +24=0

;>0, i=1,2,34

Entdao 7 = (0 0 1 0)7 ¢é degenerada e h4 mais do que uma solugdo bésica admissivel a si associada. Se
considerarmos J = {3,4}, entdo m = 0 e ¢; = 0, 0 que confirma a conclusio 2.
Este exemplo também mostra que o primal pode ter uma solugao 6ptima unica e o seu dual ter mais do

que uma solugdo éptima. Com efeito, se considerarmos a solugdo bésica Z = (0 0 1 0)7 associada a J = {2, 3},

o= ]
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Além disso

|
- ]2

e portanto m é uma solugao 6ptima do dual. Entao o dual do programa linear tem pelo menos as solucoes
6ptimas 7t =0 e 72 =[0 — 1]T. Este exemplo também ilustra a propriedade 3. Com efeito para J = {2,3} a
correspondente solucao dual éptima é nao degenerada e por isso a solugao 6ptima do primal é tnica, apesar de
ser degenerada.

Como conclusao final da anélise apresentada nesta sec¢ao, podemos afirmar que se T é uma solugao 6ptima
bésica nao degenerada do primal entao é tUnica se e s6 se a correspondente solugao 6ptima 7 do dual é nao
degenerada. Se T é degenerada, entao a existéncia de um conjunto J para o qual a solugao 6ptima do dual 7 é

nao degenerada assegura a unicidade da solucao éptima =.

19 Interpretacao das Variaveis Duais como Precos Marginais

Consideremos novamente o programa linear primal na forma normal simples
Minimize 2
Sujeitoa Az =10
x>0

onde A é uma matriz de ordem m x n, com caracteristica m < n, b € IR™ e ¢,z € IR". O seu dual tem a forma

Minimize bTu
Sujeitoa ATu<c

Seja T uma solugao 6ptima bésica admissivel ndo degenerada e 7 a solugao 6ptima tnica do dual. Entao, como

vimos anteriormente, existe um conjunto J C {1,2,...,n}, com |J| = m e B = [A.;];es néo singular tal que
ry=0
z;j =0, j¢J
Bb=1b
BTr = cJy

Consideremos agora o programa linear PL(b; + €) obtido do primal por modificacao do termo independente
b; para b; + ¢ e seja

g: b+€€i = (bl,bg,...,bifl,bi+E7bi+1,...,bm)T

.’I,'J:g, xj:(),jgéJ
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onde

Bg:b+sei

Portanto

b=0b+eB e
Como a solucdo bésica admissivel é ndo degenerada, entdo b > 0 e portanto b >0 para ¢ suficientemente
pequeno. Donde a solugao
xJ:E, z;=0,j¢J
¢ uma solucao bésica admissivel para o programa linear transformado. O vector 7 continua a ser dual admissivel

para o programa PL(b; 4+ £), pois ndo houve alteragio nos coeficientes de custo do novo programa. Além disso,

se z;(b;) é o valor 6ptimo do programa original e z;(b; +¢) é o valor éptimo do novo programa PL(b; +¢), entao

tem-se
2(bi+e) = (bi +&)mi+ »_bm;
J#i
ou seja
z(b; +¢) = z(b;) + em;
Portanto

z(bi +¢) — 2 (bi)

e a varidvel dual m; Optima representa a taxa de variacao do valor éptimo quando b; é alterado por um valor
suficientemente pequeno de forma a que a solugao bésica éptima do programa original se mantenha admissivel
para o novo programa linear. Em linguagem econdémica-financeira, m; representa o preco sombra ou o preco

marginal e tem-se

m; > 0= z(b;) aumenta com o acréscimo de b;.
m; < 0= z(b;) diminui com o acréscimo de b;.
m; = 0 = z(b;) mantém-se inalterado com o acréscimo de b;.

Além disso é possivel provar que
Z(bz + 6) > Z(bz) + ;€ (47)

para todo o nimero real €. Esta desigualdade é consequéncia do facto da fungao z(b;) ser convexa por trogos,
das propriedades deste tipo de fungoes e da interpretagao da varidvel dual como uma derivada parcial da fungao
z(b;) em ordem a b; [Murty, 1995].

A titulo de exemplo, consideremos o programa linear

Minimize z = 2x1 + 3xs + 3x3

Sujeito a 1+ 20+ 323 >4
201 — 2x9 + 13 > 3
X1 2 0,$2 Z O,$3 Z 0

O seu dual tem a forma

Maximize w = 4uy + 3us
Sujeito a uy + 2ug < 2
Uy — 2’LL2 S 3

3ur + w2 <3
ulZOaU/QZO
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Esse programa pode ser resolvido graficamente e a sua solugao 6ptima é m = (4/5 3/5)7. Para determinar a
solucao éptima do primal usa-se o teorema da complementaridade das variaveis de folga e obtém-se as seguintes

implicagoes:
Ul :4/5:>x1 4+ 29+ 323 =4
UQ:3/5:>2$1—21}2+$3:3 (48)
U — 22Uz <3=>29=0

Entao z9 = 0 na solugao éptima e os valores das restantes varidveis constituem a solucao do seguinte sistema

de equacoes lineares
1+ 33 =14
2x1+x3 =3

Donde z; = 1, 23 = 1 e portanto Z = (1 0 1)7 é uma solucdo éptima do primal e o valor éptimo é Z = 5.
Suponhamos agora que bs = 3 € alterado para 4. Entao houve um acréscimo no valor de b;. Como 73 > 0, o

valor 6ptimo z(3) = Z do programa dado ird aumentar para z(4), que segundo a férmula (47) terd de satisfazer
2(4) > 5+3/5

Neste caso é ficil de determinar a solugao 6ptima do primal resolvendo um sistema de equacgoes lineares com
duas varidveis. Com efeito, como a solugdo dual nao é alterada, as implicagoes (48) sdao verdadeiras com by = 4

em vez de 3 e portanto tem-se

.1‘220
:l?1+3$3:4
2$1+$3:4

Donde
T=(8/504/57T, z(4)=28/5

Portanto a desigualdade (47) é satisfeita como igualdade neste caso.
Como segundo exemplo, consideremos o mesmo programa linear do exemplo anterior. Como vimos anterior-

mente, a solucio éptima do dual desse programa é u = (4/5 3/5) e o valor éptimo é Z = 5. Se agora alterarmos

o valor de by de 3 para 0, entao ¢ = —3. O programa primal passa entao a ser
Minimize z = 2x1 + 322 + 323
Sujeito a T, + a9+ 323 >4

2%1—2%2-’-%320
2, >0, i=1,2,3

O dual correspondente é

Maximize z = 4u;
Sujeito a Uy + 2ugy < 2
Uy — 2UQ S 3
3ur + ug <3

u; >0, 1=1,2
que tem por solucao 6ptima 7 = (1,0). A determinagao da solugao 6ptima do programa pode ser feita novamente

usando o teorema da complementaridade das varidaveis de folga, obtendo-se

$1+$2+3$3:4:>$3:%
.13120
IQZO

Donde T= (0 0 4/3)” ¢ a solugdo éptima do primal e o valor éptimo é

z(0) = 3.
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Note-se que

- 3
= — U = —.
3 3 3775

Na pratica, a determinagao da nova solugao bésica éptima é feita usando o método dual simplex. Com

efeito, considere-se o PL original na forma normal

Minimize 2z 4 32 + 3x3

Sujeito a 1 + x9 + 3x3 — x4 =4
2!171—2(E2+(E3 —(E523
z; >0, 1=1,2,3,4,5

A solucao éptima deste programa é x = (1,0, 1,0,0), pelo que J = {1, 3},

o-[33]

e
_ 1 2 ™| |2 | 4/5
prr-we 3 1] [R]-[3]em-13E]
Além disso,
T
_ 4/5 1] . 2
02‘3‘[3/5} [—2}‘“5‘”
T
_ 4/5 -1 4
o [3] [2])- 4
T
_ 4/5 0o|_3
05_0_[3/5] [1}_5>o
Consideremos o novo programa linear
Minimize 2xq + 322 + 3x3
Sujeito a 1 + x2 + 313 — x4 =4
201 — 2x9 + 13 —x5=0

>0, i=1,2,3,4,5

Seja J = {1, 3} a solugao bésica 6ptima do PL anterior. Entao

<[4
| si=[ 5= 4]

donde a solugao bésica é nao admissfvel. Contudo, como a solugao dual (solu¢io de BT = ;) e os coeficientes
de custo reduzidos sao os mesmos, entao a solugao basica é dual admissivel, pelo que o método dual simplex

pode ser usado. Note-se que o valor 6ptimo vai diminuir, uma vez que us = % > 0 e by decresce de valor.

20 Interpretacao Econémica do Dual

I. PRIMEIRA INTERPRETACAO

Consideremos que uma determinada empresa produz m produtos, 1,...,m, e que b; representa a quantidade
do produto ¢ requerida, para ¢ = 1,...,m. Para produzir cada um desses produtos, a empresa realiza n
actividades (ou operacoes), j = 1,...,n, com diferentes niveis de actividades x;, onde
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x; = 0, se nao se realiza essa actividade,

x; > 0, se essa actividade é realizada com nivel x;.

Seja ¢ o custo unitdrio da operacao j, j =1,...,n. O custo de producao é

n
E €Ty
Jj=1

Para cada produto i, denotemos por a;; a quantidade de produto ¢ produzida numa unidade da actividade j.

Como a produgao do produto i é dada por

n
Z nivel; x quantidade,;,

j=1
podemos escrever
n
Z Qi Ty .
j=1
A produgdo tem que satisfazer a procura b;, dando lugar ao seguinte Modelo de Producdo:

n
(Primal) Minimize E ¢
i=1

Sujcitoa Zaija:j ZC]', i:l,...,m
j=1
z; >0, j=1,...,n

Por outro lado, a empresa necessita de vender os produtos que fabrica. Para isso tem que estipular precos

(unitérios) u; > 0 a cada produto ¢ = 1,2,...,m. Assim, se a empresa produz a quantidade b; do produto 4,
m m

entao recebe pela sua venda g b;u;. Por outro lado, E a;;u; é o preco unitario da actividade j, e deve ser
i=1 i=1
superior ao custo unitario c;. Portanto, a empresa também deve resolver o problema

(Dual) Maximize Zbiui

i=1
m
Sujeito a Zaijui >cj, j=12,...,n
i=1
w; >0, i=1,2,...,m
De acordo com a dualidade linear, nestes programas lineares pretende-se
o determinar niveis de produgao z; de cada actividade j, j =1,2,...,n,

e fixar precos u; a cada produto, ¢ =1,2,...,m,

de modo a que se obtenha uma produgao tal que o minimo custo coincida com o melhor prego.
A interpretacdo econémica da propriedade da complementaridade das varidveis de folga é apresentada a

seguir.

e Se hd producgao na actividade j, entao o preco é igual ao custo da actividade, ou seja,

m
Tj > 0= E QijU; = Cj.
=1
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O reciproco é também verdadeiro, isto é, se o custo de uma actividade é excessivo, entao esta nao se deve

realizar, ou seja,

m
E AijU; < Cj = Tj = 0.
i=1

e Se a produgao do produto 7 é superior a procura b;, entao o preco do produto 7 deve ser nulo, ou seja,
n
E aijxj>bi=>ui:0
Jj=1
O reciproco é também verdadeiro, isto é, se um determinado produto estiver associado a um preco positivo,
entao nao deve ser produzido em excesso, ou seja,

n
u; > 0= Zaijmj =b;.
Jj=1

II. SEGUNDA INTERPRETACAO
Consideremos agora que uma empresa produz m produtos com m tipos de materiais diferentes, de modo a

ter um determinado lucro e a satisfazer a oferta. Sejam:

e z; = numero de unidades do produto j fabricadas durante um periodo de tempo, j =1,2,...,n,
e b; = quantidade do material i disponivel para fabricar os varios produtos, i =1,2,...,m,
e ¢; = preco unitdrio de venda do produto j, j =1,2,...,n.

Entao, a empresa pretende resolver o programa linear

n
Maximize chxj
j=1
n
Sujeito a Zaij:cj <b,i=12,....m
j=1
z; >0, j=1,2,...,n

Para entender o problema dual, notamos que a empresa necessita de adquirir quantidades b;, i = 1,2,...,m,

de cada material i para poder fabricar os m produtos. Seja entao:
e u; = preco unitario que a empresa paga se adquirir o material ¢ (prego sombra do material 7).

Entao ira procurar
m
Minimizar Z biug,
i=1
m

onde u; > 0,7=1,2,...,m. Além disso, E a;;u; representa o prego sombra do material ¢ usado no fabrico do
i=1
produto j. Esse valor deve ser maior ou igual do que o lucro ¢;, para que a venda seja honesta, ou seja,

m
E Qj5U; ZCJ', j:1,2,...,m‘
i=1
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Assim, a empresa tem também que resolver o seguinte problema dual

m
Minimize E biu;
i=1

m
Sujeito a Zaijui >cj, j=12,...,n
i=1

w;>0,i=1,2,...,m

Na solucao éptima a empresa determina
e a quantidade de produto x;,
e 0s pregos unitarios de aquisicao de material 7,

de modo a haver uma produgao total tal que a venda dos produtos coincida com o custo de aquisicao dos

materiais, ou seja,
n m
E CiT; = E bzul
=1 i=1

A interpretacdo econémica da propriedade da complementaridade das varidveis de folga é apresentada a

seguir.

e Se o produto j é fabricado, entao o lucro da sua venda deve ser igual ao preco sombra da aquisi¢ao do

material usado no seu fabrico, isto é,

m

Tj > 0= Zaijui = Cj.

i=1

Além disso -

E AijjUi > Cj = Tj = 0,
=1

0 que significa que nao se deve fabricar o produto j se o prego de aquisicao do material para o fazer for

excessivo.

e Se algum material 7 for adquirido em excesso, entao o preco sombra correspondente deve ser nulo, isto é,
n
E ;T < b; = u; = 0.
j=1
De outro modo, a empresa pode adquirir menos material e reduzir os seus encargos. Nesse caso,
n
u; > 0= E QT = bi,
Jj=1

isto é, se o prego sombra é positivo, entao todo o material adquirido deve ser usado no fabrico dos varios

produtos.
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21 Meétodos Simplex para Programas Lineares com Limites Inferio-
res e Superiores

Nesta seccao iremos discutir as extensoes dos métodos primal e dual simplex a resolucao de programas lineares

com limites inferiores e superiores nas varidveis, isto é, a programas de forma normal

Minimize Tz
Sujeitoa Az =10 (49)
lj S(EJ Suj, _]: 1,2,,TL
onde —oo <l <u; < 400, j=1,2,...,n, A é uma matriz de ordem m x n com caracteristica m < n, b € R™,
c,r € R".

Como referimos anteriormente, numa solucao béasica desta forma normal, as varidveis nao basicas tomam
um dos limites inferior ou superior. Assim numa solucao bésica T para a forma normal hé a considerar uma

partigdo de {1,2,...,n} em trés conjuntos
L={i:z; =0}, U={i:7; =u} (50)
e J,onde |[J| =m e B = [A.;]jes é nao singular. As varidveis nao bésicas z; da solugdo bésica satisfazem
Ti=li,t€L e T=u;, 1€U (51)
enquanto que as m varidveis bésicas constituem a solucdo tinica z; = b do sistema de equacdes lineares

Bb=0b-— E le.j — E UjA.j (52)
jer jeu
Como as varidveis nao bésicas tomam valores iguais a um dos limites, entao a solugao béasica T é admissivel se
e sb se

l; <7T; <wu; para todo i € J (53)

Como exemplo de ilustracao do conceito de solugao bésica, consideremos o programa linear na forma normal

Minimize z = 2x1 + 8x9 — x3 + 9zx5
Sujeito a T1+ o+ ax3+xs+ax5=1 (54)
T — To + 213 —r5=2

_1S$1S37 _1Sx2S37 1‘4§4, '1:520

Entao os limites inferiores [; e superiores u; de cada uma das variaveis x; sao dados por:

11:—1, 12:—1, l3:—OQ7 142—007 l5:0

up =3, ug =3, uz =400, ug =4, us =+
Se pretendermos determinar a solugao bésica associada a particao

J={1,3}, L={2,5}, U={4}

entao tem-se
1
1

J={1,3}=B= { ; ] é nao singular
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e portanto a solugdo dada pela particdo é basica. As varidveis nao bdsicas satisfazem (51) e portanto tem-se
To=—-1, Tz =0, T4=4
Os valores das varidveis bésicas sdo calculados a partir da férmula (52). Para isso determina-se primeiro o

s=b=S = Twas= [y [-en| ][ G]-a[5]=] 7]

jeL jeu

vector

e depois resolve-se o sistema
- 11 by | [ -2 - | =5
mese s ][5 ][]0

As varidveis basicas sdo entao dadas por x; = b, ou seja,

Notar que essa solucao béasica nao é admissivel, pois T; < [; = —1. No entanto, a solugao sera admissivel para
o programa linear que se obtém do programa dado por substitui¢ao do limite inferior I; de -1 para -6.

Como referimos anteriormente, os métodos primal e dual simplex sao processos que operam com solugoes
bésicas primal e dual admissiveis respectivamente mantendo sempre a complementaridade como verdadeira.
Para estudarmos a extensao desses algoritmos a forma normal com limites inferiores e superiores, é necessario
encontrar uma condigao que estabeleca se uma solugao basica é dual admissivel ou nao. Para isso, consideremos

o programa linear na seguinte forma equivalente
Minimize T2
Sujeitoa Az =1b
—Zy > —Uj, je LO
z; 21, jeU

onde

Lo={i:l; > -0} e Uy={i:u; <+oo} (55)
O seu dual serd entao definido por

Maximize b%y — Z u;v; + Z Liw,

Jj€Lo Jj€Uo
Sujeitoa ATy —v+w=c
v>0, w>0

em que —v; € w; sao varidveis duais que satisfazem
v, =0, 1¢Upy e w; =0, 1¢ Lo

Consideremos agora uma solugao bdsica associada a uma partigdo de {1,2,...,n} definida pelos conjuntos

L,U e J tal que |J| =m e B = [A.j]jcs é ndo singular. Seja 7 o vector definido por
BTr=c; (56)

Para que a complementaridade seja mantida é necessério que v; = w; = 0 para todo j € J. Além disso, como
l; < uj, entao tem-se

rzi=lj=>z;<uj=v,=0=>wj=c; —7 A,
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Tj=U; = Tj >lj = Wj :0:>Uj :—(Cj—ﬂ'TA.j)
Portanto a solugao 7 dada por (56) é dual admissivel se e s6 se
¢; >0, paratodo j € L e ¢ <0, paratodo j €U (57)

com

¢j=cj—7A,;, jELUU (58)

Assim a verificagdo da condicao de admissibilidade dual é semelhante & do caso da forma normal simples. Como

exemplo de ilustracdo, consideremos novamente o programa linear (54). A solugao bdsica associada & partigao
L={2,5}, U={4}, J={1,3}

é como vimos primal ndo admissivel. Para verificar se é dual admissivel, determinamos o vector 7 a partir de

e Y | A R P

Entao i i

_ 5 1

02—8—_73_ _1:|:0
- _T_

_ 5 1]

04—0—__3_ _0:|—5
- _T_

_ 5 1

0529—-_3- -_1:|=1

Portanto as condigoes (57) s@o verdadeiras e a solugdo m é dual admissivel.

O método primal simplex opera em cada iteragao com solugoes bdsicas primal admissiveis. Seja T uma
solucdo bésica primal admissivel associada a uma particdo de {1,2,...,n} definida pelos conjuntos L, U e J,
com |J| =m e B = [A.]jes nao singular. A solucao dual 7 é entao calculada a partir da resolucao do sistema
de equagoes lineares

BTTF:C]

Para, verificar se essa solucao ¢ dual admissivel, calculam-se os coeficientes de custo reduzidos ¢;, j € LUU a
partir das férmulas (58). Se as condigoes (57) sdo verdadeiras, entao a solugao béasica admissivel é éptima para

o primal e 7 é a solugao 6ptima do dual. De outro modo existe pelo menos um indice s tal que
(Gs<0eseL) ou (¢s>0esel)

No primeiro caso a varidavel nao bésica deve ser aumentada de uma quantidade # > 0 do seu limite inferior I,
enquanto que no segundo caso a varidavel ndo bésica deve ser reduzida de um valor # > 0. A determinacdo do
valor de 6 é feita por um critério semelhante ao do critério do quociente minimo (27) usado na forma normal

simples e usa a coluna A., transformada que, tal como anteriormente, se calcula a partir de
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Entao ou a fungao é ilimitada inferiormente, ou um valor de 6 é calculado de forma a que uma das variaveis
Asi z; toma um valor igu um imites inferior ou superior. Enta variavel x; nao basi
bésicas x; toma alo al a dos limites inferior ou superior. Entao essa variavel assa a nao basica
por troca com xg, isto é, verificam-se as seguintes alteragoes:
J=J—{t}U{s}

T passa a nao basica com valor [,

= L
s€L = T; passa a nao basica com valor u; = L=L-{s}
P valor e U=UuU/{t} (59)

¢ passa a nao basica com valor l; =
selU = tP ¢ {

U=U—{s}
x; passa a ndo bdsica com valor vy, = U =U — {s}U{t}
Podera ainda acontecer que a variavel x5 tome o valor do outro limite sem prejudicar a admissibilidade primal

da solugao bésica. Nesse caso tem-se

L=L-{s}
sel = U=UuU{s) )
selU = U=U-{s}

L=LuU{s}

mantendo-se o conjunto J inalterado. A solugdo bésica é entdo actualizada de forma semelhante ao caso da
forma normal simples e uma nova iteracao do método simplex deve ser efectuada com essa solucao bésica.

No método dual simplex a solugdo béasica é dual admissivel e portanto satisfaz as condigoes (57). Se as
varidveis bésicas x;, ¢ € J satisfazem a admissibilidade primal (53), entéo a solugdo bdsica é 6ptima e o método

termina. De outro modo existe pelo menos um r € {1,2,...,m} tal que
Tt :B,- <l ou x4 :67« > Ut

A variavel z; deve entdo ser trocada com uma varidavel nao bésica x,. Para isso, um valor de 6 é calculado usando
um processo semelhante ao da forma normal simples. Em particular, é necessario obter os transformados dos
elementos @,; da linha r de A correspondentes as varidveis nao bésicas, o que se pode fazer através das férmulas
(36), que requerem essencialmente um sistema com a matriz BY. Entdo ou o primal é ndo admissivel ou as
varidveis x; e xs trocam de estatuto. Os conjuntos de indices J, L e U sao entao alterados a partir das férmulas
(59). A nova solucdo bdsica é determinada a partir de (51) e (52), o que significa que é necessério resolver um
sistema de equacoes lineares com a matriz B para a obter. O processo é entao repetido. Da descrigao sumaria
destes dois métodos primal e dual simplex, chega-se a conclusao que ambos os algoritmos necessitam em cada
iteracdo da resolucdo de dois sistemas com as matrizes B e BT. Os processos de alteracdes das solucoes basicas
sao um pouco mais complexas do que os descritos para a forma normal simples. Nao os iremos no entanto
descrever por serem extensoes simples um pouco mais técnicas dos processos usados na forma normal simples.

Tal como no método primal simplex, é também possivel desenvolver uma Fase 1 para obtencao de uma
solucdo bésica primal admissivel. Para entender esse processo no caso da existéncia de limites inferiores e
superiores, consideremos uma solucao bésica primal nao admissivel Z. Entao existe pelo menos um indice j € J
tal que

T <lj ouzx; > uj

Na Fase 1 sdo acrescentadas duas varidveis x,11 € T2 associadas a dois vectores p € IR™ e ¢ € IR"™ definidos

por

-1 se 7; <l 1 se Z;>u;
Di = _ eq; = _
0 se z; > 0 se =z <uy
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com x;, j € J, a varidvel bésica associada a linha 7. O programa linear a resolver nessa Fase 1 tem entdo a

forma
Minimize Zp41 + Tpoyo

Sujeito a Az + (Bp)ani1 + (BQ)Tni2 =b
lj S{L‘j S’LL], ]: ].,27,71
Tnt1 20, Tpyo >0

e ha dois casos possiveis:

1. Se o valor 6ptimo desse programa é nulo, entao obteve-se uma solucao basica primal admissivel que sera

a solugao inicial para o método simplex.
2. Se o valor 6ptimo desse programa é positivo, entao o programa primal é nao admissivel.

Como exemplo de ilustracao da construgao do programa linear da Fase 1 para a determinagao de uma solugao

bésica primal admissivel, consideremos o programa linear

Minimize z = 1 — 29 + 223
Sujeito a T+ To+ x3 =3
7$1+$2721’3+$4:1
0<21 <2, -1<2,<1, -2<23<0, 1<24<3

(61)

Consideremos a solugao bésica associada a particao definida por
J={1,4}, L={3}, U={2}
Entao

gbleA.jZUjA-j|:i13:|(2)|:_§:|1|:1:||:—i:|

jeL jeu
- L o][b] [ 4 - 4
mese| ] [n = ][]
Portanto T = (4, 1, —2, 0) é essa solugdo bésica, que nao é primal admissivel. Para construir os vectores p e g

z=420 [ 0], [ 10
z,=0<1 P71 P=1 4 _

$1:4>2:> o 1 — Bg— 1 0
=0<3 9710 =1 1 1

Portanto a Fase 1 procura resolver o seguinte programa linear

tem-se

—_

Minimize z = x5 + g
Sujeito a 1+ 20+ w3 + 26 =3
—T1+ X9 — 23+ x4 —T5 — 26 =1
0<21 <2, -1<22<1, 2<203<0,1<24<3, 2520, 26 20
O método dual simplex necessita de uma solugao basica dual admissivel para se iniciar. E importante notar
que se todos os limites inferiores e superiores forem finitos, entao é muito facil determinar uma tal solucao.
Com efeito, seja J C {1,2,...,n} tal que |J| = m e B = [A.j];es é ndo singular. Entao determine-se o vector
7 € R™ através de

T
B m=cy
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e calculem-se os coeficientes de custo reduzidos ¢; por
Ci=c;—ml Ay, j¢J
Se considerarmos a particao definida por J, L e U, com
L={j¢J:¢;>0}, U={j¢J:¢ <0}

entao a solugao bésica associada a essa particao é dual admissivel e pode ser a solucao basica inicial para a
aplicagao do método dual simplex. Como exemplo de ilustragao da determinagao de uma solucao dual admissivel,

consideremos novamente o programa linear (61). Se J = {1, 4}, entdo a solugdo dual 7 é calculada a partir de

wre-cre s ][ 2]-[4] o= [d]

w3 [
s [} [ 4]

Entao ¢ < 0 e ¢3 > 0, pelo que (J = {1,4}, U = {2}, L = {3}) constitui uma parti¢ao associada a uma solugao

Portanto

dual admissivel para o programa linear (61).
A simplicidade da obtencao de uma solucdo béasica dual admissivel e o bom comportamento do método
dual simplex na pratica, tem levado a que este algoritmo seja normalmente mais recomendado do que o primal

simplex para a resolugao de programas lineares com limites inferiores e superiores finitos.

22 Analise de Sensibilidade e Po6s-Optimizacao: Introducao de Va-
riaveis e Restricoes num Programa Linear

I. INTRODUCAO DE UMA VARIAVEL

Consideremos o programa linear

Minimize T2
Sujeito a Az =10 (62)
x>0

com A uma matriz de ordem m x n, com a caracteristica de A igual am < n, b € R™, ¢,z € R" e seja (T; = b,
Zr, = 0) uma sua solucdo éptima (J C {1,2,...,n}, |[J|=me L={1,2,...,n} — J). Seja ainda
Minimize Tz + Cn+1Tn+1
Sujeito a Az 4+ A.py1Tpy1 =0 (63)
x Z 07 Tn+1 2 0
o programa linear que se obtém de (62) por acréscimo de uma varidvel x,, 1. Note-se que ¢,4+1 é o coeficiente
de custo associado a essa varidvel e A., 41 é a coluna constituida pelos coeficientes de cada uma das restrigoes
referentes a essa varidvel. Se B = [A.;];cs é a matriz base associada & solugdo 6ptima T do programa (62),

entdo (z; =7,z = 0,2,41 = 0) é uma solugdo admissivel de (63) e é éptima se

_ T
Cn+1 = Cpt1 — CJA~TL+1 > 0.
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Se ¢,+1 < 0, o método simplex pode ser iniciado com a solucdo béasica admissivel correspondente a esse conjunto
+ y

J. Neste caso, x,41 ¢ a varidvel ndo bdsica a ser aumentada (s = n+ 1), uma vez que ¢,41 é o Unico coeficiente
de custo reduzido negativo. Desta discussao facilmente se conclui a enorme redugao no esforgo computacional
para resolver o programa linear (63) se aproveitarmos a solu¢do 6ptima do programa (62) para iniciarmos o
processo de reoptimizagao. Além disso o valor 6ptimo do programa (63) é inferior ou igual ao do programa (62).
Portanto a introdugao de uma varidvel num programa linear implica um decréscimo ou a manutencao do valor
optimo do programa, havendo a hipétese do novo programa linear ser ilimitado.

A titulo de exemplo consideremos o programa linear

Minimize z = x1 — 229
Sujeito a T+ 229 < 2
1 — T2 S 0

120, z22>0

Este programa pode ser escrito na forma normal

Minimize z = z1 — 229
Sujeito a r1 + 2x9 + 23 =2
xr1 — To +x4=0 (64)

r; >0, i=1,2,3,4
A solucao éptima desse programa é T = (0,1,0,1) e J = {2,4}.
Suponhamos que introduzimos neste programa (64) a varidvel x5 com coeficiente de custo ¢; = 1 e coluna

de coeficientes [2 0]7. Entdo obtemos o seguinte programa

Minimize z = x7 — 229 + x5
Sujeito a T1 + 222 + T3 + 2x5 =2
Tr1 — T2 + T4 =0

x; >0, 1=1,2,3,4,5
Como J = {2,4}, tem-se
2 0
B:[A~j]jeJ: { 11 ]
Seja 7 a solucdo dual correspondente a J, que satisfaz BT 7 = c;. Entdo a solu¢io admissivel (x; = b, z1, = 0,
Znt1 = 0) é Optima se e s6 se
Cs = C5 — 7TTA.5 Z 0.
Da definicao de 7, conclui-se que
Cs = C5 — C:‘,;B_IA.E, = C5 — CEZ;Z.E,

onde o vector A.5 é dado por BA.5 = A.5. Portanto

— 2 0| 2 — 1

0 1

Donde ¢5 > 0 e T = (0,1,0,1) mantém-se como solugdo éptima do programa modificado.

%C5£A51{‘2]T[1] —(-2)=3>0.

Consideremos agora o programa linear

Minimize z = 1z — 29 — 35
Sujeito a x1 + 2x9 + 3 + 225 =2 (65)
xr1 — To + x4 =0

2;>0,i=1,2,3,4,5
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Portanto este programa difere apenas do anterior no coeficiente de custo que é (-3) em vez de 1. Donde, como

anteriormente,

— 2171
Gs=c5 —CchAs=—3— [ 0 } [ ) ] =-3-(-2)=-1<0.
Assim a solugdo 6ptima do programa linear inicial (64) ndo é éptima para o programa linear (65) e devemos
usar o método simplex para resolver o programa modificado, partindo da solucao bésica admissivel associada
ao conjunto J = {2,4}. Como ¢5 é o tnico ¢; (j € {1,2,3,4,5} — J) negativo, entdo s = 5. Para determinar a

varidvel basica que troca com x5 usamos a coluna A.5 ji calculada para obter

b, . Bl _ . 11
= — =min< — : ;5 >0p =min —, - =1
Qrs a5 1’1

Donde r = 1. Como x5 é a varidvel bésica correspondente a 7 = 1, os conjuntos J e L sao actualizados para

e o vector b é actualizado através de
by =60=1
62 :BQ —0ags =1 — (1)(1) =0
A nova solucao bésica é dada por (21, za, 23,24, 25) = (0,0,0,0,1). Além disso a matriz base associada a essa
solucao é
2 0

Para verificar se essa solucao é dual admissivel, determina-se o vector m através de

T 2 0] [-3 [ -3
B7T—Cj<:>|:01:|7'r—|: 0](:)77_[ o

Entao

N w

2
1
o}:

Donde ¢; > 0 para todos j € L e a solucado (x1, 2,3, 24,25) = (0,0,0,0,1) é 6ptima, com valor éptimo igual

_377 1
03203—7TTA.3:0—|: 6:| |:

az = —3. B de notar que o valor 6ptimo do programa (65) é (—3), enquanto que o do programa (64) é (—2).
Portanto houve um decréscimo no valor 6ptimo, o que esta de acordo com o referido anteriormente.

Consideremos agora o programa

Minimize z = x7 — 229 — 3z5
Sujeito a 1 + 2x9 + 23 — 225 =2
T — X9 + x4 =0

2;>0, i=1,2,3,4,5
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= N

que tal como os dois tltimos se obteve de (64) por introdugao da varidvel z5. Como J = {2,4} e B =

= O
| I

s@o o conjunto dos indices das varidveis bdsicas e a base associadas & solugao éptima de (64), entdo

— 2 0] 21 - -1

T
C5C5C§A.53{_§] [j } =-3-2=-5<0.

Assim a solugdo 6ptima do programa linear inicial (64) nao é 6ptima para o programa linear (65) e devemos
usar o método simplex para resolver o problema modificado iniciando com a solugao bésica admissivel associada
ao conjunto J = {2,4}. Como ¢ é o unico coeficiente de custo reduzido negativo, entdo s = 5. Como a;5 < 0,

para ¢ = 1,2, o programa linear ¢é ilimitado.

II. INTRODUCAO DE UMA DESIGUALDADE

Suponhamos que pretendemos acrescentar ao programa linear (62) a desigualdade
aTx < bim+1

Se x,+1 é a varidvel de desvio correspondente a essa restri¢ao, entdo podemos escrever o novo programa linear

na forma normal

Minimize z = Tz

Sujeito a Ax =10
aTx + xpi1 = b
x 2 07 Tn+1 Z 0

(66)

Seja T uma solucao basica éptima do programa (62), J o correspondente conjunto de indices das varidveis basicas
e B=[A. j]j <7 @ matriz base associada a essa solugao. Como o programa (66) contém mais uma restricdo, entéo
qualquer solugdo bésica desse programa tem que ter (m + 1) varidveis bdsicas. Por isso a matriz base associada
a uma solugao bdsica desse programa tem ordem (m + 1) x (m + 1). Como T é uma solugao bésica dada, entao

(T, Znt1 = bmy1 — a’' 7)

é uma solugao bdsica de (66) . O seu conjunto de indices das varidveis bésicas é dado por

J=Ju{n+1}

e —
B 0

J

onde a+ contém as componentes do vector a que pertencem a J. Como

B 0 ’ T | T _ E_ch
al 1 7 R | 0
7 m—+1 m—+1
entdo ¢; > 0 (j € {1,2,...,n} —J) e a solugao basica associada a J é dual admissfvel. Para verificar se é primal

admissivel temos de calcular os valores das varidveis basicas. Mas

AR DA AR
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com

_ T
bm+1 = bm+1 — ajb (67)
Dois casos podem acontecer e sao apresentados a Seguir.

1. Se b, 41 > 0, a desigualdade acrescentada é verificada em 7 e a solucio bésica
7 =0, Tpy1=bmy1, L =0 (68)
com L={1,2,...,n,n+ 1} — J é éptima e o valor 6ptimo Z é igual ao do programa (62).

2. Se b, 41 < 0, a desigualdade acrescentada ndo é verificada em T e a solucdo bésica (68) é primal inad-
missivel. Como essa solugao é dual admissivel, entdao o método dual simplex pode ser usado para resolver
o programa linear (66) a partir da solucao bésica associada a J. Portanto ou esse programa ¢ inadmissivel

ou obtém-se uma sua solugao éptima cujo valor 6ptimo é maior ou igual do que o do programa anterior.

Esta discussao permite-nos concluir que a introdugao duma desigualdade no conjunto admissivel de um
programa linear ou o torna inadmissivel ou entao a sua solugao éptima tem um valor éptimo superior ou
igual ao valor éptimo do programa original. Seguidamente apresentamos exemplos ilustrativos dos varios casos
possiveis.

Consideremos o programa

Minimize z = x1 — 229
Sujeito a T+ 229 < 2
r1 — T2 S 0 (69)

120, z202>0
Como vimos anteriormente esse programa tem solucdo éptima Z = (0,1,0,1) com conjunto J = {2,4}. A figura

apresentada a seguir representa geometricamente o conjunto admissivel desse programa e a respectiva solugao

optima.
To x1 — 20 =0
91
1.5 1
xéo—fu?;gé o?p%irﬁ\' z=0
051 K z=2

7al

Se introduzirmos a desigualdade

1
$1—§JI2SO

entao o conjunto admissivel passa a ser representado pela seguinte figura
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i) .131—&:

2
_>
251 zy —w2 =0
2 1
1571
xr1 + 2392 =2
Solugao éptinh\' z=0
K
0.5 1 z=2
e + + + + + T
T
0.5 g 25

Entao a solugao 6ptima do programa anterior permanece no conjunto admissivel do novo programa, pelo que se
mantém Optima para esse programa. Isso é confirmado pela discussao a seguir apresentada. Se introduzirmos

a varidavel de desvio x5 podemos escrever a desigualdade anterior como a seguinte igualdade

1
$17§$2+1’5:O

Como J = {2,4} e b= (1 1)7, entdo de acordo com (67), vem

11T
- -1 1 1
— 2 —
bs =0 { 0} {1} 2>0

Portanto a solugao bésica associada a J = {2,4,5} é éptima para o novo programa linear. Os valores das

variaveis basicas dessa solucao sao

e o valor 6ptimo nao sofreu alteracao.

Consideremos agora a introdugao da restrigao
1 1
$1—§$220<:>—$1+§$2§0

no programa anterior. Entao o conjunto admissivel do novo programa tem a seguinte representacao gréfica
i) xr1 — % =0
251 zy—x2 =0
2 4

151
xr1 + 2:62 =2

Solucao éptima
0.5 1 z=2

N N
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Portanto a solugao 6ptima do programa anterior nao permanece ao conjunto admissivel do novo programa, pelo
que a solucao éptima deste ultimo programa tem valor éptimo superior ao do anterior. Para obter essa solugao

escrevemos na forma normal o programa que se obteve de (69) por acréscimo da restri¢ao z; — %xz >0

Minimize z = x1 — 229
Sujeito a 1 + 2x9 + a3 =2
Tr1 — T2 + 4 =0
—x1 + %IEQ + x5 = 0

2; >0, i=1,2,3,4,5

Entéo b3 é calculado a partir da férmula (67) e tem-se

T
_ _|_l 1
ceu [A] 1]

Portanto o método dual simplex deve ser utilizado para calcular a solucao 6ptima do novo programa. A solugao

bésica inicial tem associada J = {2,4,5} e é dada por

_ 3 1
7181 ]
x5 bs 1
2
Esta solucao é dual admissivel, pois
2 -1 3 ™ -2 -1
B'r=c;< |0 1 0 T | = 0| er= 0
0 0 1 3 0 0
e para j € L ={1,3}
1171 1
Gil=c—mlA;=1—1] 0 =2>0
0 _
11711
G3=c3—7m Az3=0—| 0 0|=1>0
0 0
Para calcular @,;, j € L tem-se
2 -1 3 p1 0 -1
BT'g=¢"< |0 1 0 B |l=]0]|=p= 0
0 0 1 B3 1 1
© T
- 1 4T
-1 1
asy = 0 1 = —%
_ 1 -1
arj:BTA.j:> - 1:T:1
1
azs = 0 0 == *%
1] |0

Para determinar a varidvel nao basica x5, vem

ST A A

Entao x5 (varidvel na linha 3) troca com z1, ou seja, J é actualizado da seguinte forma

J=J-{5}U{1} ={2,4,1}
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Donde L = {3,5} e

2 0 1
B |1

2

Os coeficientes de custo reduzidos ¢;, j € L sao actualizados a partir de

8 1 3
0303+0a331+<) - T

N 5 4 5
C5 = 0 = g
Na iteracdo seguinte calcula-se b por
~ 2 0 1 by 2 ~ %
Bb=| -1 1 1 by | =0 ]| b= ;
1 e
5 0 -1 bs 0 £

Donde a solucao bésica é admissivel e portanto é éptima. Essa solugio é definida por (Z; = b, Zr, = 0), ou seja,

2 4 2

xlzgv $2:57 x3:07 1'4:3, $5:O
e o valor 6ptimo da funcgao é
91T 4
— 17 53 1_ 6
zZ=rcjb= 1 5 =5
0 5

Consideremos agora a introdugao da restrigao
—r1+a2 < -1

no programa linear (69). Facilmente se verifica que essa restri¢do nao intersecta o conjunto admissivel do
programa (69) e que por isso o programa linear resultante é inadmissivel. Para verificar isso analiticamente

escrevemos esse programa na forma normal

Minimize z = x1 — 2z9
Sujeito a r1 + 2x9 + 23 =2
xr1 — o + 14 =0
—T1 —+ T2 —+ Ty = -1

2; >0, i=1,2,3,4,5

Como J = {2,4} e b= (1 1)7, entdo, usando a férmula (65), vem

R OIHEEE

Portanto, e tal como no exemplo anterior, é necessério resolver esse programa usando o método dual simplex.

A solugéo inicial tem associada o conjunto J = {2,4,5} e é dada por

1

2)-(8)-[ 1]
x5 b3 9
Esta solucao é dual admissivel, pois ¢, =2 > 0 e ¢3 = 1 > 0. Para calcular @,;, j € L tem-se
2 —1 1 B [0 —3
Bfg=e"= |0 1 0 Ba | =0 | ep= 0
0 01 53 |1 1



az) =

— T
Arj = ﬂ AJ =

— ONIF = ON=

asz =

Para determinar a varidvel nao bésica zs, vem

2 1

0= mm{—<—3/2>’ 1)

|

1
_ 3
L]l =-3
| -1
M1
_ 1
0 =-3
| O
4
:§:>S:1

Entao x5 (varidvel na linha 3) troca com x1, ou seja, J é actualizado da seguinte forma

J=J—{5}U{1} ={2,4,1}

Donde L = {3,5} e

B=[Ajljes=| —

— = N

Os valores de ¢;, j € L sao actualizados a partir de

4 1
33:63+9633:1+§ <2) =
4
s =0= §
Na iteracao seguinte calcula-se b por
~ 2 0 1][h 2 ~
Bb=be | -1 1 1 by | = 0|<b
1 0 -1 bs -1
Para determinar @,;, j € L tem-se
2 -1 1 51 0
B'g=e¢"< |0 1 0 By | =11
1 1 -1 B3 0
e L
0 1
ass = 1 0
1 0
— T
Api = A= = = =
3 =0 A 01°To
ass = 1 0
1] [T

Como @,; > 0 para todo j ¢ J, o programa é inadmissivel.

III. INTRODUCAO DE UMA IGUALDADE

S = O

1
3
1
3
=| -1 |=r=2
4
3
0
Spe=11
1

Consideremos novamente o programa linear (62) e seja (z5 = b, zp, =

Suponhamos que introduzimos a igualdade

aTx = bim+1
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nesse programa de modo a transformé-lo em

Minimize c¢'x

Sujeitoa  Ax =10
a’x = byqq
x>0

A restri(;ao de ig‘ualdade pode ser escrita na forma,
1= b =0
a T+ Tn+ m+1; Ln41

Portanto, e & semelhanga da introdugao duma desigualdade, comegamos por considerar a solugao bésica de (70)
com varidveis bésicas x;, i € J e z,41 (ou seja J = J U {n + 1}). Como vimos anteriormente, o transformado
byt de by, satisfaz

_ T
bm+1 = bm—i—l - ajb

Trés casos podem acontecer e sao discutidos a seguir.
1. Se b, 41 = 0, a solucdo 6ptima do programa (62) é também solucdo éptima do programa (70).

2. Se by,41 < 0, entdo 2,41 deve passar a nao basica por uma iteracio do método dual simplex (ver o caso
da introdugdo duma desigualdade). Se ndo for possivel tornar x,.1 nao bdsica, entdo a varidvel z, 1
toma sempre valores negativos no conjunto de restri¢oes do programa (62) e portanto o programa (70) é
inadmissivel. De outro modo x,,41 passa a nao basica e deve ser desprezada de seguida. O método dual
simplex é usado até ao fim, terminando com uma solugdo 6ptima do programa (70) ou com a indicacao

de que o programa (70) é inadmissivel.

3. Se b1 > 0, a restricio introduzida a”z = b,,,1 do programa (70) deve ser substituida pela restrigao

T

equivalente —a”x = —b,,,1. Com esta restricio, b, 11 < 0 e o processo descrito em 2. pode ser aplicado

com as mesmas conclusoes.

Notar que este processo é consequéncia do facto de uma igualdade a’x = b,,, 1 ser equivalente a duas
desigualdades

aTx < bm+17 aTx > bm+1

Além disso, e como no caso de desigualdades, se uma igualdade é introduzida num programa linear, entdo o
novo programa ou € inadmissivel ou entao tem uma solugao éptima com valor 6ptimo maior ou igual do que o
do anterior.
Como exemplo de ilustracao deste procedimento, consideremos o programa linear
Minimize z = x1 — 229
Sujeito a Ty + 219 < 2
r1 — T2 S 0
z1 20, z2>0
O conjunto admissivel deste programa e a sua solugao 6ptima estao representadas na primeira figura da subsecgao

II. anterior. Se introduzirmos a restrigao x; —1/2x9 = 0, entao o conjunto admissivel do programa resultante é o
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segmento de recta OP da terceira figura dessa subsecgao e P é a solugao éptima desse programa. Considerando

as varidveis de desvio x3 e x4 e a restricao adicional, obtemos o seguinte programa linear

Minimize z = 1 — 229

Sujeito a r1 + 229 + 23 =2
xr1 — To +x4=0
Tr1 — %(L‘g =0

>0, i=1,2,3,4

A solugao 6ptima do programa original é T = (0,1,0,1) e o conjunto de indices das varidveis bésicas

J = {2,4}. Entao comegamos por calcular o transformado bs de b3 e tem-se

17T
, -1 1 1
— 2 —
bs =0 [ 0} {1}—2>0

Assim devemos substituir a restri¢ao introduzida pela restrigdo equivalente —zq +1/222 = 0. Portanto obtemos

o programa linear equivalente

Minimize z = x1 — 229
Sujeito a T1 + 2x9 + X3 =2
X1 — T2 + x4 = 0
—r1 + 522 =0

xz; >0, 1=1,2,3,4
A restrigdo de igualdade introduzida vai ser escrita na forma —xz1 + 1/2z9 + 25 = 0 e a varidvel x5 deve passar

a nao basica por uma iteracao do método dual simplex. A solucdo bésica inicial tem associada o conjunto
J ={2,4,5} e é dada por

_ 5 1
7] 4)- [ ]
Z5 —bs 1
) 2
Para calcular @,;, j € L tem-se
1 r 1
B'f=€e"& |0 1 0 B | =] 0| &p= 0
0 0 1 ]| Bs 1 1
¢ T
- 1 4T ¢
-1 1
a3 = 0 1|=-2
_ 1 -1
[ :BTA.j=> -, 37T r ]
T4
Q33 = 0 0|=-1
| 1] |0

Como vimos na subseccao II. anterior, ¢y =2 >0e ¢ =1 > 0. A coluna s é determinada a partir de

=mn{ o T f 5 !

Entao x5 (varidvel na linha 3) troca com 1, ou seja, J é actualizado da seguinte forma

J=J-{55u{1} ={2,4,1}

A varidvel x5 deixa de ser considerada e por isso L = {3}. Os valores de ¢;, j € L sao actualizados a partir de

Gy =Tyt O =14 o (—2) =2
3 — &3 33 — 5 4 *5
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Na iteracdo seguinte calcula-se b por

~ 2 0 1 by 2 ~ %
30 -1 bs 0 £

Donde a solucio bésica é admissivel e portanto é 6ptima. Essa solugio é definida por (Z; = b, Zr, = 0), ou seja,

2 4 2
xlzgv x2:57 .T?,:O, 1'4:57 x5:0
e o valor 6ptimo da funcgao é
N I
= _ TE_ 0 i — _§
zZ=c;b= = :
1 3 >
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23 Analise de Sensibilidade e P6s-Optimizacao: Alteracao dos Coe-
ficientes de um Programa Linear

I. MODIFICACAO DOS TERMOS INDEPENDENTES DAS RESTRICOES

Consideremos o programa linear

Minimize ¢z
Sujeito a Az =d (71)
x>0

e seja (T; = d, Ty, = 0) uma sua solucdo bésica éptima. Se B é a base associada a essa solucdo, entdo d satisfaz

Bd=d
Se agora considerarmos o programa
Minimize ¢’z
Sujeitoa Az =5 (72)
x>0

com b # d, podemos usar a solu¢do bésica anterior como solugéo inicial. Assim o transformado b de b é dado
por

Bb=b

Como os programas lineares (71) e (72) tém os mesmos coeficientes de custo, entdo a solucio basica (T; = b,
Zr = 0) é dual admissivel. Se b > 0, essa solugdo é 6ptima para o programa (72). De outro modo o método
dual simplex deve ser usado para resolver o programa (72) iniciando com a solugao bésica referida.
Como exemplo de ilustragao, consideremos o programa linear
Minimize z = 4x1 — x9 — 373
Sujeito a T+ a0+ 23 <6

2I1+l’2*l’324
z; >0, i=1,2,3

Este programa pode ser escrito na forma normal

Minimize z = 4x1 — x5 — 323
Sujeito a L1+ X2+ 3+ x4 =6 (73)
2x1 +x9 — x3 —zr5=4

>0, i=1,2,3,4,5

Consideremos a solugao bésica associada a J = {2,3}. Entao

11
o[ al

mese] 4] [2]-[0]5=[3]

Portanto = (0 5 1 0 0)7 ¢ primal admissivel. Para verificar se é dual admissfvel e portanto éptima, calcula-se

e Y I B R R Il

T
C1_61—7TTA.1—4—[_2:| {;}—4>0

7 a partir de

e tem-se

1 =
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T
C5C57TTA.5O|:_2:| |: 0:|1ZO

Portanto T é a solucdo éptima do programa. Consideremos agora o programa linear obtido de (73) por substi-

tuicdo de bs de 4 para 8. Entdo o transformado b do novo vector b satisfaz

mese} 3] [R]=[3] == [ 1]

Portanto, a solucao bésica (T; = b,T;, = 0) ndo é admissivel e devemos usé-la como solugao inicial do método
dual simplex para a resolucao do programa linear modificado. Entao r = 2 e a variavel correspondente x3 deve

deixar de ser bésica. Para calcular @,;, j € L tem-se

e 1 1 Bl [0 B 1
e | A R e Y
¢ T
-
w1 ]
c T ¢
Arj = /j’TA.j = Aoy = _% (1) :|
-y %:T_
_ 5 0 1
a25—_7§_ 1} 5

Para determinar a coluna s, usam-se os coeficientes de custo redumdos associados a solugao béasica 6ptima do

programa anterior e tem-se

amm{_ébw}sésl

Entéo 3 (varidvel na linha 2) troca com z1, ou seja, J é actualizado da seguinte forma

J=J- {3 U{1} ={2.1}

1

Donde L = {3,4,5} e B=[A.j]jes = { 1 9

} . Os valores de ¢;, j € L sao actualizados a partir de
c3=60=28
_ _ 1
Cy =C4+0asy =2+8 5 =6
_ _ 1
05:c5+9a25:1—|—8 5
Na iteracao seguinte calcula-se b por
T 1 1 by | [6 - | 4
move 1 s ][n]-[8] == (2]
Donde a solucao bésica é admissivel e portanto é éptima. Portanto a solugao éptima do novo programa linear é
1 =2, zo=4, z3=x4=2x5=0

e o valor 6ptimo da funcao é



Na pratica, apds a determinacao de uma solugao éptima de um programa dado, interessa muitas vezes
conhecer o intervalo a que um dado termo independente b,. deve pertencer de modo a que o conjunto J associado
a solugao Optima permaneca inalterado. A obtencao desse intervalo é relativamente facil de fazer usando o
conceito de solucdo béasica admissivel. A titulo de exemplo, consideremos o programa linear que se obtém de
(71) considerando a segunda componente by como um parametro. Entdo b = [6 b2]T e a solugdo bésica associada

ao conjunto J = {2, 3} éptimo satisfaz

NI HEANIEEY

Assim, a solugdo (Z; = b, 71, = 0) é admissivel se

T 3+14b>0 by > —6
b>0< { %b2>0 é{b2<6 < by € [—6, 6]

Deste modo, o termo independente by pode pertencer ao intervalo [—6, 6] sem alteragdo da base éptima. Além

disso a expressao geral das solugoes éptimas é
(xla Z2,x3,T4, 1'5) - (07 3 + %bQ, 3 - %b27 Oa 0)

e os valores éptimos correspondentes satisfazem z = —12 + bs.

II. MODIFICAGAO DE UM COEFICIENTE DE CUSTO DA FUNCAO OBJECTIVO
Consideremos novamente o programa linear (60) e seja (Z; = b, 71, = 0) uma sua solugdo bésica éptima. Se

um coeficiente de custo c¢; for alterado para c;, dois casos podem acontecer e sao discutidos a seguir.

1. Se j € L, isto é, se o coeficiente de custo modificado corresponde a uma varidavel nao bésica da solugao

6ptima de (60), entdo calcula-se o transformado de ¢; por
T =¢; —chA,

com
BZ.J == A.7

Se ¢; > 0, a solugdo éptima do programa (60) é também Sptima para o programa modificado. De outro

modo o método simplex ¢ iniciado com a solucao basica associada a J.

2. Se j € J, isto é, se o coeficiente de custo modificado corresponde a uma variavel basica da solucao 6ptima

de (60), entao o vector ¢; é modificado para ¢, com
Ei = C;, ) 75 j
Entao o vector 7 das varidveis duais é calculado por
BT7T = EJ
e isso permite determinar os coeficientes de custo reduzidos referentes as varidveis nao basicas
Ej = Cj — 7TTA.j, ] S L.
Se ¢; > 0 para todo j € L, a solugdo 6ptima do programa (60) associada ao conjunto J é também éptima

para o programa modificado. De outro modo o método simplex é iniciado com essa solucao bésica.
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Como exemplo de ilustragéo, consideremos novamente o programa linear (71)

Minimize z = 4x1 — x9 — 3x3
Sujeito a T+ To + T3+ T4 =6
2x1 + 22 — T3 —x5 =4

2; >0, i=1,234,5

cuja solugdo éptima é T = (0,1,5,0,0) com conjunto J = {2,3}. Suponhamos que o coeficiente de custo da
variavel z1 na fungdo objectivo do programa linear (71) é alterado para ¢; = —1. Como x; é nao bésica na

solucdo 6ptima do programa linear (71), entdo determinam-se os transformados A.; e ¢; através de
- 1 1 [an] _[1 an | [ 3
N E T A N

_ 117 3
C1:F51—C§A.1:—1—|:_§:| |:_%:|:—1<0.
2

Assim a solugao 6ptima do programa inicial (73) néo é ptima para o programa linear modificado e o método
simplex deve ser usado para resolver o programa modificado, com inicio na solugao basica associada ao conjunto

J ={2,3}. Para determinarmos a varidvel basica que troca com z; utilizamos o critério do quociente

0 br min b a;1 >0 min > 10
= == 1 — 1 Q; = 1 —_— = —,
ar1 a1 ! 3/2 3

Donde r = 1. Como z2 é a varidvel basica correspondente a 7 = 1, os conjuntos J e L sao actualizados para

J=J-{2}u{1} ={1,3}, L=1{2,4,5}

e o vector b é actualizado através de

- 10

bl —0: ?
10 1 8
= — =1—-—— | —-—= ) ==
bg b2 9@21 3 ( 2) 3

A nova solugao bésica é dada por (z1, z2, 23, T4, 25) = (%0, 0, %, 0, O). Além disso a matriz base associada a essa
solucgao é
1 1

Para verificar se essa solucao é éptima, calcula-se o vector m por

T 1 2 | -1 | -
B7TCJ<:>|:1 _1]7r{_3]<$7r[

WINWI~
| I

Entao

Ql
[\
Il
Q
[\
|
3
S
.
[ V)
I
|
—
|
| — |
\
[SSICVLIEN|
_
S
| — |
— =
| I
I
ol
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Donde ¢; > 0 para j € L e a solucdo (z1, %2, 23,24, 25) = (%,0, 70,0) é 6ptima, sendo Z = —34/3 o valor
6ptimo do programa modificado.
Tal como anteriormente, é possivel determinar os valores que um coeficiente de custo pode tomar sem alterar

a base 6ptima de um programa linear. No exemplo anterior para o coeficiente de custo ¢; calcula-se
T 17 2
Clzcl—CJA.1201—|:_3:| |:_%:|:Cl
2
e a solucdo (T; = b, 1, = 0) é dual admissivel e portanto éptima se
¢ > 0= c1 > 0.

Portanto a solugio bésica (T; = b, Ty = 0) é éptima para qualquer programa linear dependente do parametro
c1, desde que ¢y > 0.

Consideremos agora o programa linear

Minimize z = 4x1 — x9 + 323
Sujeito a T+ Xo + 3 + T4 =6
2r1 + T2 — T3 —z5 =4

z; >0, i=1,2,3,4,5

que foi obtido de (73) substituindo o coeficiente de custo da varidvel x3 na funcao objectivo por ¢3 = 3. Como

x3 é bésica na solugao 6ptima do programa (73), entao determina-se a solugao dual 7 a partir de

sre=ze [} 4 ][R ][5 e[ 2]

Para, verificar se a solugao ¢ dual admissivel, calculam-se os coeficientes ¢; para j € L

r T
_ 1 1
01201—7TTA.1:4—__2:| |:2:|:7

T
1 1
C4=C4—7TTA.4:0—|:_2:| |:0:|=—1

T
_ 1 0
C5:C5—7TTA.5:0—|:2:| |:1:|:—2

Portanto, a solugao nao é dual admissivel e por isso o método simplex deve ser usado para resolver o programa

modificado, com inicio na solugéo bésica associada ao conjunto J = {2,3}. Entdo s =5 e

— 1 1] 0 — -1
BA5—A5<:>|:1 1:|A5—|:1:|<:>A5—|: §:|

Para determinar a varidvel basica z; que troca com x5, tem-se

b, 1
9=,br = min f—Z:EZ—5>O =ming —, =2
ars ais 1/2

Donde r =2, t = 3, J e L sao actualizados por

J=J-{3}U{p} ={2,5), L={1,34)

e o vector b é actualizado através de
1

51 _b1—9015_5—2<—2) :6
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by =60=2
A nova solucdo bésica é dada por (x1,x9,x3,x4,25) = (0,6,0,0,2). Além disso a matriz base associada a essa
solugao é
1 0
B =[Ajljes = { L 1 ]

Para verificar se essa solugao bésica é 6ptima, calcula-se o vector das varidveis duais 7 através de

Brazcom [ 3]e=[ 5 ]er=[ D]

Entao

T
03263—7TTA.3:3—|:_é:| |:_1:|:4

[[2]-

64264—7TTA.4:0— |: -1
6,0,0,2) é 6ptima, sendo Z = —6 o valor ptimo

0
Donde ¢; > 0 para j € L e a solucdo (x1, 22,3, 24,25) = (0,
do programa modificado.

Tal como anteriormente, podemos estar interessados em determinar os valores que um coeficiente de custo
associado a uma variavel basica pode tomar de modo a que a solugao éptima permaneca inalterada. No exemplo

anterior seja cz o parametro que indica o valor do coeficiente de custo da varidvel nao basica x3. Entao

T  ~ 1 1 T1 o -1 T1 o —l—‘rng
ek HET M I M R N

e os coeficientes de custo reduzidos ¢;, para j € L, sao dados por

C4C47TTA.4O|:
141,77 1 1
05205—7TTA.5:0—|: %+%C3:| |: O:|:—_c3
T2 729

A solugdo (T; = b,Zr, = 0) é dual admissivel se ¢; > 0 para todo j € L. Portanto a solucao basica é dual

admissivel se

¢ >0 121—1—%0320 ez > —11
>0 < %—?0320 = c3 <1 @036[—11,—1].
5 >0 -5 —35¢20 cg < —1

Deste modo, o coeficiente de custo ¢z pode pertencer ao intervalo [—11, —1] sem alterar a solu¢ao éptima do

programa linear. Além disso, os valores da funcao linear dependem de c3 através de Z = —1 + c3.
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III. MODIFICACAO DE UM COEFICIENTE TECNOLOGICO DAS RESTRICOES

Para terminar esta secc@o iremos estudar o efeito que a modificacdo de um elemento a;; da matriz A das
restricbes de igualdade Ax = b tem na solugao 6ptima de um programa linear. Seja T a solucao éptima do
programa (62), J o conjunto dos indices das varidveis basicas dessa solucdo e B = [A.;]jes. Suponhamos que
o elemento a,s foi modificado para a,s. Tal como no caso dos coeficientes de custo, devemos considerar dois

casos, que sao discutidos a seguir.

1. s € L, isto é, o elemento em causa estd associado a uma coluna de uma varidvel nao basica da solugao

6ptima do programa linear (62). Seja A., a coluna modificada cujos elementos satisfazem
'dis = Qjs, Z 7é T

Entao a transformada Z.S dessa coluna é dada por

BA., = A,
e podemos calcular o coeficiente de custo reduzido ¢, a partir de
Cs=cs — LA

Se ¢s > 0, a solugao éptima do programa original é também solucao éptima do programa modificado. De

outro modo, o método simplex ¢ iniciado com a solucao basica admissivel associada a esse conjunto J.

2. Se s € J, a alteragdo do elemento a,s; pode tornar a matriz B singular. Por isso e contrariamente aos
casos anteriores, é em geral melhor resolver o programa modificado sem tirar partido da solugao éptima

do programa anterior.

Como exemplo de ilustragio, consideremos novamente o programa linear (73)

Minimize z = 4x1 — 29 — 3x3
Sujeito a L1+ Xo + T3 + T4 =6
2r1 + x9 — 3 —r5=4

2; >0, i=1,2,3,4,5

cuja solucao éptima é 7 = (0,1,5,0,0) com conjunto J = {2,3}. Suponhamos que o coeficiente tecnolégico da
variavel x1 na segunda restri¢do do programa linear é alterado para az; = 7. Como x; é nao bésica na solugao

6ptima do programa linear (73), entdo calcula-se A.; a partir de

R A R R Y

O transformado do coeficiente ¢; é dado por

T
01201—C§A.1=4—|:_;):| |:_§:|:—1<0.

Assim, a solugao Optima do programa inicial ndo é éptima para o programa modificado e o método simplex

deve ser usado para resolver o programa linear modificado, com inicio na solucao basica associada ao conjunto
J ={2,3}. Entao
b . b; . |5 5
§=—"=min< —~ :a; >0y =min{ - » = —
ar1 a1 4 4
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er =1. Como x5 é a varidvel basica correspondente a r = 1, os conjuntos J e L sao actualizados através de
J=J-{2}u{1} ={1,3}, L={2,4,5}

e o vector b é actualizado através de

- 5

bl - 9 - Z
_ - 5 19
= — Ha = 1 —_ = — e —
b2 bz 9(121 4( 3) 1

A nova solucao bésica é dada por (z1, z9, x5, T4, 25) = (%, 0, 179, 0, O). Além disso a matriz base associada a essa
solugao é i
1 1
B=[Ajljes=1| - _3 ]

Para verificar se a nova solugao bésica é dual admissivel, calcula-se 7 por

BT7T20J<:>{1 7:|7T: _g}ﬁwz[_

oo~
_ 1

1 -1
Entao
17 17T
T N e 61 37
el I
17 1T
_r 1 1
CQCQTK’TA.21|: 8;:| |:1:|4
T
_ — 1 17
C4:C4—7TTA.4:O—|: :| |:0:|:8

R= oo~

C5:C5—7TTA.5:0—|:

19

Donde ¢; > 0 para todo j € L e a solugdo (1,2, 3,4, 25) = (%’07?7

z=—37/4.

0,0) é 6ptima, com valor 6ptimo

Tal como anteriormente, podemos determinar o conjunto de valores que um coeficiente a;; associado a uma
varidavel nao bésica de uma solugao éptima pode tomar de modo a que a solucdo 6ptima permaneca inalterada.

No exemplo anterior se representarmos por as; os valores que esse coeficiente pode tomar, tem-se

— ~ 1 1 ai 1 ai l—i-lagl
BA.:A. _ = _ g
et I R P R s

O transformado do coeficiente ¢; é dado por

T
01201—C§A.1:4—|:_;):| |:

N[O —
+
<
N
[

—

Il
(=)
|
<

N
—

e a solugao (T = b,z = 0) é dual admissivel se
1 >0 6—a9 >0<as <6.

Deste modo, o coeficiente da varidvel z; da segunda restricdo do programa linear (73) pode tomar um

qualquer valor nao superior a 6 sem alterar a solucao éptima do programa dado.
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Exercicios

1. Um banco tem trés actividades principais a desenvolver, a que estdo ligadas trés varidveis (niveis de
decisao), nomeadamente o nivel dos seus saldos de tesouraria (“cash”), a sua actividade prestamista e a
compra de acgoes. Face a certas restrigoes legais os saldos de tesouraria devem constituir pelo menos 30%
dos depdsitos totais e as acgdes ndo podem ultrapassar 65% desses mesmos depdsitos. Os depdsitos totais
sao de 20 mil milhGes de euros e os saldos de tesouraria, os empréstimos e as acgoes nao podem exceder os
depdsitos totais. O juro dos empréstimos é de 8%, o das acgoes é de 9% e é nulo o dos saldos de tesouraria.
O banco deseja maximizar os juros provenientes daquelas trés actividades bancarias. Formule o problema

como um programa linear.

2. Uma companhia aérea estd a planear adquirir um nova frota de avides de passageiros para cobrirem rotas
de longo (LA), médio (MA) e curto (CA) alcance. O prego da compra é de 67, 50 e 35 milhdes de euros
por unidade, respectivamente de avioes do tipo LA, MA e CA. O conselho de administragao da companhia

autorizou um orcamento maximo de 500 milhoes de euros para a compra de novos avioes.

Independentemente do tipo de avides a comprar, sabe-se que eles serao utilizados no méaximo das suas
capacidades. Assim, estima-se que o lucro liquido de cada avido seja de 42, 30 e 23 milhdes de euros para

avides do tipo LA, MA e CA, respectivamente.

Prevé-se a existéncia de um numero suficiente de pilotos para a companhia operar até 30 novos avioes.
Se se comprassem apenas avioes de CA as oficinas de manutengdo poderiam operar até 40 desses novos
avioes; contudo, em termos de utilizagao dessas oficinas, cada aviao de MA é equivalente a 11/3 avides de

CA e cada avidao de LA é equivalente a 4 avices de MA.

Toda esta informagao foi constituida para uma andlise preliminar do problema. Com estes dados, como
uma primeira aproximagcao, o gabinete de planeamento e gestao deseja saber quantos avides de cada tipo

deverao ser adquiridos, por forma a maximizar o lucro total anual.

Apresente um modelo de programacao linear que caracterize este problema.

3. Suponha que recebeu uma heranca de 30 mil euros e que pretende investir este dinheiro na totalidade
ou apenas em parte. Sabendo disto, dois amigos seus, Alberto e Belmiro, ofereceram-lhe sociedade em
dois negdcios diferentes que pretendem realizar no préximo verao. Em ambos os casos a sua participagao

envolve investimento em dinheiro e colaboracao com trabalho.

Tornar-se socio a parte inteira do Alberto implica um investimento de 25 mil euros e 400 horas de trabalho
e o lucro esperado é de 22 mil euros (sem levar em conta o valor do seu tempo). Os valores correspondentes
a participagdo (a parte inteira) no negécio do Belmiro sdo 20 mil euros, 500 horas de trabalho e 22 mil

euros para o lucro esperado.

Contudo ambos os amigos sao flexiveis e permitem-lhe participar com qualquer fracgao da parte inteira

de socio, sendo obviamente a sua parte nos lucros proporcional a esta fraccao.

Dado que pretende algum tempo livre no verao, nao quer dedicar mais de 600 horas de trabalho. Apresente
um programa linear que lhe permita decidir qual a combinagao de participagdo num ou em ambos o0s

projectos dos seus amigos de modo a maximizar o seu lucro.
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4. Uma empresa produz dois tipos de fertilizantes, fosfato-Hi e fosfato-Li. Para as suas produgoes sao usados

trés materiais de base, tal como se indica no quadro:

Toneladas de material requeridas | Quantidade maéaxima de
para a produgao de uma tonelada material disponivel por
més (em toneladas)

Material Fosfato-Hi Fosfato-Li

1 2 1 1500
2 1 1 1200
3 1 3 1800
Prego de venda por tonelada 75 50

de fertilizante (em euros)

A capacidade produtiva desta empresa é de 500 toneladas de fosfato-Hi, ou 600 toneladas de fosfato-Li,

ou qualquer ”combinacao apropriada’destes dois fertilizantes.

Sabe-se que nao ha dificuldade quanto a colocagao no mercado de fosfato-Hi, enquanto que para o fosfato-Li

nao se pode ultrapassar a cota de mercado fixada em 500 toneladas por més.

Formule o problema em termos de programacao linear.

5. Uma empresa tem 150 milhoes de euros para distribuir pelas suas trés subsidiarias, para o préoximo ano.
Devido a compromissos de estabilidade de emprego dos seu funcionérios, e por outros motivos, a empresa
estabeleceu niveis minimos no orgamento a atribuir a cada subsidiaria de 15, 25 e 40 milhoes de euros,
respectivamente. Devido ao modo como opera, a segunda subsididria nao consegue utilizar mais do que
85 milhoes de euros sem expansao com novo capital. Nesta altura, a empresa nao estd disposta a assumir
tal expansao. Cada subsididria pode tomar conta de vérios projectos com os fundos que recebe. Foi
estabelecida uma taxa de retorno (como percentagem do investimento) para cada projecto. Além disso,
existem projectos que obrigam a valores de investimento limitados. A empresa pretende maximizar os
lucros envolvidos na totalidade dos investimentos efectuados. Os dados referentes a cada projecto sao

definidos na seguinte tabela

SUBSIDIARIA PROJECTO TAXA DE RETORNO LIMITE MAXIMO NO VALOR
DO INVESTIMENTO

1 8% 30 milhoes de euros
1 2 6% 25 milhoes de euros
3 % 45 milhoes de euros
4 5% 35 milhoes de euros
2 5 8% 50 milhoes de euros
6 9% 20 milhdes de euros
7 10% 30 milhoes de euros
3 8 6% 15 milhoes de euros

Formule o problema como um programa linear.

6. Uma empresa transformadora manipula aco para produzir quatro tamanhos de vigas em I: pequenas,
médias, largas e extra largas. As vigas podem ser produzidas em qualquer uma de trés maquinas: A, B ou
C. O tamanho das vigas que cada méaquina consegue produzir por hora estd expresso no seguinte quadro

(em metros)
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Viga\Maquina | A B C
Pequena 300 600 800
Média 250 400 700
Larga 200 350 600
Extra larga 100 200 300

Considere que cada maquina trabalha até 50 horas por semana e que os custos por hora de funcionamento
das médquinas é de 15 euros, 25 euros e 40 euros, respectivamente. Além disso sdo encomendadas 10 000,
8 000, 6 000 e 6 000 metros de cada tipo de viga por semana, respectivamente. Formule o problema de

escalonamento das maquinas como um programa linear.

. Uma determinada empresa pretende estabelecer um plano de produgao para as quatro estagoes do préximo

ano. A capacidade de producao e encomendas esperadas estdo expressas na seguinte tabela

Primavera Verdo Outono Inverno
Encomendas 250 100 400 500
Capacidade normal 200 300 350 —
Capacidade extraordindria 100 50 100 150

Os custos de produgao normal sdo de 3,5 céntimos por unidade, mas os custos da produgao extraordinéria
variam sazonalmente, sendo de 4 céntimos na Primavera e no Outono, de 4,5 céntimos no Verao e de 5
céntimos no Inverno. A empresa possui 200 unidades em stock, no inicio da Primavera, ndo desejando
terminar o Inverno com stock, ja que pretende retirar o produto da linha no final do Inverno. As unidades
produzidas em produgao normal nao sao colocadas no mercado na estagao corrente, ficando a aguardar
a estacao seguinte. Por outro lado, as unidades produzidas extraordinariamente podem ser colocadas no
mercado na mesma estagao em que sao produzidas. Pretende-se determinar um plano de produgao que

satisfaga as encomendas e que minimize o custo total envolvido no processo.

. Uma empresa pretende estabelecer um plano para a producao de 2 artigos com encomendas sazonais sobre
um periodo de 12 meses. As encomendas mensais do primeiro artigo sdo de 100 000 unidades nos meses
de Outubro, Novembro e Dezembro, 10 000 unidades durante os meses de Janeiro, Fevereiro, Marco e
Abril e 30 000 unidades nos restantes meses do ano. As encomendas referentes ao segundo artigo sao
de 50 000 unidades durante os meses de Outubro a Fevereiro e de 15 000 durante os restantes meses.
O custo unitario para produzir os artigos 1 e 2 é de 2,5 euros e 4 euros, respectivamente, no caso de
serem fabricados até Junho, inclusive. Apds Junho, os custos unitdrios sdo reduzidos para 2,25 euros e
3,5 euros, devido a instalagao de uma maquina mais sofisticada. O nimero total de unidades dos artigos
1 e 2 produzidos mensalmente nao pode exceder as 120 000 unidades nos meses de Janeiro a Setembro
e as 150 000 unidades nos meses de Outubro a Dezembro. Além disso, cada unidade dos artigos 1 e 2
ocupam respectivamente, 2 e 4 metros ciibicos em armazém. Suponha que o armazém esta limitado a
uma capacidade total de armazenagem de 150 000 metros ctibicos e que o custo mensal de armazenagem
é de 5 céntimos por metro cubico. Formule o problema de escalonamento da produgao de forma a que o

custo total de producao e o custo de armazenagem sejam minimizados.
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9. Considere o programa linear

Maximize z = x1 — x3

Sujeito a T — 29 >2
2I1 —3562—|—$3 =4
CﬂlZOa x2207 (E3ZO

(a) Determine a sua forma normal.
(b) Mostre que a sua solugao bésica de varidveis basicas x3 e x4 é primal ndo admissivel.
(¢) Determine a solugdo éptima do programa usando o método simplex e iniciando o processo com a

solucdo bésica referida em (b).

10. Determine o dual do seguinte programa linear

Maximize z = 3z + 229 — 24
Sujeito a T +3rx3+ x4 2>2
21‘2 - 4503 - 3.’,E4 S 2
—I1 - 81’3 + 21’3 =3

951207 $2207 .’1,'320, $420

11. Considere o seguinte programa linear

Minimize z = —x1 + a2

Sujeito a T, —2x9 < 4
1+ o S 3
I Z 0

(a) Determine graficamente a sua solugao éptima.
(b) Mostre que a solugao obtida em (a) é primal e dual admissivel.
(c¢) Determine a solugao 6ptima do seu dual usando o teorema da complementaridade das varidveis de

desvio.

12. Considere o programa linear
Minimize ¢’z
Sujeitoa  aTx <b

com a,c,d € R" e b e R dados.

(a) Mostre que o conjunto admissivel do programa dado é convexo.

(b) Mostre que x é solugdo Gptima desse programa se e s6 se existem y € R', v € R" e v € R" tais que

ct+ya=u—"v



(¢) Determine a soluc¢do 6ptima do programa linear relaxado do problema da mochila

Maximize z = x1 + 229 + x3 + 424 + b5
Sujeito a 1+ a2+ T3+ 24 + 5 < 5/2
z; €{0,1}, i=1,2,3,4,5

13. Considere o programa linear

Maximize z = x1 4+ x3
Sujeito a 221 +3x9 — 23 <3
xr1 — To + 21‘3 =1
x120, 1'2207 1’320

(a) Determine a sua forma normal.
(b) Verifique se a solugao bdsica associada ao conjunto J = {1,4} é primal admissivel.

(¢) Determine a solugdo 6ptima do programa linear usando o método simplex e comegando com a solugao

bésica referida em (b).

14. Considere o programa linear
Maximize w = -1+ 21 —x3
Sujeito a T, — 2x9 > 2
201 — 3x2 +x3 =4
T1,T2,7r3 >0
(a) Determine a sua solugao 6ptima usando o método simplex.

(b) Verifique se a solugao 6ptima é tinica e em caso negativo determine uma outra solugdo bésica 6ptima.
(¢) Verifique se a solucao 6ptima é degenerada e em caso afirmativo determine todas as matrizes bésicas
a si associadas.

15. (a) Considere o programa linear
T

Minimize c¢'x
Sujeitoa  Ax =10
x>0
com A uma matriz de ordem m x n de caracteristica m < n, b € R™, ¢,x € IR". Mostre que o
programa ¢ ilimitado se e s6 se é admissivel e se existe um vector u € IR"™ tal que Au = 0, u > 0,

cTu < 0.
(b) Mostre que o programa linear

Minimize z = 2x1 — 3x9 + 73

Sujeito a r1+ 19— x3=3
21’1 — 3:172 +3173 =0
z; >0,1=1,2,3

é ilimitado.
16. Considere o programa linear
Minimize z = —2x1 + x5 + x3
Sujeito a Ty — 220 + 13 =2

201 + 310 — 23 < 1
r; >0,1=1,2,3

(a) Determine a sua forma normal.
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(b) Mostre que a solugdo admissivel com z1 =0 e 25 = 0 é bésica.

(¢) Determine a sua solugéo 6ptima usando o método simplex e iniciando o processo com a solugao bésica

referida em (b).

(d) Mostre que x1 < 1 em qualquer solu¢ao admissivel do programa linear.

17. Considere o programa linear

Maximize Iz

Sujeitoa  Ax =10
Fx>d

com A e E matrizes de ordens m X n e p X n respectivamente, b € IR™, d € R” e ¢,z € R".

(a) Mostre que o conjunto admissivel do programa linear é convexo.

(b) Mostre que o programa linear é admissivel se e s6 se o sistema
ATu+ETv =0, v>0, bTu+d"v>0.
nao tem solugao.

18. Considere o programa linear

Minimize z = -2z 4 222 + 323 + 24
Sujeito a T +2r3+14 =2
2x1 + 2x9 + 4x3 =2

2 >0, i=1,2,3,4
(a) Verifique se a solugao do conjunto de restrigoes com xo = x4 = 0 é bésica.
(b) Mostre que a solugao do conjunto de restri¢goes com z; = x3 = 0 é bésica admissivel.

(¢) Determine a solugdo éptima do programa usando o método simplex e iniciando o processo com a

solucao basica admissivel referida na alinea anterior.
19. Demonstre o Lema de Farkas: “Az = b, z > 0 tem solucdo se e s6 se ATu < 0, b7 u > 0 ndo tem solucio”.

20. Considere o programa linear

Minimize Tz

Sujeitoa Az =10
x>0

onde A é uma matriz de ordem m X n, com m < n, b € IR™ e ¢ € IR" é um vector nao nulo tal que o
sistema ATu = ¢ é impossivel. Mostre que toda a solucio 6ptima Z do programa linear tem de ter pelo

menos uma componente nula.

21. Resolva o programa linear
Minimize z = 6x1 + xo + 1223
Sujeito a 3x1 —x9 —3x3 < —1
201 —x9 + 223 < 4
T1,x2,T3 Z 0

sem usar o método simplex.
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22. Considere o programa
n
Minimize » ¢; ||
=1
Sujeitoa Az =10
onde A é uma matriz de ordem m x n, com m < n, b € R™ e z = (z;) € R™. Mostre que se ¢; é positivo

para todo j = 1,2,...,n entao este programa é equivalente a um programa linear.

23. Mostre que X C IR"™ é um conjunto convexo se e sé se para cada k € IN,

k k
PeX, N>0, i=12.. .k > N=1=> \a'eX
=1

i=1
24. Demonstre o Lema de Gordon: “Az > 0 tem solucdo se e sé se ATy =0, y > 0, y # 0 ndo tem solucao”.

25. Considere o programa
Minimize  f(z) = max{c’z + a,d¥z + B}
Sujeitoa Axr =25
x>0

com b € R™, A uma matriz de ordem m x n, com m < n, € R", a, § € R'. Mostre que esse programa

é equivalente a um programa linear.

26. Considere o programa linear

Minimize z = 2x1 — xo + 23 + 224
Sujeito a x1 — 4x9 + 224 =2
2{E1 — 3332 — X3 =3

z; >0,i=1,2,3,4
(a) Mostre que a solucao bédsica com varidveis bésicas x3 e x4 é dual admissivel.
(b) Determine a solugao éptima do programa linear usando o método dual simplex com a solugao inicial

da alinea anterior.

27. Considere o programa linear
Maximize z = 2x1 — 2z9 + 223
Sujeito a 321 — 29 + 123 =2
1+ a9 —x3 =2
x; >0,i=1,2,3

(a) Mostre que a solucao bdsica com varidveis bésicas 1 e x5 é éptima para o programa dado.
(b) Verifique se a solugéo bésica definida na alinea anterior é a dnica solugao 6ptima do programa dado

e em caso negativo determine uma outra solugao 6ptima.

28. Determine a solucao éptima do programa linear

Maximize z = —x1 4+ 229 — b5y
Sujeito a 2x1 + 4xo + 213 =4
Tl + X9 —x4=1

2 >0, i=1,2,3,4

usando o método dual simplex.
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29. Considere o programa linear
Minimize z = 2x1 — x5 — 223
Sujeito a r1 — 2x9 + 223 = 2
21 +3x2 — 223 <1
z;>0,i=1,2,3

(a) Mostre que a solugdo bésica de varidveis bésicas xo e 3 é a tinica solugdo 6ptima do programa linear.

(b) Mostre que o dual desse programa tem uma tnica solu¢ao 6ptima e determine-a.

30. Considere o programa linear
Minimize z = 3x1 — 22
Sujeito a 1 — X9 —T3 =23
2561 - 21‘2 S 1
x;>0,1=1,2,3

(a) Determine uma solugéo bésica dual admissivel.

(b) Mostre que o programa é nao admissivel usando dois algoritmos a sua escolha.

31. Considere o programa linear
Minimize z = —z1 + 23
Sujeito a T — 219 >2
21‘1 731‘2%’1‘3 =4
z;>0,i=1,2,3

(a) Mostre que a solucao bdsica definida por x; = 2, 3 = 23 = 24 = 0 é dptima para esse programa.

(b) Verifique se a solugdo definida na alinea anterior é a inica solugdo éptima e em caso negativo deter-
mine uma outra solucao 6ptima.

(¢) Determine as matrizes bases e as correspondentes decomposi¢oes LU associadas & solugdo éptima
definida na alinea (a).

(d) Verifique se o dual do programa dado tem solugao éptima dnica e em caso negativo determine uma
outra solucao éptima.
32. Considere o programa linear
Minimize z = 1 — 29 — 224
Sujeito a T1+ xo — X3 =1
201 — 4o +2x4 =2
1‘120) _1§£L‘2§3, x3§07 1§x4§5

Verifique se a soluciao Z = (0,1,0,3)7 é éptima para esse programa.

33. Considere o programa linear

Minimize z = 1 — 22 — b1y
Sujeito a T + X0 + 23 =1
—T1 — X2 — 2:64 =2

1<z <3, -1<22 <0, 24 < -2

Verifique se a solugao bésica associada a partigao
J={1,3}, L={2}, U={4}

é primal ou dual admissivel.
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34. Considere o programa linear

Minimize 7 —zo + 3x3
Sujeitoa z14+x9—x3+x4=3
T — To +2x4=1
O§x1§17 2§$2§57 _3§x3§_23 1§-/I;4§3
(a) Mostre que a solugao bésica associada a particdo J = {1,3}, L = {2} e U = {4} nao é primal

admissivel e construa o programa linear da Fase 1.

(b) Determine uma solucao bésica dual admissivel para esse programa linear.

35. Considere o programa linear
Minimize ¢’z
Sujeitoa  Ax =10
lj S:Z?j S’LLJ', ]: 1,2,...,n

onde ¢,z € R", b € R™, A é uma matriz de ordem m x n, com m < n e l; ¢ u; sdo numeros reais.

(a) Mostre que = é solucdo 6ptima do programa linear se e s6 se existem vectores y € R™, v € R" e

w € IR™ tais que

Ax =10

c—ATy=w—-v

w>0, v>0

wj(x; —1;) =0

vi(uj —z;) =0 25=1,2,...,n
ljngéuj'

(b) Mostre que x é solugao Gptima do programa linear se e s6 se existem vectores y € R™ e z € IR" tais

que
z=c— ATy
Ax =10
l‘j:lj:>2j20
lj<xj<uj:zj:0

;= ;= 2 <0 i=12,....n
lj <z; <uy
36. Considere o programa linear
T

Minimize ¢z
Sujeitoa Az =10
lj SQZ‘]‘ Suj, j: 1,2,...,77,
com —oo < [; < uj < 400, A uma matriz de ordem m X n com caracteristica m < n, b € R™, ¢,z € R".
Seja T uma solugao bdsica admissivel ndo degenerada associada a uma parti¢ao {.J, L, U} com J o conjunto
das varidveis basicas e L, U os conjuntos das varidveis nao basicas fixas nos limites inferiores e superiores

respectivamente.

(a) Mostre que se T é a solugao éptima do primal, entdo o dual tem uma e uma sé solu¢do éptima 7 que

satisfaz BTw = ¢;.

(b) Mostre que T é a unica solugdo éptima do primal se e s6 se a unica solugdo éptima do dual 7 é nao

degenerada.
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37.

38.

39.

Considere o programa linear

Minimize ¢z

PL(b;) Sujeitoa Az =05b
x>0

Sejam z(b;) o seu valor éptimo e 2(51) o valor 6ptimo do programa modificado
R Minimize T2
PL(b;) Sujeitoa Ax =10
x>0

onde Z~)j = b;, para todo j # i. Mostre que z(b;) é uma funcdo convexa linear por trogos.

Considere o programa linear na forma normal com limites

Minimize Tz

Sujeitoa  Ax =10
lj S:Ej SUj, j:l,...,n
com A € R™*" uma matriz de caracteristica m =n, b€ R™, c € R" e —oo < l; < u; < +00. Apresente

os passos dos métodos primal e dual simplex para a resolugao desse programa linear.

Uma fabrica de mobilidrio produz quatro tipos de méveis em trés secgoes, polimento, montagem e corte.
A actual capacidade dessas secgdes é de 400, 900 e 800 horas-maquina, respectivamente. Tendo como

objectivo a maximizacao do lucro, a formulagdo do problema conduziu ao seguinte programa linear:

Maximize z = 170x1 + 210z + 31023 + 804

Sujeito a 2x1 4+ 3x0 + 4dxs+ x4 <400
5x1 4+ 4dxo + 8z + 2x4 < 900
31’1 + 71‘2 + 12133 + 2504 < 900
Z1,T2,23,7T4 >0

onde z; (i =1,2,3,4) representa a quantidade de méveis do tipo ¢ a produzir. Na resolugdo do problema
obteve-se a solugao éptima (21, zq, 23, x4) = (100, 0,0,200) com z = 33000.

(a) Determine os intervalos de sensibilidade para as margens unitdrias de cada produto.

(b) Determine os intervalos de sensibilidade para as capacidades das trés secgoes.

(¢) Determine as implicagoes na solu¢ao éptima de um aumento de 30 horas-mdquina na sec¢ao de

polimento.
(d) Determine o novo plano de fabrico associado a um lucro unitdrio adicional de 18 u.m. no produto 3.

(e) Estude o comportamento do plano éptimo quando o lucro unitério do produto 2 varia entre 200 e

255.

(f) Indique como se comporta a solugdo éptima quando a capacidade do primeiro recurso varia entre 350
e 425 horas-maquina.

(g) Calcule o lucro minimo que o mobilidrio de tipo 1 pode dar sem alterar o actual plano de fabrico.

(h) A direccao da empresa encara a hipdtese de produgéo de um novo mével. Analise o comportamento
da solucao éptima, sabendo que este produto necessita de 1 hora-maquina na secgao de polimento, 2

horas-méquina na seccao montagem e de 3 horas-maquina na seccao de corte e possibilita um lucro

de 82 u.m..
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Encara-se a hipétese de o mobiliario passar a ser também envernizado de acordo com os seguintes

consumos especificos:
tipo 1: 5 H-H; tipo 2: 6 H-H; tipo 3: 5 H-H; tipo 4: 2 H-H.

Supondo que as disponibilidades desta seccao sao de 850 H-H, determine o novo plano de fabrico.

40. A empresa KAPA, Lda. fabrica dois produtos, 1 e 2, nao tendo problemas com a venda da totalidade da

producdo. Cada unidade do produto 1 necessita de 2 H-H do departamento A e 1 H-M do departamento B,

enquanto que cada unidade do produto 2 necessita de 2 H-H do departamento A e 2 H-M do departamento

B. As disponibilidades dos dois departamentos sao de 160 H-H e 120 H-M, respectivamente. Por outro

lado, cada unidade do produto 1 necessita de 4 unidades de matéria prima e cada unidade do produto 2

de 2 unidades desse recurso, sendo de 280 unidades as suas disponibilidades. As margens unitarias para

os produtos 1 e 2 sao 10 e 15 u.m., respectivamente.

A Direcgao de Produgao serviu-se de um modelo de programacao linear e obteve como solugao éptima a

producao de 40 unidades do primeiro produto e 40 do segundo.

(a)

(b)

Até quanto pode aumentar a capacidade produtiva do departamento B sem que o seu preco sombra

se altere?

Suponha que hé possibilidade de recorrer a um turno extraordinédrio, com acréscimo de 40 H-H no
dep. A e 30 H-M no dep. B, a que corresponde um acréscimo de custos de 120 u.m.. Acha que
é de recomendar o recurso ao turno extraordinario? Em caso afirmativo indique o novo plano de

produgao.

O Departamento de Investigagao e Desenvolvimento apds ter realizado os estudos respectivos, propos
alteracgoes no produto 2. De acordo com essa proposta o produto 2 passara a necessitar de apenas 1
H-H do dep. A e 1.5 H-M do dep. B, mantendo-se o consumo unitario de matérias primas. Analise

as implicacgoes da proposta.

O Departamento de Marketing sugere a introdugao de um novo produto que necessita de 1 H-H do
dep. A, 3 H-M do dep. B e 3 unidades de matéria prima, por unidade produzida, possibilitando
uma margem unitaria de 20 u.m.. Analise igualmente as implicagoes desta sugestao. Caso seja
recomenddvel e perante a imposigao de aceitacdo de apenas uma das propostas — do Dep. de I & D

ou do Dep. de Marketing — indique por qual delas optaria.

Analise separadamente o comportamento da solugao 6ptima perante a variagdo das disponibilidades

de matéria prima entre 200 e 400 unidades e da margem do produto 2 entre 5 e 20 u.m..
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