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1 Introducao

As redes tém subjacente uma estrutura de grafo, definido por um conjunto de nés e de ligagoes entre eles, a qual
se associam valores numéricos. Estas estruturas aparecem sob as mais variadas formas no nosso dia-a-dia. Em
alguns contextos o grafo é facilmente identificavel, como em redes de transportes ou de comunicagoes, enquanto
que noutros a sua presenca nao é tao 6bvia, como por exemplo em redes de ligagoes sociais ou de planeamento
estratégico. Um dos problemas classicos de grafos surgiu na cidade Konigsberg, actualmente Kaliningrado. Esta
localidade é banhada pelo rio Pregel, no meio do qual se situa uma ilha ligada ao resto da localidade por sete
pontes. Os habitantes da cidade afirmavam que nao era possivel efectuar um percurso que passasse por todas
as pontes uma tunica vez. Em 1736 Euler resolveu este problema interpretando cada zona como um né de um
grafo, e cada ponte como um arco de ligagao entre duas margens. As figuras mostram um mapa da Konigsberg,

contemporanea de Euler, e o grafo que lhe serviu de modelo.

O objectivo fundamental dos problemas de optimizacao em redes é determinar uma solugao, que representa
uma entidade numa rede, como por exemplo uma distribuicao de fluxo ou um caminho, associada a um valor
6ptimo de uma determinada fungao objectivo.

A optimizacao em redes utiliza técnicas de optimizacao, linear e nao-linear, adaptadas & estrutura associada
a rede, que permitem a resolucao de problemas de dimensao elevada de forma extremamente eficiente, podendo
por isso ser utilizadas em intmeras aplicagoes. Por outro lado, muitos dos problemas de programacao linear
formulados em redes tém solugoes com valores inteiros, sendo por isso muito mais simples de resolver do que os
usuais problemas de programagao inteira. Finalmente, os modelos em redes ocorrem nos mais variados contextos
e sao muito intuitivos e de facil apreensao.

O primeiro trabalho a relacionar solugoes basicas de programacao linear em problemas de transportes e
arvores em grafos apareceu em 1949, devido a Koopmans e permitiu a aplicagao do método simplex a problemas
de fluxo em redes. Por esta razao este texto comega por apresentar a aplicacao deste método ao problema do
fluxo de custo minimo. Seguidamente sao apresentadas reducoes de outros problemas de optimizagao em redes
como problemas deste tipo. Em particular, serao tratados os problemas de transporte, afectagao, caminho mais
curto e fluxo maximo. Para esses problemas sao também descritas técnicas especialmente vocacionadas para as
suas resolugoes. Apos andlise de alguns dos mais relevantes problemas lineares de optimizacao em redes é ainda
feita referéncia a problemas de fluxo de custo minimo de maior complexidade, tais como problemas de fluxo
multicomodidade de custo minimo e problemas de optimizagao em redes envolvendo uma fungao objectivo nao
linear.

Neste trabalho tentou-se priveligiar a relagao entre a programacao linear e a optimizagao em redes, analisando-

se paralelamente questoes mais especificas das redes. Houve a preocupagao em combinar a simplicidade e o rigor



na exposicao e de incluir uma grande variedade de exemplos de ilustracao, de forma a que este texto possa ser
usado como manual didactico num curso de optimizacao em redes. O livro inclui ainda véarios exercicios sobre
os assuntos abordados e uma bibliografia, que se podera tornar um bom auxilio para leituras posteriores sobre

a optimizagao em redes.

2 Alguns Problemas de Optimizacao em Redes

1. PROBLEMA DE TRANSPORTE

A companhia Brasileira de Café transforma café em grao em café em po, em 3 plantagoes bem localizadas.
O café é posteriormente embarcado todas as semanas com destino a 4 armazéns em diferentes cidades, para
retalho, distribuic@o e exportacao. O custo de transporte, em unidades monetérias (u.m.), de uma tonelada de

café da plantagao ¢ para o armazém j é dado pela seguinte tabela.

Plantacoes\Armazéns | 1 2 3 4
1 9 8 3 4
2 7T 6 2 1
3 5 4 7 9

As capacidades semanais das plantagoes 1, 2 e 3 sao 40, 60 e 80 toneladas, respectivamente, enquanto que as
necessidades dos armazéns 1, 2, 3 e 4 sao 50, 40, 30 e 60 toneladas, respectivamente. O objectivo da companhia
consiste em determinar as quantidades de café que devem ser transportadas de cada uma das plantagoes para
cada um dos armazéns, de forma a minimizar o custo total de transporte.

Formulagao. O problema pode ser representado pela seguinte rede

Capacidades Plantagdes Armazéns Necessidades
40 50
40
&0
30
£l
&0 &0

7
9
k’ Custo de transparte

Na descricao matematica deste problema, as varidveis principais sdo definidas por z;;, que representa o
numero de toneladas de café que ird ser transportado semanalmente da plantagao i (i = 1,2, 3) para o armazém
Jj(=1,2,34). E de notar que a capacidade total das trés plantagoes é igual ao requerimento total dos quatro
armazéns. Deste modo, para que sejam satisfeitas integralmente as necessidades dos armazéns, as plantagoes
terao de ser utilizadas na sua capacidade maxima.

Na defini¢ao deste problema, a soma das quantidades de café a enviar de cada plantacao i (i = 1,2,3) tem



de ser igual a quantidade disponivel nessa plantagao, ou seja,

11+ 212 + 213 + 214 = 40
Z21 + T2 + Taz + X24 = 60
x31 + T32 + T33 + T34 = 80
Se representarmos por a; (i = 1,2,3) a quantidade disponivel de café na plantagio 4, este conjunto de restrigoes

pode ser escrito de uma forma equivalente

4
E Tij = g, 1= 1,2,3.
j=1

Além disso, a soma das quantidades de café que chegam ao armazém j (j = 1,2, 3,4) deve ser igual & procura

desse armazém, e portanto
211 + 221 + 231 = 50
T12 + T + w32 = 40
213 + 223 + 233 = 30
T14 + T24 + w34 = 60

Se representarmos por b; (j = 1,2,3,4) o ntimero de toneladas de café que o armazém j necessita, este conjunto

de restrigoes é equivalente a
3
Swi=bj, j=1,234
i=1
As quantidades a transportar devem ser, naturalmente, nao negativas, isto é
Lij > 07 i= 172737 j = 1727374
O custo total do transporte é igual a soma dos custos associados a cada percurso e por isso é definido por

2z =9x11 + 812 + 3213 + 4x14 + T2 + 6290 + 293 + Tog + Dx31 + 430 + 7233 + 934

Se representarmos por ¢;; o custo de transportar uma tonelada de café da plantacao ¢ para o armazém j, o custo
de transportar z;; toneladas de café da plantacdo 7 para o armazém j é c;jx;; e o custo total do transporte é

dado por

3 4
z = E E CijLij
i=1j=1
Tendo em conta as restricoes do problema, obtém-se o seguinte programa linear

m n
Minimize z = E E CijTij

i=1 j=1

n

Sujeito a E Tij=a;, 1=1,...,m
Jj=1
m
E ,Tijzbj, jzl,...,n
i=1
zi; >0, e=1,....m; j=1,...,n

onde m representa o numero de plantagoes e n o nimero de armazéns. Qualquer problema com esta formulacao
é designado por Problema de Transporte, mesmo que nao esteja em questao o transporte de mercadorias entre

varias entidades.



2. PROBLEMA DE AFECTACAO

Uma Companhia de Seguros deseja construir (ou adaptar) cinco dreas de representagao na area da cidade de
Lisboa. No passado a Companhia utilizou os servicos de cinco empresas construtoras diferentes e, tendo ficado
satisfeita com todas, convidou-as a orgamentar cada um dos servigos. As propostas finais (em milhoes de euros)

sao indicadas na seguinte tabela

Companhias Construtoras
1 2 3 4 5
Area 1] 853 88 87.5 824 89.1
Area2 | 789 774 774 765 79.3
Area3 | 82 81.3 824 80.6 835
Area 4 | 84.3 84.6 86.2 83.3 844
Area 5 | 86.7 78.3 81.7 855 855

Como a Companhia Seguradora tem urgéncia na construgao das referidas areas, adjudicard no maximo uma
obra a cada uma das companhias construtoras. O objectivo do problema é a determinagao da afectacao da area
de construcao as construtoras, de forma a que o custo total envolvido seja minimo.

Formulagao. Definam-se as seguintes variaveis de decisao

1 A ; fi truid 1 t ] .
@i = { se a area ¢ for construida pela construtora j ii=1,2,345

0 caso contrario

O problema obriga que cada drea seja construida por uma tnica construtora, o que é traduzido pelas seguintes

restrigoes que afectam uma construtora a uma area de construgao

T+ 22+ 23+ T4+ 115 =1
T21 + o2 + X2z + Tog + 125 =1
x31 + x32 + @33 + w34 + 235 = 1
T41 + Ta2 + T3 + Tyq + 145 = 1
51 + Ts2 + 53 + T54 + Ts = 1

Como as variaveis s6 podem tomar dois valores, zero ou um, entao em cada uma das restrigoes apenas uma das
varidveis toma o valor um e as restantes o valor zero. Desta forma cada uma das restrigoes garante que cada
area seja adjudicada a uma e uma sé construtora. O conjunto de restricoes que acabamos de estabelecer pode
ser escrito na forma equivalente
5
E zy; =1, parat1=1,2,...,5.
j=1

Por outro lado, cada construtora ird construir uma e uma sé area de representacao e por isso

11 + w21 +x31 + 141 + w51 = 1
T12 + @22 + XT3z + Ty2 + w52 = 1
213 + 223 + 233 + 243 + T53 = 1
14 + To4 + X34 + Tgq + T5g =1
Z15 + 25 + X35 + T45 + Tss = 1

ou seja
5

Z%‘ =1, paraj=1,2,...,5.
=1



O objectivo do problema é minimizar o custo total da afectagao, isto é

Minimize z = 85.3:1711 + 88.05612 + 87.55613 + 82.41714 + 89.1$15+
78.9:1721 + 77.45622 + 77.4:623 + 76.5:1724 + 79.356254’
82.0x31 + 81.3x32 + 82.4x33 + 80.6x34 + 83.5135+
84.3x47 + 84.6x40 + 86.2x43 + 83.3144 + 84.4w 45+
86.7x51 + 78.3x50 + 81.7x53 + 85.5x54 + 85.5x55
Se c;; representar o custo de construcao da édrea 7 pela construtora j, entdo o problema pode ser formulado

como um problema de programacao binaria
n n
Minimize z = g g CijTij
i=1 j=1

n
Sujeito a injzl, 1=1,2,...,n
j=1

ifbij:l, j:l,?,...,n
i=1

I;j 6{051}7 i;j:1,2,...,n

onde n representa o ntimero de dreas de representacao a construir e que é igual ao niimero de companhias
construtoras. Um programa com esta estrutura é denominado Problema de Afecta¢do. Como veremos mais
adiante, as propriedades da programagao linear permitem resolver este problema a partir de um programa

linear obtido do anterior por substitui¢do dos requerimentos binarios z;; € {0,1} por z;; > 0.

3. PROBLEMA DO CAMINHO MAIS CURTO

Uma empresa industrial ganhou um contrato para produzir embalagens. O contrato é de 4 anos e nao
se espera que seja renovado. O processo de producao requer uma maquina especializada que a empresa nao
possui. A empresa pode comprar a maquina, efectuar a respectiva manutengao durante os 4 anos do contrato
e posteriormente vendé-la como sucata ou substitui-la no final de um determinado ano por um modelo novo.
Os novos modelos requerem menores custos de manutencao do que os antigos. O custo liquido estimado para a
operagao de compra (preco de compra da maquina, mais manutencao menos valor de revenda) de uma méquina
no inicio do ano ¢ e de a dar como pagamento parcial no inicio do ano j esta estabelecido na seguinte tabela,

expressa em milhares de euros

Ni]l1 2 3 4 5
1

— 12 19 33 49
2 |- — 14 23 38
3 |- — — 16 26
4 |- - — - 13

Pretende-se estabelecer um plano de aquisicao, manutencao e revenda da maquina, de forma a que o custo total
envolvido nessa operagao seja o menor possivel, dentro do periodo de tempo estabelecido.

Formulagao. Este problema pode ser descrito através de um grafo e modelado como um problema do caminho
mais curto (ou de custo minimo) sobre uma rede orientada. Para isso, consideram-se os nodos 1, 2, 3 e 4 como
representantes do inicio do primeiro ao quarto anos, respectivamente e o nodo 5 como o inicio do quinto ano,
isto é, o final do contrato. Um arco orientado de ¢ para j (designado por (7,j)) representa a aquisicao de uma
maquina no inicio do ano 7 e a sua troca ou venda como sucata no inicio do ano j. O custo associado a cada

arco representa o custo liquido da operacao.



T T T
@ 12 r@ 14 ,@ 16 =® 13 =®
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Para a modelacao deste problema, comecemos por definir os conjuntos de nés N e de arcos A do grafo por
N ={1,2,3,4,5}, A={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5)}
e consideremos as seguintes variaveis

, (h,j) €A

- 1 se a maquina é usada desde o né i até ao né j (se (¢, ;) faz parte do caminho)
I 0 caso contrario

No ano 1 é necessario adquirir uma e uma sé maquina que poderd ser usada até um dos anos posteriores.
Assim, no grafo apenas um dos arcos que sai do né 1 ird fazer parte do caminho mais curto. Esta restricao é

representada matematicamente por

Tio + 213+ x4+ 215 =1& E T1j — E .Ijlzl
Ji(1j)eA J:(4,1)eA

Além disso, em cada um dos anos intermédios (i = 2,3,4), o ndmero de maquinas que sdo adquiridas deve ser
igual ao nimero daquelas que cessam de funcionar. Portanto, em cada né intermédio (i = 2,3,4) do caminho,
o numero de arcos que saem € igual ao nimero de arcos que entram. Assim verificam-se as seguintes restri¢oes

Toz + wa4 + To5 — 12 =0

T34+ X35 —T13 — 2123 =0 & E Tij — E ,TjiZO, i:273,4

Ty5 — T14 — T4 — T34 =0 ji(ij)EA §:(i)EA
Finalmente no iltimo ano deverd haver uma méquina a operar. Ou seja, no caminho existe apenas um arco que

chega ao no final 5, o que se traduz pelo seguinte requerimento

T15 + Xos + T35 + Tas = 1 & E T5;j — E xjs = —1
J:(5,5)€A J:(3,5)€EA
Se ¢;; é o custo associado & operagao caracterizada pelo arco (7, j) (expresso na tabela de custos) e tendo em
conta as restricoes referidas, podemos escrever o problema na forma de um programa binario
Minimize z = g CijTij
(i,)€A

1 sei=s
Sujeito a Z Tij — Z Ty = 0 seie N —{s,t}
J:(i,j)€A J:(ji)EA -1 sev=t
Lij 6{071}1 (Zvj)EA
onde s representa o né inicial e ¢ o né terminal, ou seja s = 1 e t = 5. Da descricao deste problema, facilmente

se conclui que esta formulagao representa a determinacao do caminho entre o né s e o né ¢t de menor custo. Por



essa razao este modelo é um exemplo do chamado Problema do Caminho Mais Curto. Tal como no exemplo
anterior, as restri¢oes de integralidade x;; = 0 ou 1 podem ser substituidas por 0 < z;; < 1, obtendo-se assim

um programa linear.

4. PROBLEMA DO FLUXO MAXIMO
Uma empresa petrolifera pretende determinar a quantidade maxima de petrdleo que pode ser enviada da

estagao 1 para a estacao 8 através da seguinte rede com estagoes intermédias 2, 3,4, 5,6 e 7.

H——
9 ia ‘/(% :
v o\‘

(H— |

Os varios arcos da rede representam os oleodutos com diferentes diametros, sendo por isso diferente o niimero

Y

de barris de petréleo que podem ser bombeados através de cada um destes arcos. Os valores associados a cada
arco representam as capacidades dos oleodutos medidas em milhoes de barris por hora.
Formulagao. Para formularmos o problema, comegamos por definir os conjuntos de nés N e de arcos A da
rede

N ={1,2,3,4,5,6,7,8}

A={(1,2),(1,4),(2,3),(2,5),(3,6),(4,3),(4,7),(5,3),(5,8),(6,5), (6,7), (6,8), (7,8)}
A seguir consideramos as varidveis z;; ((i,7) € A), representando o nimero de barris de petréleo (em milhdes)
que atravessam por hora o arco (i,7) e f, que corresponde ao nimero de barris de petréleo (em milhdes) a
enviar por hora da estacao 1 para a estacgao 8.

O numero de barris de petrdleo que saem por hora da estagao 1 é igual a f, isto é, tem-se

T2+ 20 = [ Z Tij — Z zj1=f

Ji(1.j)eA ji(4,1)€A

Além disso, a quantidade de petrdleo que é bombeada para cada estacao intermédia i (i = 2,3,4,5,6,7) é igual

a quantidade que vai ser bombeada a partir de i. Assim, se obtém as seguintes restrigoes

Z23 + X25 — 212 =0
T36 — T23 — T43 — Ts3 = 0
243 + X7 — 214 =0
x53 + 58 — o5 — wes = 0
Zes + o7 + Tes — w36 = 0
T7g — Ta7 — o7 = 0

VN Z Tij — Z zj; =0, i=2,3,4,506,7
J:(i,5)€A J:(4i)EA

A quantidade de petréleo que é recebida na estacao 8 é igual a f, isto é

Tsstaes + s =f e Y ay— Y, ws=—f

J:(8,4)€A J:(5,8)eA



A quantidade de petréleo que atravessa o arco (i,7) é ndo negativa e ndo pode ultrapassar a sua capacidade,
ou seja

0 <z <wuj, (i,j) €A

onde u;; ((4,7) € A) representa a capacidade do arco (4, j).
Tendo em conta que o objectivo do problema consiste em maximizar a quantidade de petrdleo a enviar da

estagao 1 para a estacao 8, podemos escrever o problema na forma de um programa linear

Maximize z = f
f se i=s
Sujeito a Z Tij — Z Tji = 0 se i#s,t
3:(i.5) €A J:(,)EA —f se i=t

0 <z <ugj, (i,j) €A

onde s representa o no inicial e ¢ o né terminal, ou seja s = 1 e t = 8. Qualquer problema que possa ser

formulado deste modo ¢é designado por Problema do Fluzo Mdzximo.

5. PROBLEMA DO FLUXO DE CUSTO MINIMO

Uma empresa de racoes para animais fornece cinco clientes a partir das suas trés fabricas. As fabricas podem
enviar as ragoes directamente ou indirectamente através de outras fabricas, clientes ou pontos de transexpedicao.
Na rede, que aparece a seguir, as fabricas sao representadas pelos nés 1, 2 e 3, os pontos de transexpedicao pelos
nos 4 e 5 e os clientes pelos nos 6, 7, 8, 9 e 10. Associado a cada no existe um valor, designado por requerimento,
que pode ter varios significados. Um requerimento positivo estd associado a uma fabrica e representa a sua
capacidade. Um requerimento negativo esta associado a um cliente e o seu valor absoluto representa a procura
do cliente. Um requerimento nulo estd associado a um né de transexpedicao. Os arcos da rede representam as
ligagoes directas que existem entre os varios nés. A cada arco da rede estd associado um valor que representa
o custo de transporte de cada tonelada de racao que atravessa esse arco. O objectivo deste problema consiste
em determinar as quantidades de ragao que devem ser enviadas de cada uma das fabricas para cada um dos

clientes de forma a minimizar o custo total de transporte.

[5]

2]

Formulagao. Para obtermos o problema matematico, comegamos por definir os conjuntos de nés N e de arcos



A da rede
N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

A = {(1 )7(174)7(7

2 1,6),(2,4), (2,5), (3,2),(3,5), (3,7), (4,6), (4,8), (4,9), (5,4), (5,7), (5,9), (5, 10),
(6,8), (7,10), (9,

6),(2,4)
8),(9,10)}
e representamos por z;; ((4,7) € A) a quantidade que atravessa o arco (4, 7).
A diferenca entre a quantidade de ragdo que chega ao né i (i =1,2,...,10) e a quantidade que sai do né ¢
é igual ao requerimento desse mesmo noé i. Esta condigao pode ser traduzida pelas seguintes restrigoes
ZT12 + 214 + 16 =5
Tog + T25 — T12 — T2 =3
X33 + T35 + w37 =4
T4 + Tag + Tag — T14 — T4 — T54 = 0

54 + Xs7 + Tsg + 5,10 — T25 — 235 = 0 ;
54 Z Tij — Z l‘ji:bi, i €N

R TIT T, abwea sGiea
—T48 — Teg — Tog = —3
Tog + 9,10 — Ta9 — Tsg = —2
—T5,10 — ¥7,10 — T9,10 = —4

com b; (i € N) o requerimento do né i. A quantidade de racdo que atravessa o arco (i,7) é ndo negativa, ou
seja

zi; >0, (i,7) € A.

O custo total do transporte é igual a soma dos custos de cada percurso. Se representarmos por ¢;; o custo
de transportar uma tonelada de ragao do né ¢ para o né j, o custo de transportar x;; toneladas de racao do né

i para o n6 j é ¢;;x;; e o custo total do transporte é dado por
z = E CijTgj
(i,5)€A

O programa linear continuo associado a este problema é definido por

Minimize z = Z CijTij
(i,5)€A
Sujeito a Z Tij — Z xji=0b; (1€N)
Ji(i,5)€A J:(J0)€A

ri; >0, (i,j) €A
Qualquer problema que possa ser formulado deste modo é designado por Problema do Fluzo de Custo Minimo.
3 Nocoes da Teoria de Grafos
Um Grafo é constituido por:
e um conjunto V' de m nds ou vértices V.= {1,2,...,m},

e um conjunto E de n arestas ou arcos que ligam os nés do grafo E = {ay, az,...,a,}



e representa-se por

G=(V,E)

Cada aresta une dois vértices ¢ e j e representa-se por {i,j} ou (4,5) ((j,4)), consoante o grafo for nao
orientado (indirecto) ou orientado (directo) respectivamente. No arco (i,7) ou {i,j}, ¢ diz-se o N Inicial e j
N¢ Terminal.

Grafo nao orientado Grafo orientado
(Indirecto) (Directo)

4 nés 5 nos
5 arestas 8 arestas

Dois nés dizem-se Adjacentes se existe uma aresta do grafo que os une. Assim, se G é um grafo orientado,
i,j sao adjacentes < (i,j) € F ou (j,i) € E.
Se G é nao orientado,
i,j sao adjacentes < {i,j} € E.

O Grau de um N6 i é o ntimero de nés adjacentes a i e representa-se por deg(i). Assim, no grafo nao

orientado anterior tem-se

deg(1) =3, deg(2) =2, deg(3) =2, deg(4)=3.
Num grafo orientado consideram-se duas quantidades associadas a cada no i:

Grau de Entrada = indeg(i) = n° de nés j tais que (j,7) € E

Grau de Saida = outdeg(i) = n° de nds j tais que (i,j) € F
Entao para cada né ¢ de um grafo orientado, tem-se
deg(i) = indeg(i) + outdeg(i).
Assim, no exemplo do grafo orientado anterior
indeg(4) =1, outdeg(4) =4, deg(4) =5.
Um Caminho do N6 iy ao N6 i, é uma sequéncia de nés e arcos distintos
(t0,11), (i1,12), (i2,13), . . ., (ip—1,1p)

em que o no6 inicial de cada arco é o né terminal do arco anterior do caminho. Ao né iy dé-se o nome de Ng
Inicial ou Origem do caminho, enquanto que i, se denomina NJ Terminal ou Destino.

Se o grafo é orientado, entdo considera-se que num caminho de iy para i, todos os arcos tém o mesmo sentido
de i¢ para i,. Se tal nao acontecer o caminho é nao dirigido e ¢ denominado Cadeia. Notar que, tal como no

caminho, uma cadeia nao permite repeticao de arestas. A titulo de exemplo considere-se o grafo
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()
(2) (4)
(3
125351 ((1,2),2.3),6.4)
1-3-1 [(13).(4)

Entao

sao caminhos de 1 para 4. Portanto sao também cadeias de 1 para 4. Por outro lado
1-2—=3«1<4 [1,2),(2,3),(1,3),(4,1)]

é uma cadeia de 1 para 4 que nao é caminho.
Um caminho (cadeia) diz-se Simples se nao ha repeticao de nés. De outro modo diz-se Misto. No exemplo
anterior

1—-3—4

é simples, enquanto que
1-2—-3«—1«14
é uma cadeia mista.
Um Circuito é um caminho fechado, isto é, em que o né inicial e terminal coincidem. Um Ciclo é uma cadeia

fechada. Assim, no exemplo anterior

1—-2—-3—-4—1

é um circuito, enquanto que

1—-2—-3«<1

¢ um ciclo.
Um grafo diz-se Conezo se dois quaisquer nos estao ligados por uma cadeia. Um grafo é Fortemente Conezxo

se dois quaisquer nos estao ligados por um caminho. Em grafos nao orientados os dois conceitos coincidem. A

titulo de exemplo, o grafo

é fortemente conexo, enquanto que

é um grafo conexo mas nao fortemente conexo.

Um grafo é Desconezo se nao é conexo. Assim



o
F 6

é desconexo.
Um grafo diz-se Bipartido se for possivel particionar o conjunto de nés V' em dois subconjuntos Vi e V5 de
forma que

vV i€ViejeVy (orientado)
(i,5)eE

vV i€ViejeVy (ndo orientado)
{ig}eE

V=ViuVya e Vinlh =10

Assim por exemplo o problema de transporte pode ser visto como um problema de optimizagao num grafo
bipartido. Os nés ¢ € V; dizem-se Origens enquanto que os noés j € V5 se denominam Destinos.
Um grafo diz-se Completo se dois quaisquer dos seus nos estao ligados entre si por uma ou duas arestas,

dependendo de ser ndo orientado ou orientado. Assim grafos orientados completos verificam
\V/iGijEV—{i} (17]) celbe (]77’) S
e para grafos nao orientados completos, tem-se

VievVjev—giy 1i,j} €E

Vi V2
(=2 () L
v ‘
Grafo orientado completo Grafo bipartido completo Grafo nao orientado completo

E de notar que o numero de arestas de um grafo completo orientado é m(m — 1), com m o nimero de nés.
Esse ntimero é de apenas m(m — 1)/2 no caso do grafo ser nao orientado. Por outro lado, se m e n sdo os
ntimeros de nés da particao {V1,V2} de um grafo bipartido completo, entdo o seu ntiimero de arestas é m x n.
Finalmente notemos que o problema de transportes é modelado como um problema de optimizagao dum grafo
bipartido orientado completo.

Dado um grafo G = (V,E), G' = (V', E’) diz-se um Subgrafo de G se V' C Ve E' C E. Se G’# G, o
subgrafo diz-se Prdprio. Se G’ é um subgrafo préprio de G e V' =V, entdao G’ diz-se um Subgrafo Gerador (ou

de Suporte) de G. Assim por exemplo, para o grafo G definido por

oG
o B

o grafo G’
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¢ um subgrafo gerador de G.

Uma Arvore é um grafo conexo sem ciclos. O grafo anterior G’ é uma arvore.

Uma Arvore Geradora de um grafo G é uma &rvore que contém todos os nés do grafo G. Assim a drvore

anterior G’ é geradora para o grafo G.

As arvores tém algumas propriedades interessantes que, como veremos mais adiante, sao devidamente ex-

ploradas na resolugao de problemas de optimizacao em grafos. Algumas dessas propriedades sdo apresentadas

a seguir.

Propriedades das arvores

P

Ps.
Ps.
Py.

Ps.

Se T = (V, E) é uma arvore e se (i,j) € E for retirada de E, entao T é transformada em duas drvores.

A titulo de exemplo considere-se a arvore

) )
O

Se retirarmos a aresta (2,4) obtém-se as arvores

S ot

Toda a arvore tem pelo menos dois nés com grau igual a um, que se dizem Folhas da Arvore.
Uma arvore com m nds tem (m — 1) arestas.
Qualquer par de nés 7, j de uma arvore estao ligados por uma tunica cadeia.

Se acrescentarmos uma aresta a uma arvore obtém-se um grafo com exactamente um ciclo.

Assim por exemplo, consideremos a drvore

oo WG
ol ko

E facil de ver que as propriedades P3 e P; sdo verdadeiras. Suponhamos que acrescentamos a aresta (6,2) &

arvore. Entao obtém-se o grafo

13



que contém exactamente o ciclo

2«—3—4«—5—-06—2

Um grafo diz-se Pesado se cada aresta (7,j) ou cada né r ou ambos tém associado um peso ¢;; ou b,. Nesse

caso o grafo é também denominado Rede.

4 Arvore Geradora de Custo Minimo

Dado um grafo G = (V, E) pesado com custos ¢;; em cada aresta (i, j) € E, uma arvore geradora é uma drvore

que contém todos os nés do grafo. Uma Arvore Geradora de Custo Minimo T = (V, A) é uma arvore geradora

Z cij < Z Cij

(i,5)€A (i,7)eA’

tal que

para qualquer outra &rvore 77 = (V, A”).

Seguidamente iremos discutir o Algoritmo de Kruskal para determinagao da drvore geradora de custo minimo
de um grafo com m nés. O processo é extremamente simples e é uma consequéncia da definicao de arvore
geradora de custo minimo. A primeira fase consiste em ordenar os custos ¢;; por ordem nao decrescente e
depois ir escolhendo as arestas segundo essa ordem de modo a nao autorizar a existéncia de ciclos. Como toda a
arvore de m nos tem exactamente (m—1) arestas, entdo o processo consiste de p iteragdes, com m — 1 < p < n.

Os passos do algoritmo sao apresentados a seguir.

ALGORITMO DE KRUSKAL
Sejam G = (V,E) um grafo conexo, A = () ¢ A o conjunto das arestas de E ordenadas por ordem nao-

decrescente de custos.
Enquanto |A] < m — 1, faga

Seja (r,s) o primeiro elemento de A.
Actualize o conjunto A = A — {(r,s)}.

Se (r, s) nao forma ciclo com as arestas de A, faga A = AU {(r, s)}.

E de notar que é necessario utilizar um algoritmo de ordenacdo para construir o conjunto A inicial. A titulo

de exemplo consideremos o seguinte grafo

Entao
A = {(57 2)7 (37 1)7 (57 4)7 (47 2)7 (27 3)7 (17 2)7 (17 4)7 (37 4)7 (57 3)}

e A = (). O algoritmo comeca por escolher a aresta (5,2), depois a aresta (3,1) e na terceira iteracao obtém

(5,4). Na quarta iteragdo nao escolhe a aresta (4, 2), pois isso iria formar o ciclo
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Antes de terminar esta sec¢ao é importante acrescentar que é evidentemente possivel desenvolver um processo
semelhante ao algoritmo de Kruskal para determinar uma outra arvore geradora que nao seja de custo minimo.

Com efeito, basta ordenar as arestas de uma forma diferente da usada no algoritmo.

5 Problema do Fluxo de Custo Minimo: Definicao e Propriedades

Considere-se um grafo pesado, orientado e conexo G = (V, E) com m ndés i € V e n arestas (i,j) € E. Cada nd
1 tem associado uma quantidade b;, onde

b; > 0 — nod oferta

b; < 0 — nd procura

b; = 0 — nd intermédio
Cada aresta (7, j) tem associada uma quantidade x;; que representa o fluxo a enviar do né i para o né j. Além
disso ¢;; representa o custo unitdrio de fluxo de ¢ para j ao longo da aresta (i, 7).

O Problema de Fluzo de Custo Minimo procura determinar o fluxo a enviar através dos nos do grafo G de

modo a minimizar o custo total da distribuicao e a satisfazer as chamadas Condi¢coes de Conservagao de Fluzo

em cada no ¢:
Fluxo que sai — Fluxo que entra = Fluxo que existe

Assim, o problema pode ser escrito como

Minimize z = E CijTij

(i,J)EE
Sujeito a Z Tij — Z Tj; = bi, 1= 1, .., (1)
Ji(i,j)EE J:(4,i)€E

Como veremos mais adiante, existem formas mais gerais deste problema, a saber
1. Existéncia de capacidades wu;; e l;; em cada aresta (7, ), isto é, restrigoes l;; < x;; < ;.

2. Funcao a minimizar ser nao linear.
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3. Varios produtos ou mercadorias a enviar em vez de apenas um — Problema de Fluzo Multicomodidade.

Para ilustrar a formulacao do problema como um programa linear da forma apresentada anteriormente, consi-

deremos o seguinte grafo G = (V| E)

onde incluimos as quantidades b; e os custos ¢;;. Entao
V ={1,2,3,4,5}

E={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,1),(4,3),(4,5), (5,3)}

e portanto a formulacdo de programagao linear contém 8 varidveis z;;, (7,j) € E e b restricoes de igualdade

correspondentes a conservacao de fluxo em cada um dos nés 1, 2, 3, 4, 5. Assim tem-se

Minimize z = c12@12 + €13713 + C23T23 + C24T24 + €31731 + C43T43 + C45T45 + C53T53
Sujeito a 12 + X13 — I3 =b
—T12 + Ta3 + Toa = by
—T13 — T23 + 31 — w43 — T53 = b3
—T2y4 + X43 + Tas = by

—T45 + 253 = bs
zi; >0, (i,j) €E

E de notar que nesta formulacao, cada varidvel z;; aparece em duas equacoes, uma vez com coeficiente (41)
e outra vez com coeficiente (—1).

Se adicionarmos estas equagdes membro a membro obtemos a Condi¢do Necessaria de Admissibilidade se-

guinte
> =0 (2)
i=1

Um problema de fluxo de custo minimo diz-se Equilibrado se esta ultima condicao se verificar. Se tal nao

acontecer, o problema diz-se Nao Equilibrado e para o equilibrar é necessario introduzir um né adicional (m+1)

com fluxo
m
b1 = — E b;
i=1

e arcos (i,m+ 1) ou (m+ 1,4) com custos unitdrios nulos. Esse problema serd discutido mais adiante, pelo que
iremos assumir por agora que a condigao (2) é verdadeira.

O programa linear anterior pode ser escrito na forma normal:

Minimize z = Lz
Sujeito a Axr=b
x>0

onde
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m = |V| = n° de nds, n = |E| = n° de arestas.
xr = [x”] S Rn, c= [Cij] S IR", b= [bz] eR™

e A € R™" é a matriz incidéncia né-arco. Cada coluna A.; de A estd associada a uma varidvel x;, com

i,k € {1,2,...,m} e s6 tem dois elementos nao nulos +1 e —1 nas linhas 7 e k de acordo com o seguinte
esquema:
O— o=t
akj = —1

A titulo de exemplo consideremos o problema de fluxo de custo minimo associado a rede

Entao o problema é equilibrado, pois

Os vectores ¢, © e b e a matriz A da sua forma normal sdo os seguintes

xr = [Ilg X113 21 24 T41 T43 T45 I52]T, C = [2 —1 1 1 3 — 2 4 2]T

10 1 1 -1 -1
-10 -1 1 1 —1
b=| 20|, A= ~1 —1
5 -1 1 1 1
—25 -1 1

Seguidamente apresentamos algumas propriedades da matriz de incidéncia A.

Ps. A matriz de incidéncia tem caracteristica igual a (m — 1), com m o niimero de nés da rede G.
Demonstragao. Se
Ay
Az
A= )
Am
com A;, i =1,...,m, as linhas de A, entao

AT +As+...+A4,=0

Portanto as linhas de A sdo linearmente dependentes e a caracteristica de A, C(A), é menor ou igual do
que (m — 1). Para estabelecer que C(A) = m — 1, consideremos uma &rvore geradora T' = (V, E’) com

V ={1,...,m}. Entao existe uma matriz de permutacao @; tal que
AQi=[ Ar A ]
com T o complementar de T em {1,2,...,n}. Como a drvore tem exactamente (m — 1) arestas, entio

Ar € IRmX(m—l)
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Além disso para um né folha i € V, existe um sé né adjacente j tal que (i,j) € E’. Portanto por

permutagao de linhas e colunas podemos escrever

+1 0
PArQ =
TQ |: al AT’ :|
com T” o conjunto das colunas de A associadas & drvore T" que se obtém de T suprimindo o né ¢ e o arco

que liga esse n6 ao seu adjacente j e P, () matrizes de permutagao.

O mesmo tipo raciocinio pode ser agora aplicado mais (m — 3) vezes e obter a seguinte igualdade

+1

a'  £1
L 2
PArQ = ¢

+1
a™? +1
- :tl -
com a’, i =1,2,...,m — 2 vectores de ordens (m — 1), (m — 2),...,2 com apenas uma componente nao

nula e igual a +1. B agora evidente que ¢(A7) =m — 1 e 0 mesmo acontece com a caracteristica de A. O

E de notar que a demonstragao deste teorema também estabelece que a submatriz Ay da matriz de incidéncia
associada a uma arvore geradora T tem caracteristica (m — 1). Além disso se acrescentarmos uma coluna da
matriz identidade e” € IR"™ & matriz Ar, entdo a matriz resultante é nao singular e pode ser transformada numa
matriz triangular superior U por permutacao de linhas e colunas. Os elementos diagonais de U sao iguais a 1
ou —1 e a caracteristica da matriz [A e"] é igual a m.

A titulo de exemplo, consideremos o grafo

e a arvore geradora

Se escolhermos o vector da base canénica el = (1 0 0 0 0)7, entdo

Ti2 T13 X34 T52
1 1 1

B=[Ar ¢']= | * -1
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Entao existe uma matriz de permutacgao @ tal que

¢ triangular superior com elementos diagonais iguais a +1.

Tal como referimos anteriormente, o método simplex é o processo mais usado para resolver programas
lineares. Esse algoritmo deve ser implementado de modo a poder processar eficientemente o problema de fluxo
de custo minimo. Nesse sentido é importante caracterizar em termos de grafos uma solugao béasica admissivel

para o problema.

Definicao de Solugao Basica Admissivel Consideremos o problema de fluxo de custo minimo na forma
normal anterior. A matriz incidéncia né-arco tem caracteristica (m — 1), com m o ndmero de restrigoes de
igualdade. Além disso se acrescentarmos uma coluna da base candnica e” a matriz A, entao a matriz resultante
tem caracteristica igual a m. Essas consideragoes conduzem-nos ao seguinte programa linear aumentado

Minimize z = ¢’z

Sujeito a Ax+e"xpi1 =10

X 2 07 LTn+1 Z 0

onde A, ¢, z e b tém o mesmo significado anterior. As seguintes propriedades sao consequéncias do teorema

anterior.
P;. z,41 = 0 em qualquer solucao admissivel.
Ps. A caracteristica de [A €"] é m, para qualquer r = 1,2,...,m.

Py. Se Ak é a submatriz associada a uma arvore geradora com arestas (i,7) € J, entdo a matriz [Ax e"] é

nao singular e existem matrizes de permutagao P e @) tais que
[Ax e'] = PUQ
com U uma matriz triangular superior com elementos diagonais iguais a +1. Além disso:

[AK 6T]|: v :|:b<:>$n+1:0 € AKLL'J:b
Tn41

Estas propriedades permitem-nos definir uma solucao béasica para o problema de fluxo de custo minimo
aumentado. Se J é o conjunto dos indices das arestas de uma arvore geradora, entao a Solugdo Bdsica associada
a J é definida por:

Varidveis bésicas: x;j, (1,7) € J, Tnt1
Varidveis nao bésicas: z;; =0, (i,j) e E—J =1L
Devido a propriedade Py, z,4+1 = 0 e portanto toda a solucao bésica é degenerada. Além disso as restantes

varidveis béasicas z;j, (4, j) € E satisfazem

AKLL'J:b
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com A € R™ (™= 4 submatriz de A associada As varigveis basicas. Assim para determinar os valores das
varidveis basicas é necessario resolver o sistema de equacoes lineares associado as restrigoes de conservagao de
fluxo e varidveis x;;, com (7, j) as arestas da drvore geradora. Isso é conseguido de uma maneira muito simples,
escrevendo as equagoes que definem a arvore geradora de modo a que a primeira equagao tenha associado um
no6 folha.

A titulo de exemplo, consideremos o grafo

Seja
J = {(3’ 1)7 (4, 3)7 (4, 5)7 (2, 4)}

O subgrafo constituido pelos nés do grafo dado e as arestas (i, j) € J é a seguinte &rvore

10 —10
S
20 5 —25

Para determinar os valores das variaveis bésicas, tem-se

—xT31 == 10

I31 —XT43 = 20

Tag —T2a FTas = 5

X224 = -10

—T45 = —25

Portanto os valores das variaveis bésicas da solugao basica escolhida sao

r31 = —10
T43 = —-30
Tog = —10
T45 = 25

E evidente que as variaveis nao bésicas dessa solucao basica sao todas nulas.

Uma solugao bésica é Admissivel se as restrigdes de nao negatividade x;; > 0, (4,j) € E séo todas satisfeitas.
Assim a solucao béasica do exemplo anterior é ndo admissivel, pois hd pelo menos uma varidavel bédsica nega-
tiva. Como exemplo de uma solugao bésica admissivel para o grafo considerado anteriormente, consideremos o
conjunto

J={(3,1),(1,2),(2,4), (4,5)}.

Entao os nés de V' e as arestas de J formam a seguinte arvore

LA Ll —10
20 5 -25
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Para determinar os valores das varidveis basicas, tem-se

T31 == 20
—T31 +2Z12 = 10
—T12  +x24 = -10
—To4 Tz = 5
—T45 = —25
Portanto
r31 = 20
12 = 30
T4 — 20
T45 = 25

Como todas as varidveis basicas sao nao negativas, entao a solugao bésica é admissivel.
Consideremos agora a determinagao da solugao dual m € IR™ associada a uma solu¢ao bdsica do problema

de fluxo de custo minimo. Entao 7 satisfaz o sistema
T
T__ | C¢J AK _ | ¢y
o= e | @ =7 ]

=0

Donde

AI'ZI;F:CJ

Portanto a solugao dual associada a uma solugao basica nao é unica, pois depende da escolha do vector e” da
base candnica que se acrescenta ao conjunto de restricoes do problema. Além disso para calcular 7, é necessario
fixar uma variavel 7; a zero e depois resolver o sistema Af(ﬂ' = ¢y. Como iremos ver na proxima secgao esse
processo ¢ relativamente facil de fazer a partir da arvore geradora associada a solugao bésica.

Como o problema de fluxo de custo minimo é um programa linear, entao pode acontecer um de trés casos

possiveis:
1. Existéncia de solugao éptima.
2. Inadmissibilidade.
3. Problema ilimitado.

Como exemplo do segundo caso, consideremos o grafo

-1 -1

Entao a equagao correspondente ao né 1 tem a forma
T12 + w13 = —1
o que é impossivel de verificar com z;; > 0. Como exemplo de um problema ilimitado, consideremos o problema

de fluxo de custo minimo associado ao grafo:
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Consideremos agora que a variavel ndao bésica x93 aumenta o seu valor para 6 > 0. Entao obtém-se o seguinte

ciclo
1H-8

540 8

Facilmente se conclui que # pode aumentar infinitamente sem violar as condi¢oes de conservacao de fluxo em

cada né. Além disso o valor da fun¢éo linear é dado por
Z = C12%12 + C23%23 + C31731 =0x (10+9)+1 X 0 —2 x (5—|—9) =-10-40

e tende para (—oo) quando @ tende para (+00).

6 Método Simplex para o Problema de Fluxo de Custo Minimo

O método de simplex é um processo que usa em cada iteracao solugoes bésicas (drvores geradoras) admissiveis
sobre o grafo do problema, que por sua vez sao transformadas umas nas outras por regras que tém apenas que
ver com a manutencao das condi¢oes de compatibilidade em cada né 4, isto é, o que sai menos o que entra é
igual a b;. Em cada iteracao a variavel nao basica é escolhida a partir dos coeficientes de custo reduzidos, que
por sua vez sao calculados recorrendo a propriedade da complementaridade entre variaveis do problema primal
e dual. Da estrutura do problema de fluxo apresentada em (1), facilmente se conclui que cada varidvel x;; do
problema aparece duas vezes em cada coluna, uma vez com coeficiente (+1) e outra vez com coeficiente (—1).
A escolha desse coeficiente depende do né i ser né de partida ou de chegada. Por isso o dual do problema de
fluxo tem a forma

m
Maximize w = Z bijw;
i1
Sujeito a w; —wj < ¢y, (4,5) €E

Para satisfazer a propriedade da complementaridade, as varidveis duais de folga tem de ser nulas para cada
(i,4) € J, ou seja,
W; — Wj = C4j, (Z,]) eJ (3)

com J o conjunto dos arcos da arvore nessa iteracao. Como o nimero de variaveis duais € igual a m e uma

arvore geradora tem (m—1) arcos, entdo o sistema é indeterminado. Isso confirma o afirmado na sec¢ao anterior
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acerca da solucao dual. Por isso, fixa-se w1 = 0 e determinam-se os valores das restantes variaveis duais em
sucessdo. Os coeficientes de custo reduzidos ¢;;, (i,j) € L = E—J representam os valores das restantes variaveis
duais de folga, e portanto satisfazem:

Cij = cij — (wi — wy) (4)

de acordo com o esquema

Cij - _
wi(D) @ v = Cij = ¢ij — (wi — wj)

Apés o célculo de todos os coeficientes de custo reduzidos associados as varidveis nao bdsicas, dois casos

podem acontecer e sao discutidos a seguir:
1. Se ¢; > 0 para todo o (i,j) € L, a solucao dada é éptima e o algoritmo termina.
2. Se existe pelo menos um ¢;; < 0, calcula-se

Crs = min{c; : (i,j) e L=E — J}

O acréscimo do arco (r, s) na arvore geradora forma um ciclo que é desfeito de acordo com a regra de compa-
tibilidade, isto é, o que entra em cada nd ¢ menos o que sai desse né é igual a quantidade b; que 14 existe. Por
isso a variavel z,s tomara um valor # e cada uma das varidveis z;; desse ciclo aumentara ou diminuira o seu
valor dessa quantidade 6. O valor de 8 deverd ser o maior possivel de modo a que todas as varidveis envolvidas
nesse ciclo se mantenham nao negativas. Como consequéncia, uma das varidveis nesse ciclo anular-se-a e o arco
associado a essa varidvel destréi o ciclo e permite obter uma nova arvore geradora, que corresponde a uma nova
solucao basica admissivel para o problema de fluxo de custo minimo.

Para uma descrigao completa do método simplex neste caso, falta apenas referir como se calcula uma primeira
solucao basica admissivel. Como cada solugao bésica corresponde a uma arvore, é bastante facil de se obter
uma primeira solugao bésica. Contudo essa solugao pode nao ser admissivel e em geral é necessario aplicar um
processo Fase I, que por sua vez serd um problema de fluxo de custo minimo a discutir na préxima secgao.

Como exemplo de ilustragao da aplicacao do método simplex, consideremos o seguinte problema do fluxo de

custo minimo

E f4cil de concluir que se trata de um problema equilibrado com 5 restrigoes e 8 varidveis. Com efeito, o grafo
do problema tem 5 nés e 8 arcos e além disso

5
Zbi:—2+4+3—2—3:0
=1

Por inspecgao ¢é facil de obter uma primeira arvore geradora que satisfaga as restricoes de compatibilidade em

cada né. Essa arvore com os valores de fluxo associados a cada arco é apresentada a seguir
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Com efeito, o né 1 tem que receber 2 unidades de fluxo, pois by = —2. Além disso 0 n6 2 deve enviar 4 unidades
e no né 3 o fluxo que sai menos o que entra iguala o valor de bs. A mesma relagao se verifica no né 4 e finalmente
o no 5 recebe a quantidade de fluxo que requereu.

Para verificar se a solugao admissivel obtida é 6ptima é necessario calcular primeiramente as variaveis duais

w;, i =1,...,5. Fazendo w; = 0, entao o arco (4, 1) implica

Wy — W1 = €41 = Wy = c41 = 0.
Do mesmo modo, usando o arco (3,4), vem

W3 — Wy = C34 = W3 = €34 = —1.
Agora do arco (2, 3) tem-se

Wy — W3 = Co3 = Wy = o3 + w3z =3+ (—1) =2.
Finalmente o arco (3,5) implica
w3 — w5 = ¢35 = W5 = —c35 +ws = —1+ (—1) = =2,

Uma vez calculada a solugao dual hd que determinar os coeficientes de custo reduzidos das varidveis nao

bésicas, isto é, associados com arcos do grafo que nao pertencem a arvore geradora. Assim tem-se

6122012—(’[1}1—11}2):2 (0—2)24
5132013—(11)1—U]3)25—(0—(—1)):4
Ca5 = ca5 — ( )=1-1(0

( ) =4

C52 = C52 —

Wy — Wp —(=2)=-1
W5 — w2

Esta informagao referente aos valores das variaveis duais w; e dos coeficientes de custo é apresentada num grafo
que contém a arvore geradora obtida primeiramente. Os arcos referentes as varidveis nao basicas podem ficar a
tracejado para se distinguirem melhor dos arcos da arvore geradora. Além disso os valores das variaveis duais
sao colocados em cada um dos nés desse grafo e os coeficientes de custo reduzidos em cada um dos arcos a

tracejado. No nosso exemplo obtém-se o seguinte grafo

Como ¢45 < 0 a solugao basica admissivel ndo é éptima. Além disso é45 é o Unico coeficiente de custo reduzido

negativo, pelo que o arco (4,5) ird tornar-se basico formando o ciclo
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A escolha de 460 ou —0 em cada um dos arcos desse ciclo depende dos sentidos desses mesmos arcos. Assim no
exemplo presente, como do arco (4,5) tém de ser enviadas 6 unidades de fluxo, entao o arco (3,4) tem de levar
mais # unidades de modo a equilibrar o né 4. Do mesmo modo se o né recebe mais # unidades de fluxo pelo
novo arco, entao tera de receber menos 6 pela outro arco que 14 chega.

O valor de 6 é determinado como o maior valor positivo que mantenha nao negativas todas as varidveis
envolvidas neste ciclo e torne uma delas nula. Portanto §# = 3 e o arco (3,5) é retirado do ciclo, obtendo-se
assim uma nova arvore.

Usando agora esta nova arvore e o procedimento explicado atras, podemos calcular as variaveis duais e os
coeficientes de custo reduzidos das varidveis nao basicas. Todas essas operagoes sao feitas num grafo de forma

semelhante a obtida na iteragao anterior. No nosso caso tem-se

Como ¢;; > 0 para todos os arcos que nao pertencem a arvore geradora, entdo o algoritmo termina com a

solucao 6ptima

O valor éptimo é dado por

com J o conjunto dos pares ordenados associados aos arcos da drvore geradora (pois as outras varidveis sao
nulas). Entao

Z = 3%23 — T34 + 0Z41 + T45 = 8.

Para terminar esta seccao referente a utilizagao do método simplex para o problema de fluxo de custo
minimo, notemos que implementacao do processo tira partido do facto das matrizes bases serem permutacoes
de matrizes triangulares superiores. Isso torna o método simplex muito mais rapido para resolver problemas de

fluxo de custo minimo do que para os outros programas lineares sem este tipo de estrutura.

7 Problema de Transportes

O problema de transportes pode ser representado pelo seguinte grafo bipartido completo:
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e apresenta normalmente a seguinte formulacao:

m n
Minimize z = E E CijTij

i=1 j=1

n
Sujeito a E rij=a;, t1=1,2,....m
j=1

m

Zl’ij:dﬂ'v j=12,....n

=1

ngZO, 7;:1725"'5m) j:1’2""’n

onde a; > 0 e d; > 0 sao as ofertas e procuras do problema. O problema de transportes diz-se Equilibrado se

m n
E a; = E dj.
i=1 j=1

Tal como no problema de fluxo de custo minimo, esta condicao é necessdria para que as igualdades sejam

consistentes. A estrutura do problema de transportes garante a existéncia de solugdo éptima.

Teorema 1 O problema de transportes tem solu¢ao optima.

Demonstragao. Seja
m n
0=Su=3,
i=1 j=1
e consideremos a solugdo T = [T;;| definida por

_ a;d; . .
Tij = 5 ,i=12....m, 7=1,2,...,n

Entéo T é primal admissivel, pois T;; > 0 para todos (,7) e

n
_ a; a; .
E UCij:—E dj=—a=a;, 1=1,2,...,m
. «@ «
j=1

iiijz%iaiz%azdj, 1=12....n
=1 ]

Para provar que a solugdo 6ptima existe é suficiente mostrar que as variaveis z;; sdo limitadas. Como as varidveis

sao todas nao negativas, entao

n
inj:aijogxzjgai
i=1

m
Zl‘ij:dj:}()gxijgdj
i=1
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Portanto para todos (i, j) tem-se

0 S Tij S min{ai, dj}

Isso demonstra o teorema.

O

Seguidamente iremos provar que o problema de transportes se reduz a um problema de fluxo de custo

minimo. Para isso consideremos o vector b € IR™ ™ definido por

by — a; se t1=1,2,....m
T —diewm se i=m+1,...,m+n

Entao podemos escrever o problema de transportes na forma

Minimize z = E CijTij

(i,J)EE
Sujeitoa Z Lij — Z xji:bia z:l,,m—i—n
Ji(i,9)EE J:(j,)EE

ri; >0, (i,j) € E

onde E é o conjunto de arcos do problema de fluxo de custo minimo equivalente:

bm+ 1

m+2) bmi2

m+n) bmin

E de notar que para qualquer ¢ € {1,...,m} se tem (i,j) € FE para j = m+1,...,m + n e ndo hd qualquer

par ordenado (j,4) do conjunto E. Por outro lado para cada i € {m + 1,...,m + n}, (k,i) € E para todo

k=1,...,m e nao hd qualquer par ordenado (i, k) de E. Tendo em conta essas consideragoes e a defini¢ao do

vector b, facilmente se conclui que a formulagao apresentada em cima é equivalente & formulagao tradicional do

problema de transportes.

Como o problema de transportes é um caso particular do problema de fluxo de custo minimo com a numeragao

de nés 1,2,...,m+ n, entdo podemos resolvé-lo usando o algoritmo simplex apresentado na sec¢do anterior. A

titulo de exemplo consideremos o problema de transportes associado ao seguinte grafo bipartido nao completo

(os percursos entre os nés 1 — 6, 3 — 5 e 3 — 6 nao se podem efectuar)

=50
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E de notar que ja estamos a considerar a formulagao como problema de fluxo de custo minimo, dado o facto
de usarmos a numeragao 1,...,7 e de associarmos valores negativos para os parametros b; referentes aos noés
destinos. E ainda de notar que o problema é equilibrado, pois

7
sz‘:20+40+20—10—20—20—50:0-

i=1

Uma solucao bésica admissivel inicial é facilmente calculada esgotando as ofertas e as procuras de cima para

@

baixo:

0

10
0

10 @
®443K$®

Notar que esse processo pode ser usado para qualquer problema de transportes equilibrado. Como referimos
anteriormente, em cada iteracao do método simplex hé que calcular as variaveis duais w; e os coeficientes de
custo reduzidos associados as variaveis nao bésicas. Isso é feito segundo o processo explicado anteriormente,

obtendo-se o seguinte grafo que contém toda essa informacao

Como ¢34 < 0, a solucao dada nao é éptima. Entao o arco (3,4) forma um ciclo com os arcos da drvore geradora

e acrescenta-se +6 a cada um dos arcos desse ciclo de modo a obter o seguinte grafo

Entao 6 = 10 e o arco (1,4) é retirado do ciclo, entrando o arco (3,4) para a drvore. Actualizando os valores das
varidveis basicas com acréscimo ou decréscimo de 0, obtemos uma nova solucao bésica admissivel. Para verificar
se essa solucao ¢ 6ptima hé que calcular as varidveis duais associadas e os coeficientes de custo reduzidos das

varidveis nao bésicas. Seguindo o processo usual obtém-se o seguinte grafo
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Portanto ¢; > 0 para todas as varidveis nao bésicas ((i,7) ¢ J). O algoritmo termina com a solugdo 6ptima
T1s = 20, Tos =0, Zog =20, Toyr =20, T34 =10, Z37 =30
Ty =T17 =T =0
e o valor 6ptimo é

Z= ) Ty =3x20+12x0+45x20+1x 20+ 12 x 10+ 3 x 30 = 390
(.)€

8 Fase I do Método Simplex para o Problema de Fluxo de Custo
Minimo

A Fase I do método simplex é um processo para determinar uma primeira solucao béasica admissivel, isto é, uma

arvore geradora admissivel.

Processo 1 — Conjunto Completo de Variaveis Artificiais Este processo consiste em introduzir um noé

adicional (m + 1) e m arestas adicionais (m + 1,4) ou (j, m + 1) consoante b; < 0 ou b; > 0 respectivamente, de

biﬁu@w\
bjizﬂ.’//_/'.

Deste modo constitui-se numa rede alargada com (m + 1) nés e (n 4+ m) arestas, onde m e n sdo os ntmeros

acordo com o seguinte esquema

de nés e de arestas da rede original. Além disso b,,11 = 0 para manter o problema equilibrado. Na Fase I

resolve-se o problema de fluxo de custo minimo

Minimize z = E Tij

(i,g)eF
Sujeitoa Z Lij — Z 'rji:b’h z:l,,m—l—l
j:(i,7)EEUF j:(4,i)EEUF

xi; > 0, (i,j)EEUF

com F' o conjunto das arestas acrescentadas. Como este problema é limitado, entao tem solugao 6ptima e ha

dois casos:

1. Se o valor 6ptimo é nulo, entao obteve-se uma solucao béasica admissivel para o problema de fluxo de custo
minimo original. Neste caso as arestas (i,j) € F e o né (m + 1) sao suprimidos e o método simplex é

iniciado com essa solucao béasica admissivel.
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2. Se o valor éptimo é positivo, entao o problema de fluxo de custo minimo original é inadmissivel.

A titulo de exemplo, consideremos a rede

b1 =5
0
by =10
ou seja
Minimize z = 16 + T26 + 56 + T3 + Tea
Sujeito a Sowmy— Y wi=bi, i=1,2,3456
J:(i,g)eE’ J: (4 )R’

xi; >0, (i,j) € E
com E’ o conjunto das arestas da rede alargada.
E importante notar que a construcao do problema Fase I de fluxo de custo minimo permite determinar uma

primeira solugao bésica admissivel associada ao conjunto J das arestas adicionais. Como
(t,m+1)eJ<b; >0

(m+1,i)e J< b, <0

entao os valores das varidveis bésicas sao
{ Tim+1 = b;

Tm+1,i = —b;
Essa solucao é entao dada pela seguinte arvore geradora

Este processo tem o inconveniente de requerer pelo menos m iteragoes para se obter uma solugao admissivel. O

préximo processo procura aliviar esse esforgo tirando partido de uma solugao bésica conhecida.
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Processo 2 — Base (Arvore) Avangada Como referimos anteriormente, o algoritmo de Kruskal permite
determinar uma drvore geradora (de custo minimo ou nao), isto é, uma solu¢do bésica para o problema de
fluxo de custo minimo. Se essa solucao basica é admissivel, isto é, se x;; > 0 para todo (i,7) € E, entdo pode
ser usada como solucao inicial do método simplex. Seguidamente iremos descrever um processo de obter uma

solugao basica admissivel a partir de uma inadmissivel. Consideremos o seguinte problema de fluxo de custo

minimo

(6)

onde os valores das varidveis basicas x;j, (i,7) € J, se calculam da maneira descrita na seccdo 2. Essa solugao
bésica é nao admissivel, pois existem duas variaveis basicas negativas.
Tal como no processo anterior, introduzimos um né adicional (m+ 1) com b,,,+1 = 0 e duas arestas (m+1,1)

e (j,m + 1) para cada componente negativa da solugao bésica, isto é, para cada (i,j) € J_, com
Jo={(,5) :xi; <0} C J (7)
Deste modo é construida uma rede alargada G’ = (V’, E’) a partir da rede G = (V, E) dada, onde
Vi=Vu{m+1}, E'=EU{(G,m+1),(m+1,i):(i,j) € J_}
Seja F' o conjunto associado as arestas acrescentadas, isto é
F={(j,m+1),(m+1,i):(i,5) € J_}
Entao o processo Fase I, consiste em
Minimize z = Z Tij
(i,5)eF (8)
Sujeito a restricoes da rede alargada

Seguidamente, descrevemos um processo muito simples para determinar uma primeira solugao basica ad-
missivel para este problema Fase I. Consideremos novamente a arvore inicial e a seguinte transformagao:
Tij = 0

Tij = —« <0= Tm+1l,i = & (9)

i,J)EJ— _
(4,9) Tjmil = Q
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E fcil de ver que esta solucao é admissivel para a rede alargada. Contudo, o nosso primeiro objectivo é a
determinacao de uma solucao basica admissivel para o problema Fase I. Para isso as varidveis z;;, (¢,7) € J-
que passaram a ter valor nulo devem ser tornadas nao bésicas. E f4cil de ver que a solugao é basica admissivel
para o problema Fase I se J_ tiver apenas um elemento. De outro modo, existe pelo menos um ciclo que tem
de ser destruido de modo a se obter uma arvore. Tal é conseguido de um modo muito simples subtraindo e
adicionando uma quantidade 6 > 0 as varidveis associadas com as arestas desse ciclo de forma a que uma dessas
variaveis fique nula. Entao essa varidvel é tornada nao bésica (e deixa de ser considerada) desfazendo o ciclo
respectivo. Esse processo deve ser efectuado até ao desaparecimento de ciclos e uma solucao basica admissivel
para o problema Fase I é obtida quando tal acontecer.

Para ilustrar este procedimento, consideremos novamente a rede (5) e a drvore apresentada em (6). Entao

Jo={(41),(1,2)}

F={(6,4),(1,6),(6,1),(2,6)}
A rede alargada para o problema Fase I é constituida pela rede original, pelo né adicional 6 e pelas arestas do
conjunto F'.
Como |J_| = 2, entao a primeira solugao admissivel, obtida de acordo com a transformacao (9) e fazendo

nao bésicas as varidveis z;; = 0, (4,j) € J_, ndo é béasica e constitui o seguinte subgrafo

Para destruir o ciclo basta subtrair # > 0 a ambas as arestas de modo a que o fluxo ai existente seja nao
negativo. Entao

4-0>0, 2—0>0

e portanto # < 2. Fazendo 6 = 2 a varidvel x14 fica nula e pode passar a nao basica. Se tal acontecer obtemos

a seguinte solugao bdsica admissivel para o problema Fase 1 (8):

(10)

Como z16 = 0, entao (1,6) pode ser retirada do conjunto F, pelo que o problema Fase I de fluxo de custo

minimo é definido pela seguinte rede
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A semelhanca do processo 1, este problema de fluxo de custo minimo seria resolvido pelo método simplex
com inicio na solucao béasica admissivel (10). A solucao éptima deste problema fornece uma primeira solugao
bésica admissivel para o problema de fluxo de custo minimo original.

A existéncia de apenas restri¢oes de nao negatividade permite desenvolver um processo de base avangada
ainda mais simples e com um menor nimero de varidveis artificiais. Para isso basta notar que as restrigoes de
conservacao de fluxo se mantém verdadeiras se se utilizar

V o oz =—a=1j =« (11)
(i,5)ed—

em vez da transformacao (9). Deste modo é possivel construir uma rede alargada com

F=A{0Gi):(i,5) € J-}

e sem qualquer n6 adicional. Além disso uma solugao béasica admissivel para esse problema Fase I alargado é
facil de obter e corresponde a
J—J_UF.

onde J é o conjunto associado & arvore nao admissivel inicial e J_ é o conjunto definido por (7).
A titulo de exemplo, consideremos novamente o problema de fluxo de custo minimo definido pela rede (5) e
seja

J = {(273)7 (375)7 (475)7 (47 1)}

o conjunto de indices de uma solugao bésica (drvore). Se calcularmos os valores das varidveis z;;, (i,7) € J

W ;

obtemos a seguinte arvore:

P »(5)

J_={(4,5)

Entao

Usando a transformacao (11), obtemos
F={(,4)}
e a solucao basica admissivel para o problema alargado da Fase I
Minimize z = Z Tij = Tsa

(i,J)EF
Sujeito a restri¢oes da rede alargada
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é dada por

Para o resolver, consideramos a solucao basica admissivel anterior e calculamos as variaveis duais w;, i =
1,2,3,4,5, a partir de
Wi — W5 = Cij, V('L,])GJ, w1:O

e os coeficientes de custo reduzido em relagao a funcao da Fase I
Cij = cij — (wi —wj), V(i,j) € E—J

Esses valores sao apresentados no seguinte grafo

Entao x34 é a varidvel nao basica escolhida para passar a basica com valor . Para determinar ¢, formamos o

ciclo

g 7—8

Entao 6 tem de satisfazer

4-0>0, T—0>0

e portanto = 4. A variavel x5, passa a nao basica com valor nulo e assim termina a Fase I com a solugao

bésica admissivel dada pela seguinte arvore
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Essa seria a solugao inicial para a aplicagao do método simplex a resolucao do problema de fluxo de custo

minimo apresentado em (5).

9 Método M-Grande

Este processo procura juntar as duas fases do método simplex, de modo a determinar a solucao 6ptima do
programa original a partir da resolucao de um problema alargado. Tal como nos processos da Fase I discutidos
na secgao anterior, uma solucao bésica é primeiramente determinada. Se para a obter foi necessario alargar
a rede, entao o conjunto F' definido na secgao anterior é nao vazio e o problema de fluxo de custo minimo a

resolver tem a forma
Minimize z = Z cijri; + M Z Tij
(i)EE (i.4)EF (12)
Sujeito a restricoes da rede alargada

Esse problema é definido pela rede alargada obtida da original por acréscimo das arestas (i,7) € F, as quais
se atribui o custo M > 0, e possivelmente um né adicional (m + 1). Esta quantidade M deve ser positiva e
muito grande em comparacao com os restantes coeficientes de custo. Devido a grandeza de M, e porque se
trata de um problema de minimizacao, o método simplex comeca por anular todas as varidveis z;; associadas a
(i,7) € F. Sempre que uma variavel z;;, (,j) € F, se anula, a aresta (i, j) deve ser suprimida da rede alargada
e 0 processo continua com o conjunto F' actualizado. Assim, na solugao 6ptima obtida pelo método simplex ha

dois casos possiveis:
1. F#0 e x;; > 0 para certo (i, j) € F' e o problema de fluxo de custo minimo ¢ ndo admissivel.

2. F =0 ou z;; = 0 para todo (i,j) € F e a solugao éptima do problema alargado é também Gptima para o

problema original.

A titulo de exemplo, consideremos novamente o problema de fluxo de custo minimo definido pela rede (5).

Como vimos anteriormente, ao aplicarmos o processo base avangada com a transformagio (11) ao conjunto

J = {(273)5 (375)5 (475)5 (47 1)}

obtém-se J_ = {(4,5)} e portanto:
F={05,4)}

A rede alargada para o método M-grande tem a forma

A solugao basica admissivel inicial é, como vimos na secgao anterior, dada por
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O método simplex é agora aplicado ao problema de fluxo alargado com esta solugao bésica admissivel inicial.
Entao as varidveis duais w;, ¢ = 1,...,5 e os coeficientes de custo reduzidos ¢;;, (4,j) € E — J sao calculados

como anteriormente (em relagao a rede alargada) e tem-se

g 7—8

Entao x54 passou a nao bésica, pelo que a aresta (5, 4) correspondente a essa varidvel artificial deve ser suprimida
e o método simplex passa a resolver o problema de fluxo original. Entao calculam-se as varidveis duais wj,

i=1,...,5 e os coeficientes de custos reduzidos ¢;;, (,j) € E (arestas originais apenas) e tem-se

Portanto ¢;; > 0 para todos (i,j) € E — J e a solucao é éptima.
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10 Tratamento de Desigualdades

Consideremos um problema de fluxo de custo minimo com m nés e n arestas numa rede G = (V, E) em que

p < m restri¢goes de conservacao de fluxo sao desigualdades, isto é, da forma

Z Tij — Z zji < b

J:(i,4)EE Ji(Ji)EE

ou
> w— Y wizbh
J:(,4)€E J:(GH)eE

Tal como em programacao linear sem estrutura de redes, as desigualdades devem ser transformadas em igual-
dades por introdugao de variaveis de folga. Dada a estrutura especial do problema de redes, isso é conseguido
introduzindo um né adicional (m + 1) para todas as p desigualdades e p arestas, uma para cada desigualdade,
tais que

(bm+1) o

IN

(m+1,1) < =

Além disso a introducao de um né adicional implica o acréscimo de uma igualdade correspondente a esse né. O

valor b,,41 deve ser
m
b1 = — E b
i=1

de modo a que o problema fique equilibrado. Os coeficientes de custo associados as varidveis de folga devem ser
nulos.

A titulo de exemplo consideremos o problema

Minimize z = 12 + x13 + 3$23 — 2$24 + 41734
Sujeito a T12 + T13 <6
—T12 + T3 + T24 >4
—T13 — T23 +x34 < -2

—Tog — T34 < =5
zi; >0, (i,j) € E
Como o problema contém 3 desigualdades < e uma desigualdade >, entao ha que introduzir trés variaveis
de folga x15, 235 € 245 (com sinal 4+) e uma varidvel de folga 252 (com sinal —). A introdugdo do né 5 vai
implicar uma nova restrigao de igualdade respeitante a esse né. Como todos os coeficientes de custo associados
as varidveis de folga sao nulos e

bs = —(by +bo+ b3 +by) =—3

entao a rede associada ao problema de fluxo equivalente ao problema dado é:




O problema tem a forma

Minimize z = 12 + x13 + 31723 — 2$24 + 41734
Sujeito a T12 + 213 + T15 =6
—T12 + X923 + X4 — x5 =4
—I13 — T3 + T34 + X35 =-2
—T24 — T34 + Tas =-5
—T15 — T35 — T45 + Ts2 = —3

Tal como em programacao linear usual, este problema ¢é resolvido com o método simplex. Se na solucao éptima

obtida uma variavel de folga é positiva, entao a oferta ou a procura nao é esgotada no no respectivo.

11 Problemas Nao Equilibrados

Um problema de fluxo de custo minimo é Nao Equilibrado se

0o
i=1

com m o nimero de nés da rede. Esse problema fica equilibrado com a introdugao de um né adicional (m+1)

e m arestas a ligar esse né com todos os nés da rede original. Dois casos podem acontecer e sao apresentados a

seguir

1. Se Zbi < 0, entao

i=1
bmyr=— bi >0
1=1

e (m+ 1) deve ser n6 origem em todas as arestas, ou seja, devem-se acrescentar m arestas (m + 1,4) com

coeficientes de custo ¢;p41,5 = 0.

2. Se Zbi > 0, entao

i=1
m
bm+1 = — Z b; <0
i=1
e (m+ 1) deve ser né terminal das m arestas adicionais (i, m + 1) que tém associados custos nulos ¢; m+1
=0.
Em ambos os casos o problema fica equilibrado e pode ser resolvido pelo método simplex. Seja T = [Z;5] a

solugao 6ptima do problema alargado. Entao:

1. Se Zjm+1 > 0, 0 né 7 armazena T; ,,+1 € nNao esgota a oferta.

2. Se Tym+1,; > 0, 0 n6 ¢ armazena Ty, 1,; € Ao esgota a procura.

Para ilustragao deste processo, consideremos o problema de fluxo associado a seguinte rede

2{1 2 > 3
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Como
4
> bi=3>0
i=1

introduz-se o né 5 e as arestas (4,5), i = 1,2, 3,4 com coeficientes de custo nulos. Além disso b5 = —3 de modo

a constituir um problema de fluxo equilibrado associado a seguinte rede

A solugao 6ptima deste problema é dada pela arvore

®\®./1 5
O

Assim tem-se a seguinte distribuigdo éptima

N6 1 — Armazena 2.
N6 2 — Armazena 1 e envia 2 para o no 4.
N6 3 — Envia 4 para o n6 4.

N6 4 — Recebe 4 do né 3 e 2 do no 2.

12 Problemas de Fluxo com Limites Inferiores e Superiores (Capa-
cidades)

Este tipo de problema difere do problema de fluxo de custo minimo normal na existéncia de limites inferiores

(nulos ou nao nulos) e limites superiores nos valores das varidveis e tem por isso a forma

Minimize z = E CijTij
(i,J)EE

Sujeitoa E Tij — E T ji :bi, 1= 1,...,m
J:(i,5)EE VHERIS 24

lij <xij <wugj, (i,j)€F

onde G = (V, E) é o grafo do problema e V = {1,...,m}. O método simplex para tratamento deste tipo de
programas lineares deve ser convenientemente implementado de modo a processar este problema. Para isso,
e a semelhanca da forma normal simples, é necessario definir uma solugao bésica (admissivel ou nao) para o

problema. Seja n o nimero de arestas da rede G e m o seu numero de nos.
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Definicao de Solugao Bésica Consideremos o grafo G = (V, F) e trés subconjuntos L, U e J de E tais que

E=LuUuUJ
LNU=LNJ=UnJ=0
As arestas de J formam uma arvore geradora

Entao a Solu¢do Bdsica para o problema de fluxo satisfaz as restricoes de conservagao de fluxo com

Tn1 = 0

lij se (Z,j) eL

xi; =1 uy; se (i,j)eU

jij se (’L,]) cJ
onde Z;; se obtém univocamente a partir das arestas da arvore geradora apés fixacao das varidveis x;;, com
(i,7) € LUU. As varidveis z;; com (i,7) € LUU dizem-se Ndao Bdsicas, enquanto que as restantes sao deno-
minadas Bdasicas. A semelhanga da forma normal simples, a variavel x,,41 nunca é considerada no tratamento

das solugoes béasicas, por assumir o valor nulo em qualquer solucao basica.

Uma solugao bésica diz-se Admissivel se
lij < xij < wugj, para todo (7,7) € J.

Se tal nao acontecer diz-se Nao Admissivel.
A titulo de exemplo, consideremos o problema de fluxo com limites dado pela rede, onde em cada aresta

(,7) o terno ordenado representa (I;;, wij, Cij)-

(1.3-3)

(1.4.2)

(1.2.1

Como primeiro exemplo, seja

J = {(17 2)7 (174)7 (274)7 (17 3)}7 L= {(47 3)7 (57 4)7 (57 2)}7 U= {(17 5)}
Entao |J| tem 4=m—1 arestas, mas nao forma uma drvore geradora, pois essas arestas constituem o grafo:

1 2

) (4) ©

Portanto nao hd uma solugao basica associada a esses conjuntos.

Como segundo exemplo, consideremos a seguinte particao de E:

J:{(172)7(173)7(174)7(175)}7 L:{(4=3)}7 U:{(2=4)7(5=2)7(5ﬂ4)}'

Entéo o grafo associado a J constitui uma arvore. Se acrescentarmos os arcos nao bésicos (i,j) € LUU, tem-se
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-2 0
[(4,3) € L e lsz =0]

Para determinar os valores das variaveis bésicas, escrevemos as equagoes de conservagao de fluxo em cada

um dos nos a partir de um né folha e apds fixacao das variaveis nao basicas:

N62— —xi104+2o4 — 250 =—3=>212=3+2—-3=2

N61— +xi0+ 213+ 214+ 215 =8

Né3—>—$13—$43=—2:>$13=2—O:2

N64d— —x14—Tog —Tsy +ax43=—-1=>214=1-24+2+0=1

N6b—+x50+T54 —T15=-"2=>215=2+3—-2=3
Portanto as variaveis basicas tém os seguintes valores

T2 =2, z13=2, za=1 z5=3.
Como
lij < xi; < w;j, para todo (i,7) € J.

entao a solugao bésica é admissivel e é representada pela seguinte rede:

Consideremos finalmente os conjuntos

J:{(1a2)7(153)7(254)7(5’2)}7 L:{(1’5)}7 U:{(1a4)7(4a3)7(5=4)}

Procedendo como anteriormente, obtém-se a solugao basica

Essa solugao é nao admissivel, pois hd pelo menos uma varidvel basica com valor Z;; que nao pertence ao

respectivo intervalo [l;;,u;;] (por exemplo 12 = 6 > u12).
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13 Meétodo Simplex para o Problema de Fluxo de Custo Minimo
com Limites

Este problema de fluxo de custo minimo pode ser escrito na forma

Minimize z = g CijTij
(i.)eE

Sujeito a E Tij — E Tji=0b;, 1=1,...,m
J:(i.g)EE VRIS

Tij > lij, (i,5) € E
Tij < Uiy (Z,]) ck

O seu dual é entao

m
Maximize z = szwl + Z (lijzij — uijvij)
i=1 (i,)€E
Sujeito a Wi — Wj + Zij — Uij = Cij, (’L,_]) ck
2ij >0, vj; >0, (i,j) € E
Se x = [x;;] é uma solucdo bésica admissivel associada aos conjuntos L, U e J definidos na secgao anterior,

entao pelo teorema da complementaridade das variaveis de folga, tem-se
(i,j) € J = zij =vij =0 = w; —wj = ¢
(i,7) € L= v = 0= z; = ¢ij — (w; —w;)
(1,7) €U = 2zij = 0= v = —(cij — (wi — w;))
Tal como para a forma normal, as variaveis duais w;, i = 1, ..., m, podem ser calculadas a partir de
w; —wj = ¢y, Y(i,j) € J.

Essa solucao serd dual admissivel se z;; > 0 e v;; > 0 para todos (i,j) € E. Devido as implicagoes anteriores,

isso acontece se

] V Eij > 0 e ) V Eij < 0 (13)
(i,9)€EL (i,7)eU

onde, tal como anteriormente,

Cij = cij — (wi — w;).

Se a solugao dual w = (w;) € R™ é dual admissivel, entao a solugao bésica admissivel é 6ptima e o processo

termina. De outro modo, seja (r,s) € E uma aresta associada a
|Ers| = max{|éij| : ((’L,]) cLec;< O) ou ((Z,]) cUecy> 0)} (14)
Dois casos podem acontecer:

1. Se (r,s) € L, a varidvel z,; deve aumentar o seu valor de l,.; para (s + 6), com 6 > 0. A semelhanca da
forma normal simples, forma-se um ciclo, que se desfaz de acordo com o processo explicado. Se tal nao é

possivel, entao  — +o0o e o programa é ilimitado.

2. Se (r,s) € U, entéo x,s deve diminuir o seu valor para (u,s — ), com 6 > 0. Tal como antes, um ciclo é

formado e desfeito, ou entao o programa ¢ ilimitado.
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Notar ainda que pode acontecer que uma variavel passe de um limite para o outro sem provocar nenhuma
mudanca nos indices das varidveis béasicas. Apds estas alteragbes obtém-se uma nova solugao admissivel. O
método simplex vai assim obtendo solugées bdsicas (drvores geradoras) admissiveis com valores da fungao
decrescentes até & obtencao de uma solucdo éptima que satisfaz o critério de optimalidade (13).

Como exemplo de ilustragao, consideremos o problema de fluxo de custo minimo com limites representado

pela rede

(07 47 2) = (l’LJ7 uljiclj)

(1,5,6)

Seja a solucao basica admissivel inicial definida pelos conjuntos de indices
L=0, U= {(17 3)7 (27 4)}7 J = {(17 2)7 (37 2)7 (374)}

Entao obtém-se a seguinte rede associada a essa solucao:

2

Podemos agora calcular as varidveis duais w; e os coeficientes de custo reduzidos exactamente da mesma forma

que fizemos para o caso normal e esses valores sao apresentados a seguir:

. C24 = —bH

4 wyg = —8

Entao o critério de optimalidade (13) nao é satisfeito e

(r,s) =(1,3)

A varidvel 213 tem de diminuir o seu valor de uy3 = 3 para (3 — ). Para determinar esse valor de ¢ forma-se o
ciclo

2+8
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e tem-se:

0>0, 2+60<6, 3—-0>0;, 2—0>1.

Portanto 6 = 1 e a varidavel x3s passa a nao bésica com valor igual ao seu limite inferior /30 = 1. Entao a nova

solucao basica admissivel é dada pelo seguinte grafo

4

.--"F- .i'
) S Ry

isto é,
L= {(37 2)]” U= {(274)}7 J = {(17 2)7 (17 3)7 (3= 4)}
Se agora calcularmos a solugao dual w e os coeficientes de custo reduzidos ¢;; referentes as varidveis nao bésicas,

vem

w; =0 (1 2)wz = —1

Coa = —T7

Entao o critério de optimalidade é verificado e a solucao é éptima.

14 Determinacao de uma Solucao Basica Admissivel para o Pro-
blema de Fluxo de Custo Minimo com Limites

Processo 1 — Conjunto Completo de Varidveis Artificiais Seja T = [Z;;] uma solugdo tal que
Zi; = l;j ou Z;; = u;; para todos (i,j) € E
Para cada né i =1,...,m, calculam-se
Bi =b; — Z Tij + Z ;-
j:(i,5)EE j:(4i)EE
O processo consiste em introduzir um né adicional (m + 1) e m arestas (i,m + 1) ou (m + 1,4) dependendo do
sinal de b;. Assim, tem-se

Z)i > 0= aresta (i,m+ 1) é introduzida (I; 41 = 0, Ui my1 = 00)
b; < 0= aresta (m + 1,7) é introduzida (I;+1,; = 0,Um+t1,; = 00)

Se F' é o conjunto das arestas introduzidas, entao F' é o conjunto das varidveis bésicas de uma solugao basica
admissivel para o problema de fluxo de custo minimo alargado. Os problemas Fase I ou M-grande respectivos

sao a seguir apresentados:
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Fase I:
Minimize z = g Tij

(i.J)EF
Sujeito a Z Tij — Z Tjis=0b;, i=1,...,m+1
j:(i,j)EEUF j:(j,i)EEUF

lij < @iy <wgj, (1,j) e EUF

M-grande:
Minimize z = Z cijxij + M Z Zij
(i.4)EE (i.4)eF
Sujeitoa Z Lij — Z 'rji:b’h z:l,,m—l—l
j:(i,j)EEUF j:(4,4)EEUF

lij < Tij < Uy (Z,_]) c FUF
Esses problemas podem ser resolvidos pelo método simplex descrito na seccao anterior. No primeiro caso,
o algoritmo termina com uma solucao béasica admissivel para o problema de fluxo original ou indica que esse
problema é nao admissivel. No caso do método M-grande o algoritmo termina numa solugao éptima do problema
original se essa solucao existir. Notar que, tal como na forma normal, as arestas (i, j) € F devem ser suprimidas
sempre que as varidveis correspondentes x;; passem a nao bésicas.

Como exemplo de ilustragao, consideremos o problema definido pela seguinte rede:

(17 37 5) = (l’LJ7 uljiclj)

Seja T definido por
T1o=0; T31=3; Taa=1; Tyo=1; T14=2.
Entao: B
lebl—(f12+f14)+f31:3—(0—|—2)+3:4
by = by + (T12 + T42) =2+0+1=3
bz = b3z — (T31 +T34) = —4— (3+1) = -8
by =by — Ty + T4 +T34s=—-1—-1+24+1=1

Tendo em conta estes valores de by, i = 1,2, 3,4, obtém-se a seguinte solucao basica admissivel para o problema

alargado:

Entao

F = {(175)7 (275)7 (573)7 (475)}

e a primeira solucao basica admissivel para a rede alargada tem conjuntos de indices

J=F, L={(1,2),(1,4),4,2)}, U={(3,1),(3,4)}
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Processo 2 — Base (Arvore Geradora) Avangada Consideremos uma solugdo bédsica do problema de

fluxo de custo minimo associado aos conjuntos de indices L, U e J. Se
lij < xi; < uj, para todo (4,7) € J

entao a solucao bésica é admissivel e pode ser usada como solugao inicial para o método simplex. Se isso nao

acontecer, entao tem de existir um indice (4,5) € J tal que
Tij < lij ou Tj; > Ujj
Nesse caso introduz-se um né (m+ 1) e duas arestas que ligam esse n6 e os nds i e j de acordo com os seguintes

esquemas:

Loayy <lij=xij=lj—a,a>0

Além disso os limites inferiores e superiores nas duas arestas adicionais sao 0 e co respectivamente.

2. :Eij>uij:>xij:uij+oz,oz>0

Tm+1,0 = & Tjm+l = &

Como anteriormente, os limites inferiores e superiores nas novas arestas sao 0 e co respectivamente.

O processo base avancada é semelhante ao apresentado para a forma normal. O ntimero de arestas adicionais

é 2p, com p o numero de elementos do conjunto
J_ = {(’L,]) eJ: Tij < lij ou z;; > Uij} (15)

enquanto que apenas o né (m + 1) é usado para formar a rede alargada. Se |J_| = 1, entao obtém-se imedia-
tamente uma solugao bésica admissivel. De outro modo uma tal solugao é obtida por um processo semelhante
ao da forma normal e é a solucao inicial para aplicacao do método simplex a resolugao do problema Fase I de
fluxo ou ao problema M-grande.

Como exemplo de ilustragao da base avangada, consideramos o problema de fluxo associado com a seguinte

rede
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Consideremos ainda a solugao bésica associada aos conjuntos

L:{(3v2)}7 U:{(274)v(371)}5 J:{(152)7(1v4)7(453)}

ou seja,

Essa solucao nao é admissivel, pois

T4 =4 > ug = 3.

E por isso necessario introduzir o né 5 e duas arestas (5,4) e (1,5). Além disso, como
Ty =ua +1

entao uma primeira solucao admissivel para a rede alargada é dada pelo seguinte grafo

Essa solucao é bésica, pois J tem apenas um elemento, e pode por isso ser a solugao inicial para a resolugao

do problema M-grande associado a rede alargada apresentada a seguir

Na primeira iteragao da aplicagao do método simplex a resolucao desse problema, calculam-se as variaveis
duais w;, i = 1,...,5 e os coeficientes de custo reduzidos associados as varidaveis nao basicas da solucao basica

admissivel inicial:
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w2 =0
.‘532 =2M + 3
. Coq = —2M

Entao x3; é a varidvel nao basica escolhida a passar a béasica, pois
(3,1)6[]6531 =2M +5 > 0.

Para determinar a varidvel bésica que troca de estatuto com 31, forma-se o ciclo

| o 3-6

1-8 o 1-8
Entao 6 deve ser escolhido como o maior valor nao negativo que satisfaz
1-0>0; 1-60>0; 3—60>0; 5—02>0.

Donde 6 = 1 e as duas arestas (1,5) e (5,4) podem ser suprimidas assim como o né 5. Deste modo obtém-se a

seguinte solucao basica admissivel para o problema de fluxo original:

Na segunda iteragao do método simplex, calculam-se novamente as variaveis duais w; e os coeficientes de
custo reduzidos ¢;; para as varidveis nao bésicas. Mas ¢14 = 6 e como (1,4) € U, entao a varidvel x4 vai passar

a bésica. Para determinar a variavel basica que ird passar a nao béasica por troca com x14 forma-se o ciclo

Entao 6 deve ser o maior valor nao negativo que satisfaz
3—0>0;, 2—60>0; 4—6>0.

Donde 6 = 2 e x43 troca com z14 (notar que z14 poderia também manter-se nao bésica com valor igual ao seu
limite inferior, ndo alterando dessa maneira as varidveis bésicas).

A nova solugao béasica é dada pela rede
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Calculando novamente as varidveis duais (w = (1,0,6,3)) e os coeficientes de custo reduzidos associados as
variaveis nao basicas, obtém-se ¢z = —5, ¢aq = 2, ¢43 = 0. Entao a varidvel x3o deve passar a basica. Para

determinar a varidvel basica que troca com x32 forma-se o ciclo

0+8

O valor 6 é determinado como o maior nimero nao negativo que satisfaz
0+0<2, 2—-60>0; 2—62>0.

Entao 0 = 2 e a varidvel x12 pode passar a nao bésica com valor zero (igual ao seu limite inferior). Assim

obtém-se a nova solugao basica admissivel

Na nova iteracao calculam-se as variaveis duais w;, ¢ = 1, ..., 4 e os coeficientes de custo reduzidos associados

as variaveis nao basicas:

Entao o critério de optimalidade (13) é satisfeito e a solugao é Gptima.
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15 Formulacao do Problema do Caminho Mais Curto como Pro-
blema de Fluxo de Custo Minimo

Seja dada uma rede G = (V, E) com m nds, em que cada aresta (i,j) € E tem associada um custo ¢;;. O
Problema do Caminho Mais Curto entre dois nés s e t procura determinar o caminho com menor custo entre

esses nés. Para obter a sua formulacao matemaética, consideram-se as varidveis x;;:

1 se (i,j)eC
L0 s (L) EC

onde C é o caminho mais curto procurado. A formulacao tem entao a forma

Minimize z = g CijTij
(i.j)eE

Sujeito a E Tij — E Tji=0b;, 1=1,...,m
J:(i.g)EE J:(4,H)€E

Tij € {071}1 (Zvj) S¥J)

onde as componentes b; sao dadas por
1 sei=s
b; = 0 seiz#s,t
-1 sei=t

Consideremos o problema de fluxo de custo minimo obtido do programa anterior substituindo as restrigoes de

integralidade z;; € {0,1} por 0 < z;; < 1. Esse programa tem solugdo 6ptima, que é uma solugao bésica

E Lij — E xji:bia i:l,...,m

J:(i.4)€E J:(4,)€E

admissivel das restrigoes

Como vimos anteriormente a matriz base associada as varidveis basicas pode ser permutada de forma a
transformar-se em triangular superior com elementos diagonais iguais a +1. Entao as condigoes de integra-
lidade sao satisfeitas, o que demonstra que a solugao éptima do programa linear de fluxo de custo minimo ¢é a
solugao do caminho mais curto entre os nés s e t. Como esse programa linear é admissivel e limitado, entao o
problema do caminho mais curto entre dois pares de nés tem sempre solucao.

Assim por exemplo o caminho mais curto entre os nés 6 e 4 do grafo

é exactamente o problema de fluxo de custo minimo apresentado nessa rede e que pode ser escrito na seguinte
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forma
Minimize 5x1s + Tx14 + 6216 + 7225 + 4296 + 11231 + 9234 + 4235 + 6236 + 454 + 6263

Sujeito a Xr12 —+ 14 —+ T16 — I31 =
—T12 + x5 + To26 =
x31 + X34 + T35 + T36 —xg3 =0
—T14 — T34 — T4 =-1
—Z25 — I35 + X54 =0
—T16 — 26 — T36 + 63 =1

OS.IZ'J' < 1, (’L,_]) cFk
O problema de fluxo de custo minimo correspondente ao caminho mais curto entre dois nés s e t pode ser resolvido
pelo método simplex. Este processo encontra no entanto algumas dificuldades para processar o problema de
fluxo devido a degenerescéncia das solugoes basicas. Por outro lado se se pretender determinar outro caminho
mais curto entre s e um noé r # t, entao tem que se resolver um problema de fluxo diferente em que a solugao
6ptima do primeiro problema nao é admissivel para o segundo.

Na prética é desejavel determinar todos os caminhos mais curtos entre um dado né e todos os restantes nés
da rede. O método simplex nao é, pelas razoes invocadas, usado para resolver o problema do caminho mais
curto, sendo substituido nessa aplicacao pelo algoritmo Dijkstra, que sera discutido na seccao seguinte. Notemos
que este ultimo algoritmo sé pode ser usado em redes com coeficientes de custo ¢;; ndo negativos, enquanto que

essa exigéncia nao é partilhada pelo método simplex.

16 Resolugao do Problema do Caminho Mais Curto

O Algoritmo de Dijkstra é um processo para determinac¢ao do caminho mais curto entre o né m e todos os outros
nés da rede G = (V, E) de m nés. Nesse processo sio considerados dois conjuntos S e S tais que SN.S = () e
SUS =V — {m} que correspondem, respectivamente, aos conjuntos de nés com rétulos definitivos e rétulos
provisérios. Além disso, sdo considerados dois vectores com (m — 1) componentes, um vector d, em que cada
componente i representa o custo do caminho do né m ao né i, e um vector a, em que cada componente i
representa o né que antecede o né ¢ no caminho de m para i. Em cada iteragao do algoritmo é escolhido um
né r € S que estd a menor distancia d, do né m. Esse né 7 tem alguns nés adjacentes e pode acontecer que
a distancia do né m a esses adjacentes seja menor passando pelo né r do que a distancia conhecida até entao.
Nesse caso as componentes do vector d associadas a esses nés sao alteradas e conjuntamente com as componentes

dos mesmos indices do vector a. A figura a seguir ilustra o procedimento desse passo para um grafo com 3 nds
4

Inicialmente tem-se

d=1[2 7, a=[3 3.

Como o no 1 é adjacente ao nd 2 e

24+4<7,

entao do deve ser actualizado para 6 e a correspondente componente as do vector a passa a ser igual ao né 1
que foi escolhido nessa iteragao. Entao

d=[2 6], a=[3 1].
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Este tipo de procedimento deve ser efectuado (m — 1) vezes, uma por cada um dos nds da rede a que
pretendemos determinar o caminho mais curto e o respectivo custo ao né m. No fim do processo, o vector d
contém os custos dos caminhos mais curtos do né m a cada um dos restantes nés. Por outro lado, devido a sua
definigao, o vector a fornece os caminhos a percorrer do né m a cada um dos restantes nés.

O algoritmo de Dijkstra é baseado nas ideias apresentadas. Seguidamente apresentamos os passos deste
processo para a determinagao dos caminhos mais curtos do né m aos nés 1,2,...,m — 1 num grafo G = (V, E),

em que cada aresta (7,7) € E tem associada um custo ¢;;.

ALGORITMO DIJKSTRA

Sejam S = {1,2,...,n}, S =10

g =] cmiose (m,i) e E
‘T 4o se (myi) € E
B m  se (m,i) € FE
i +oo se (m,i) ¢ E

Parak=1,2,....m—1
Determine: d,, = min {di NS 5’}
Actualize: S =8 —{r}, S=SU{r}
Para cada né i € S tal que (r,i) € E:
Calcule d; = d, + ¢p;

Seczi<difa(;adi:czieai:r

Como exemplo de ilustragao, consideremos o seguinte grafo indirecto com 5 nds e calculemos as distancias

e os caminhos mais curtos do nd 5 aos restantes nés

Inicialmente tem-se

nés |1 2 3 4
d, 13 2 5 +Ho0
a; |5 5 5 4o

Na primeira iteragao escolhe-se o né 2, pois
d2 = mln{dl 1= 1, 2, 3,4}

Entdo S = {2} e S = {1,3,4}. O né 2 tem como adjacentes os nés 3, 4 e 5. Se ca; representa a distancia do n6
2 ao nod j, tem-se

J3:d2+023:4<d3:>d3:4

(j4=d2+024=7<d4:>d4=7
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O vector a é por sua vez actualizado a partir de
as = 2, ay = 2.

Fazendo estas alteracoes na tabela anterior, vem

nés |1 2 3 4
di |3 2 4 7
a; |5 5 2 2

Agora
dy = min{d; : i € S}

o que implica a transferéncia do né 1 de S para S. O né 1 tem como adjacentes 3, 4 e 5. Mas

dg=di+ci3=4>d3

(j4=d1+014=6<d4:>d4=6

Portanto a, deve ser modificado para 1, obtendo-se a seguinte tabela

nés |1 2 3 4
di |3 2 4 6
a; |5 5 2 1

Agora
ds = min{d; : i € S}
e faz-se S = {2,1,3}, S = {4}. O n6 3 é adjacente a todos os nés, mas apenas interessam os nés i € S. Como

dy =d3+c3q =T > dy,

nao ha alteracgoes nos vectores d e a. A iltima iteracao resume-se a escolha do né 4. A ultima tabela fornece
toda a informacgao respeitante as distancias e os caminhos mais curtos do n6é 5 aos nés 1, 2, 3 e 4. Assim os
valores das distancias sao as componentes d; do vector d. Como a1 = as = 5, entao as ligagoes directas sao os

caminhos mais curtos dos nés 1 e 2 ao né 5. Por outro lado
a3 =2, ag=>5

pelo que o caminho mais curto de 5 a 3 passa pelo n6 2. Finalmente
as=1, a1 =5

implica que o caminho 6ptimo entre 5 e 4 tem 1 como né de passagem.
No caso de um grafo directo apenas ha interesse em caminhos directos do né m aos outros nés 1,2,...,m—1.

Como exemplo de ilustracao de aplicagao do algoritmo neste ultimo caso, consideremos o seguinte grafo directo




Entdo m = 6 e tem-se inicialmente S = ), S = {1,2,3,4,5} e

nés 1 2 3 4 5
di | +oo 400 6 +oo 11
a; | oo 40 6 400 6

Entao

d3 = min{d; : i € S}

e faz-se S = {3}, S = {1,2,4,5}. Do né 3 partem as arestas (3, 1), (3,4) e (3,5), pelo que os valores de d; e a;,

1 = 1,4,5, sao actualizados segundo o processo explicado anteriormente e tem-se a seguinte tabela

nés | 1 2 3 4 5
d; |17 +o00o 6 15 10
a; 3 4+ 6 3 3

Agora
ds = min{di NS 5'}

Como S = {1,2,4} apenas as arestas (5,1) e (5,4) devem ser consideradas. Entdo nio hé alteragio para o né

1, mas d4 e a4 vao ser modificados, obtendo-se a tabela

noés | 1 2 3 4 5
di |17 400 6 14 10
a; 3 400 6 5 3

Na préxima iteracao tem-se

dy = min{di NS 5'}

e S e S sdo alterados para S = {1,2} e S = {3,4,5}. Como do né 4 apenas sai a aresta (4,5) e 5 € S, entdo

nao ha qualquer modificacao na tabela anterior. Na préxima iteracao tem-se
dy = min{d; : i € S}

e S=1{1,3,4,5}, S = {2}. Os valores de dy e ay sido entdo modificados e tem-se

nés | 1 2 3 4 5
d; |17 22 6 14 10
a; 3 1 6 5 3

A dltima iteragao apenas escolhe o né 2 e o algoritmo termina com a ultima tabela. As distancias do né 6 a
cada um dos nos 7 sao dadas pelos valores d; das componentes do vector d. Os caminhos mais curtos a partir

do no 6 sao determinados a partir do vector a, de acordo com o explicado anteriormente. Assim tem-se
1. O caminho mais curto de 6 a 3 é a ligacao directa.
2. Para ir do n6 6 ao né 1 deve-se ir de 6 para 3 e de 3 para 1.
3. A melhor maneira de alcancar o né 2 é ir de 6 para 3, do né 3 para o né 1 e de 1 para 2.

4. O caminho mais curto de 6 para 4 é

6 —-3—5—4

5. Para ir do n6 6 para o n6 5 deve-se ir primeiramente ao né 3 e depois desse n6 para 5.
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Antes de terminar esta secgao é importante notar que assumimos que os pesos em cada uma das arestas sao
nao negativos. A existéncia de ciclos com peso negativo torna o problema do caminho mais curto ilimitado.
Caso isso nao acontega existe sempre um caminho simples que é solucao 6ptima desse problema. Algoritmos do
tipo do apresentado dizem-se de rotulagao definitiva, ou de rétulos permanentes, porque depois de o né i ser
escolhido a; e d; nao voltam a ser alterados. Quando o no6 escolhido nao tem de ser o de menor custo em S o
algoritmo diz-se de rotulagao temporaria. E ainda de referir que algoritmos de rotulagao podem ser adaptados

por forma a determinar caminhos entre um par de ndés que optimizem outras fungoes objectivo.

17 Problema do Fluxo Maximo

Consideremos um grafo directo G = (V, E) com m nés. Cada arco (i,5) € E tem associado uma capacidade,
isto é, um limite superior u;; e um limite inferior nulo. O Problema do Fluzo Mdzimo pretende determinar a
maior quantidade de fluxo a enviar de um né s € V' a um outro né ¢t € V de modo a satisfazer as restrigoes de
conservagao de fluxo em cada né (fluxo que sai é igual ao fluxo que entra) e os limites inferiores e superiores em
cada aresta. O né s diz-se Origem e t é denominado Destino.

Se f representa o fluxo a enviar de s para t, entao a formulacao do problema é a seguinte:

Maximize 2z = f

Sujeito a Z Tij — Z T =0, t=1,...,m
j:(i,5)EE j:(4,9)EE
ngijguijv (27])€E

f ose i=
gi = 0 se i#s,t
—f se 1=t

A titulo de exemplo, consideremos o grafo

(16)

e sejam s = 1 e t = 6. Entao a formulacao do problema é a seguinte:

Minimize 2z =—f
Sujeito a 12 —+ 13
—12 + 223 + Tag + Tos
—x13 — T23 + x35
—X24 + Za5 + Tap
—T25 — T35 — Tdp + 56
—Z46 — Ts6 = —f

I
OOOO\

onde u;; sdo os limites superiores apresentados nas arestas do grafo.

Se na ultima formulagao introduzirmos a varidvel xg; = f, facilmente concluimos que o problema de fluxo
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maximo é equivalente ao problema de fluxo de custo minimo representado pela rede:

(0,3,0)

(0,1,0) = (lijs i, cij)

Notar que a determinagao do limite superior da variavel xg; = f foi baseado na desigualdade 6bvia:

f < min Z Usyjs Z Ujy (17)

Ji(s,4)EE J:(Gt)EE

Assim, no exemplo presente tem-se

f <min{5,4} =4

Assim mostramos com este exemplo que todo o problema de fluxo maximo do né s para o né ¢ é equivalente

a um problema de fluxo de custo minimo com limites num grafo alargado G = (V| E’), onde
E' =FEU{(t,s)}, bi=0, i=1,2,....m, 2= —a4

Dada a equivaléncia apresentada, o problema de fluxo maximo tem sempre uma solucao éptima que pode
ser obtida a partir do método simplex. A dificuldade em determinar uma primeira solugao basica admissivel e a
estrutura especial do problema sugeriram o uso de uma outra técnica que resolve o problema de fluxo méaximo

sem explorar a reducao a um problema de fluxo de custo minimo. Esse algoritmo é discutido na préxima seccao.

18 Resolucao do Problema do Fluxo Maximo

Nesta seccao, iremos descrever o conhecido algoritmo de Ford-Fulkerson para a resolucao do problema do fluxo
méximo. Para isso necessitamos do conceito de Fluzo Vilido, que é definido como um vector = [z;;] que
satisfaz as restricoes de conservacao de fluxo em cada né i # s,t e os limites em cada aresta. Assim para o grafo

do exemplo anterior a solu¢do x = [z;;] definida pelo grafo pesado seguinte é um fluxo vélido:

Com efeito, os limites sao satisfeitos em cada aresta e em cada né i # 1,6 o fluxo que sai é exactamente igual
ao que entra.

A cada fluxo vélido podemos associar o seu valor f(x), que é definido a partir de

flay="Y wp= Y xy

(t)eE (s,J)EE

No caso do exemplo anterior tem-se f(z) = 2.
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E facil de concluir que o problema de fluxo maximo procura determinar um fluxo véalido de maior valor.
Um algoritmo para resolver este problema deve explorar apenas fluxos véalidos até a obtengao do fluxo valido
optimo. Para isso é necessédrio encontrar um processo eficiente que permita passar de um fluxo véalido z de valor
f(z) para outro fluxo vélido & de valor f(z) > f(z). Além disso ¢ também importante encontrar um critério
de optimalidade que permita deduzir quando é que um fluxo vélido Z é 6ptimo e que isso s6 ocorra quando nao
for possivel encontrar um fluxo vélido & com f(z) > f(Z). Os conceitos de cadeia incremental e corte (minimo)

de um grafo sao fundamentais a esse respeito e sao introduzidos a seguir.

Cadeia Incremental Seja = [Z;;] um fluxo valido. Uma Cadeia Incremental é uma cadeia que une o né
origem s e o no terminal ¢ com fluxo positivo a enviar de s para t através dos seus nés de forma a que se obtenha

um novo fluxo vélido & = [Z;;] com valor de fluxo superior ao de Z, isto é, tal que

f(@) > f(z).

Para ilustrar este conceito, consideremos novamente o grafo apresentado em (16) e seja T = [Z;;] o fluxo valido

dado pela seguinte rede

Entao

1—-3—-5—6

é uma cadeia incremental, pois se enviarmos uma quantidade de fluxo através dos nés dessa cadeia obtemos o

seguinte fluxo vélido = [Z;;]

(18)

e f(2) =3 > f(2).

Notemos que o fluxo a enviar ao longo da cadeia tem de satisfazer as restrigoes de conservacao de fluxo em
cada né e as restricoes de capacidade (limites superiores e inferiores) em cada aresta. Assim no exemplo nao
pode existir uma cadeia incremental do fluxo vélido & anterior que use a aresta (1,2), pois Z12 = u12.

A cadeia incremental apresentada é exactamente um caminho de s para ¢, pois as arestas tém todas o
mesmo sentido de s para t. O nome cadeia é usado por ser também possivel encontrar outras formas de enviar
fluxo positivo de s para t usando algumas arestas com sentido contrario ao de s para t. Assim por exemplo

consideremos o fluxo vélido & = [#;;] apresentado em (18) e a cadeia

1-3«2—-4—-5—-6
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Entao se enviarmos uma quantidade de fluxo nas arestas com sentido directo e (—1) nas arestas com sentido

contrario ao de s para t obtemos um fluxo valido z* = [:1:;‘7}

com f(z*) > f(Z). Donde a cadeia anterior é incremental para o fluxo valido Z.

Chegamos assim & conclusio que para um dado fluxo vélido z = [z;;] a construgdo de uma cadeia incremental
deve ser feita aresta a aresta desde o né origem s até ao né destino ¢ de modo a satisfazer as restrigoes de
conservagao de fluxo em cada né e os limites em cada aresta. Além disso, se (i, j) é uma aresta candidata a ser

escolhida numa cadeia incremental, entao ha dois possiveis casos:

1. (i,7) tem sentido de s para t:

Se

Tij

e se A representa a quantidade de fluxo a enviar em (4, j) entao

Tij + A < uyj
Portanto A tem de satisfazer
0<AL Ujj — Tij (19)
2. (i,7) tem sentido contrario ao de s para t:
Se
Tij .
i J

e se A representa a quantidade de fluxo a enviar de ¢ para j, entao
xij - A Z 0

Portanto A tem de satisfazer

Assim, se for possivel encontrar uma cadeia de s para ¢ onde as condigoes (19) e (20) sejam satisfeitas, essa
cadeia é incremental e o valor de fluxo A a enviar serd o maior valor A que satisfaca essas desigualdades ao
longo das arestas da cadeia.

A cadeia incremental de s para t é assim construida usando os nés adjacentes de cada né entre o né origem
s e o no destino t. Se para um dado né i nao é possivel encontrar um adjacente j com A > 0 ao longo da aresta
(i,7) ou (4,4), entdo nao existe uma cadeia incremental do né s para o né t. Iremos ver mais adiante que isso

acontece apenas quando o fluxo vélido corrente é 6ptimo.
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Cortes e Corte Minimo Dado um grafo G = (V, E), um Corte (X, X) é uma parti¢do do conjunto de nés
V em X e no seu complementar X em relacio a V de forma a que s € X et € X. Assim para a rede (16), em
que s=1et =6,

X ={1,2}, X =1{3,4,5,6}

formam o corte (X, X).

Se (X, X) é um corte do grafo G e z = [z;;] é um fluxo vélido, entdo podemos considerar a quantidade

(i,j) € E (1,j) € E
1€X,jeX 1€X,7eX
que representa a quantidade de fluxo que atravessa o corte (X, X). Assim por exemplo, consideremos novamente

a rede (16) e o fluxo vélido representado por

Se X1 ={1,2} e X; = {3,4,5,6} formam o corte (X1, X;), entdo
@ X1, X)) =213+ 23 + 02+ 25 =0+ 1+1+0=2
Por outro lado para Xo = {1,3} e X5 = {2,4,5,6} tem-se
F@; X0, Xo) =10+ @35 — w23 =2+1—-1=2

Das defini¢oes apresentadas, imediatamente se conclui que para um dado fluxo vélido x = [z;;] o seu valor

de fluxo é exactamente o fluxo que atravessa um qualquer corte (X, X), ou seja

Y Vo (@ XX) = f(e) (22)
= valido (X,X) corte

Dado um corte (X, X), a sua Capacidade é a soma das capacidades das arestas que atravessam o corte no

sentido de X para X. Se c¢(X, X) representa a capacidade do corte (X, X), entdo

oX,X) = > Ui (23)
(i,j)e B _
1€ X,7eX

Como em qualquer aresta (2, j)

0 < @ij < ug

entao as férmulas (21) e (22) implicam a seguinte desigualdade

f(@) <e(X, X) (24)
2 valido (X,X) corte
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Chama-se Corte Minimo ao corte (X, X) com menor capacidade, isto é, (X, X) é corte minimo se

(X, X) <c¢(Y,Y), para qualquer corte (Y,Y)

Das definicoes apresentadas e da férmula (16), facilmente se conclui o seguinte resultado:

Maximize f(z) < Minimize (X, X) (25)
z valido (X,X) corte

Consideremos agora um fluxo vélido ao qual aplicaAmos o processo de construgao de uma cadeia incremental
descrito anteriormente. Se esse processo terminar sem se conseguir formar uma tal cadeia, entao consideremos

o conjunto X dos nds ja visitados
X ={j1,- . jp}

onde s € X e p > 1. De acordo com esse processo, o fluxo a enviar de qualquer né j; € X para os restantes nos

do grafo G pertencentes a X estd esgotado, ou seja, tem-se

\v4 Ti5 = Uy Ou Y Tji = 0
(i,j) € E_ (1) € E_
1€eX,jeX 1€ X,jeX
Entdo (X, X) forma um corte de G e
(X, X) = f(=).
Portanto = [z;;] é um fluxo éptimo do problema do fluxo mdximo e o seu valor f(x) é o fluxo mdximo a
enviar de s para t. Provdmos assim que a desigualdade (25) se verifica como igualdade, ou seja, estabelecemos

a seguinte propriedade:

Teorema 2 (Teorema do Fluxo Maximo — Corte Minimo) Em qualquer grafo G = (V, E) o fluzo mdzimo

de s para t € igual & capacidade do corte minimo (X, X), onde s € X et € X, isto é

Maximize f(x) = Minimize (X, X)
z valido (X,X) corte

Como referimos anteriormente, a demonstracao deste teorema fornece um critério de paragem para o algo-

ritmo de Ford-Fulkerson das cadeias incrementais, cujos passos sao apresentados a seguir.

ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Passo Inicial — Seja « = [z;;] um fluxo vélido dado.
Passo Geral — Construa uma cadeia incremental do né origem s para o né destino ¢ com fluxo

positivo a enviar de s para t.

Se ¢é possivel formar essa cadeia, actualize o fluxo vélido e o seu valor e repita o passo.

Se néo é possivel formar essa cadeia incremental, entdo x = [z;;] é um fluxo vélido éptimo

e f(z) é o fluxo méximo.
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Para terminar a descrigdo do algoritmo, note-se que o fluxo vélido inicial é um vector = = [z;;] que satisfaz
as restrigoes de conservacao de fluxo em cada né e os limites inferiores e superiores em cada aresta. Como
l;j = 0 para todos (i,j) € E e b; =0, parai=1,...,m, entdo o vector nulo é uma possivel escolha. Esse fluxo
valido tem valor nulo, e por isso é a pior escolha possivel para fluxo valido inicial. Por isso é apenas usado esse
vector quando nao é facil determinar um fluxo véalido & priori.

A titulo de ilustragao do algoritmo de Ford-Fulkerson, consideremos a rede

e sejam s = 1 e t = 6 os nds origem e destino, respectivamente. Seja x = 0 o fluxo valido inicial. Uma primeira
cadeia incremental mais ou menos 6bvia para esse fluxo vélido é a seguinte:

_— . — —

Laco2a<c3tnct

O valor A ¢ assim 1 e obtém-se o segundo fluxo valido:

Escolhendo na formagao de uma cadeia nés adjacentes que nao tenham ainda sido explorados anteriormente
constroi-se a seguinte cadeia incremental:

_— = =
La<s3a<29a<sf

Entao A = 2 e obtém-se o novo fluxo valido:

Na proxima iteragao podemos tentar construir a cadeia

1. .2 7 5 "7 ¢
1+A<2°0+A<1°24+A<3

Entao A = 1 e obtém-se o novo fluxo vélido:




Na tentativa de encontrar uma nova cadeia incremental, a aresta (1,2) estd esgotada, pois z12 = wuja.

Portanto sé ha a hipdtese
—_—

24A<3 3

As arestas que ligam o n6 3 aos restantes nds do grafo (2 e 5) estao esgotadas, pois x23 = 0 e 235 = 2 = ugs.

1

Donde nao é possivel formar uma cadeia incremental. De acordo com a demonstragao do teorema do fluxo

méximo — corte minimo, consideremos o corte (X, X) tal que
X =1{1,3}, X =1{2,4,5,6}

Entao a sua capacidade é

C(X,X)ZU12+U35:2+2:4

e é igual ao valor do fluxo vélido f(x) = 4. Entdo o dltimo fluxo valido é 6ptimo para o problema de fluxo

maximo e o seu valor 4 é o fluxo maximo a enviar do né 1 para o n6 6 ao longo das arestas do grafo dado.

19 Problema de Afectacao

Se ¢;; é o custo a afectar ao individuo 7 a tarefa j e x;; sdo as varidveis definidas por

R 1 se o individuo ¢ for afecto & tarefa j
t 0 se o individuo 7 nao for afecto & tarefa j

entao a formulacao matemética do problema de afectacao tem a seguinte forma
n n
Minimize z = g g CijTij
i=1j=1

n
Sujeito a injzl, ji=1,....n
i=1

n
ZIU =1, i=1,...,n
j=1
xi; €{0,1}, i,7=1,...,n

Consideremos o problema de programacao linear que se obtém do anterior substituindo as restricoes z;; €
{0,1} por z;; > 0. Esse programa é exactamente um problema de transportes com n origens e n destinos e
termos independentes iguais a um. Entao, pelo teorema 1, a solugdo 6ptima desse programa existe. Além disso,
pela propriedade Py, as restricoes de integralidade sao satisfeitas por essa solucao éptima.

Portanto o problema de afectacao pode ser formulado como um problema de fluxo de custo minimo num
grafo bipartido com 2n nds. Assim em cada solucao bdsica desse problema hd exactamente (2n — 1) varidveis
bésicas. Contudo apenas n dessas variaveis sao positivas, o que mostra que essas solugoes basicas sao altamente
degeneradas. Como veremos mais adiante, essa propriedade pode acarretar algumas dificuldades na utilizacao
do método simplex para a resolucao desse problema.

A titulo de exemplo, suponhamos que numa determinada fibrica foram admitidos trés novos empregados para

trabalharem com trés maquinas. Apds varios testes obteve-se a seguinte matriz de custo empregado-maquina

Empregado \ Mdquina | 4 | 5 | 6
1 25 1 31 | 35
2 24 | 17 | 16
3 15| 23 | 18
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e que pretendemos determinar o problema de fluxo de custo minimo correspondente & afectacao funcionario-

maquina. Como n = 3, entao obtém-se imediatamente o seguinte problema

Minimize z = 25:1714 + 311715 + 351716 + 24$24 + 17$25 + 16$26 + 15:1734 + 231735 + 18:1736
3
Sujeito a S oay=1, i=1,23
j=1

3
—inj =—1, j=4,5,6

i=1
I’Lj Zoa Z:172737 .]:47576

20 Método Simplex para o Problema de Afectacao

Como referimos anteriormente, o problema de afectagao é equivalente ao seguinte problema de fluxo de custo

minimo
n

2n
Minimize z = E E CijTij

i=1 j=n+1
n
Sujeito a injzl, j=n+1,....2n
=1
2n
— Z .Iij:—l, i:l,...,n
j=n+1

zi; >0, t=1,...,n, 7=n+1,...,2n
Devido a sua definigao, qualquer solucao bésica admissivel tem exactamente n varidveis bésicas iguais a um,
pelo que tem (n — 1) varidveis basicas nulas. Portanto as solugdes bdsicas admissiveis sdo muito degeneradas e
isso torna o método simplex menos eficiente para a resolugdo do problema de afectacao. A titulo de exemplo,
consideremos o problema de afectacao definido na seccao anterior. Como referimos na secgao do problema de
transportes, uma primeira solucao bésica admissivel é obtida esgotando as ofertas e as procuras de cima para
baixo e completando a arvore geradora. Se considerarmos essa solugao bésica e calcularmos as varidveis duais

e os coeficientes de custo reduzidos a si associados, tem-se

Entao z34 é a varidavel nao basica escolhida e forma-se o ciclo




Donde 6 = 0 e a varidvel x35; passa a nao béasica por troca com zz4. A nova solugao, a correspondente solugao

dual e os coeficientes de custo reduzidos das variaveis nao basicas, sao dados a seguir

=—-18

E de notar que a solugao é a mesma, pois houve apenas mudanca nos indices das variaveis béasicas e nao bésicas.

Na préxima iteragao (r, s) = (2,6) e forma-se o ciclo

Entao 6 = 0 e novamente a variavel bésica w94 troca com a nao basica xo6. A nova solucao bésica admissivel, as

correspondentes varidaveis duais e os coeficientes de custo reduzidos das varidveis nao basicas sao dados a seguir

Como ¢;; > 0 para todos (4,7) ¢ J, ent@o a solucao é 6ptima. Chegamos assim & conclusao que a solugéo ad-
missivel inicial é éptima. Contudo foram necessarias duas iteragoes para confirmar que essa solugao é realmente
optima. Se isto acontece num problema com apenas n = 3, facilmente se conclui que em muitos casos o método

simplex pode requerer muitas iteracoes para determinar a solucao éptima do problema de afectacao.
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21 Meétodo Hungaro para o Problema de Afectagao

Consideremos novamente o problema de afectacao na forma de um problema de transportes

n n
Minimize z = E E CijTij

i=1 j=1
n

Sujeito a mj=1, j=1,...,n
=1
n
oay=1,i=1,..n
j=1
LL‘UZO, i,jzl,...,n

O seu dual tem a forma
n n
Maximize w = E u; + E vj
i=1 j=1

Sujeito a u +v; <cj, ,j=1,...,n
Devido ao teorema da complementaridade das varidveis de folga, se x = (z;;) é uma solugdo primal admissivel

e (u=(u;),v = (vj)) é uma solucdo dual admissivel tais que
Tij (Cij — (ul + Uj)) = 0, para todo (’L,]) (26)

entdo x = (z;;) é solucdo Sptima do problema de afectagdo.
O Método Hungaro é um método primal-dual que explora essa propriedade para resolver o problema de

afectagao. Os seus passos sao apresentados a seguir.

ALGORITMO HUNGARO

Passo 1 — Determine uma solugao dual admissivel u = (u;) e v = (v;).

Passo 2 — Calcule os coeficientes de custo reduzidos
Cij = Cij — (ui +v5)
para todos os pares ordenados (i, 7).

Passo 3 — Procure determinar uma afectagdo A, isto é um conjunto de n pares (i,j) tais que

¢;j = 0 e cada um dos indices ¢ e j aparece uma s6 vez nesse conjunto.

Passo 4 — Se for possivel encontrar uma afectacdo A, entdao a solucdo

i 1 se (i,j) €A

Y10 se (i,5)¢ A
é primal admissivel e satisfaz a condi¢ado de complementaridade (26). Donde essa solucao é Gptima
e o algoritmo termina. De outro modo determina-se uma nova solucao dual admissivel u = (u;),
v = (v;) com maior valor da funcao dual, actualizam-se os coeficientes de custo reduzidos ¢&; e

volta-se ao Passo 2.

Como o valor da fungao dual aumenta em cada iteracao e hd um nimero finito de afectagoes, entao o método

tem de terminar num numero finito de iteracoes. Seguidamente explicamos como os varios passos sao efectuados.
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Passo 1 Determinacao de uma solucao dual admissivel
Dada a simplicidade do problema de afectagao, existem varias formas de obter uma solugao desse tipo. Uma

maneira simples de o fazer consiste em escolher u; e v; de acordo com as seguintes férmulas

{ vj:miincij, i=12....n o)

w; =min (¢;; —v;) 1=1,2,...,n
J
Entao a segunda igualdade implica que
Uq S Cij — ’Uj
para todo (i, ) e portanto
Uq + Uj S Cij

Donde (u = (u;),v = (v;)) é dual admissivel.
Como exemplo de ilustracao, consideremos novamente o problema de afectacao definido pelos custos c;;

apresentados na tabela a seguir

N1 2 3
1 [25 31 35
2 |24 17 16
3 15 23 18

(28)

Entao os valores das varidveis v; sao calculados simplesmente escolhendo os menores elementos de cada
coluna j isto é, tem-se

v =[15 17 16]

Além disso os elementos u; sao calculados usando em cada linha 7 os respectivos coeficientes de custo e as

varidveis v; ja determinadas, do seguinte modo
w; = min{25 — 15,31 — 17,35 — 16} = min{10, 14,19} = 10
up = min{24 — 15,17 — 17,16 — 16} = min{9,0,0} =0
ug = min{15 — 15,23 — 17,18 — 16} = min{0,6,2} = 0

Donde
u=1[1000]

Passo 2 Este passo é trivial de efectuar. Normalmente considera-se um quadro com ¢;; e as varidveis duais

u; e v; da forma seguinte

N 1T | d ] |
1 c11 | .- Elj oo Cin | U
) Cit | -+ | Cij |- | Cin | W
n Enl . Enj N Enn ﬁn
v; V1 | ... | U |...| Un w
com 4 = (U1,...,Uiy...,Un), 0= (V1,...,7j,...,0,) asolucdo dual e @w o valor da fungéo dual.
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Passo 3 Para determinar uma afectacao no sentido explicado anteriormente usa-se um processo orientado por

linhas que contém no méximo n iteracoes e funciona da seguinte forma.

PROCESSO DE AFECTACAO

1. Escolha a linha ¢ das nao marcadas com o menor nimero de coeficientes ¢;; nulos.
2. Enquadre um desses elementos nulos e marque a linha ¢ e a coluna j a que ele pertence.

3. Se nao for possivel encontrar uma linha com pelo menos um coeficiente ¢;; nulo, o processo termina sem

obter uma afectacao. De outro modo volte a 1.

Seguidamente apresentamos os Passos 2 e 3 para o problema de afectagdo apresentado em (28). O quadro

com os valores de ¢;; e das varidveis duais tem a seguinte forma

NTL 2 3w
110 4 910
219 0 00
310 6 20
v; |15 17 16 | 58

Segundo o Processo Afectacao deve-se escolher uma das linhas 1 ou 3 por serem as que tém menor nimero de
zeros entre os coeficientes ¢;;. Escolhendo a linha 1, enquadra-se o elemento nulo dessa linha (¢11) e marca-se

a linha e coluna a que pertence esse elemento, obtendo-se o seguinte quadro

Nl 1 2 3w
1 4 9|10
21 9 0 010
301 p 6 210
v; | 15 17 16 | 58

Como a linha 2 tem dois elementos ¢z; nulos e a linha trés apés a marcagao nao tem nenhum, escolhe-se a linha

2 e enquadra-se o elemento ¢a5 (por exemplo). Entao obtém-se

Nl 1T 2 3w
1 |[o] 4 910

2 19 [o] oo (29)
310 6 210

v; | 15 17 16| 58

Se agora marcarmos a linha 2 e coluna 2 ficamos apenas com o elemento ¢s3. Como ¢33 # 0 entdo o processo

termina sem conseguir obter uma afectacao.

Passo 4 - Para determinar uma nova solugao dual admissivel com maior valor da funcao dual utiliza-se o

processo seguinte:

ACTUALIZACAO DO DUAL

1. Marcar um ntimero minimo de linhas e colunas de modo a que todos os coeficientes ¢;; = 0 estejam nas

linhas e colunas marcadas. Para isso marca-se a linha ou coluna com maior nimero de zeros. Depois
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despreza-se essa linha ou coluna e repete-se 0 mesmo procedimento até cobrir todas as entradas (i, j)

correspondentes a ¢;; = 0.
2. Determine a quantidade § > 0 tal que

d = min{¢; : (¢, j) nao pertence & linha nem & coluna marcada} (30)

3. Actualize os valores das varidveis duais a partir de

_ u; se linha ¢ ndo esta marcada (31)
U =194 _ . L
’ 1; — 0 se linha i estd marcada
5. — U; se coluna j estd marcada
J Uj +6 se coluna j nao estd marcada

A actualizagao (31) das varidveis duais permite encontrar uma férmula simples para a actualizaciao dos

coeficientes de custo reduzidos:

Ci; +0 se a linha i estd marcada e a coluna j estd marcada
Ci; se a linha 7 estd marcada e a coluna j nao estd marcada
Ci; se a linha ¢ nao estd marcada e a coluna j estd marcada
¢ij — 6 se a linha ¢ ndo estd marcada e a coluna j nao estd marcada

Cij =

Como referimos anteriormente, a funcao dual do problema de afectacao é definida por
n n
D o
i=1 j=1

Se (u,v) é a solugao dual antes de actualizar, entao
n n
A IS 3
i=1 j=1

De acordo com o processo de actualizacao tem-se ¢ > 0 e apenas as varidveis u; nas linhas marcadas e as v; nas
colunas nao marcadas sao alteradas. Mas o nimero de colunas nao marcadas é sempre maior do que o nimero
de linhas marcadas, pelo que o valor da fun¢ao dual aumenta num valor igual a (n — k)d, com k o nimero de

linhas e colunas marcadas. Além disso a definicao de § imediatamente implica que as relacoes
u; + 05 < ¢

se mantém verdadeiras para a nova solugao dual. Mostramos assim que o processo de actualizagao da solugao
dual permite obter uma nova solugao dual admissivel com valor da funcao dual superior a da anterior. Como
referimos anteriormente, é esta propriedade que permite assegurar a convergéncia do método hungaro num
nimero finito de iteragoes.

A seguir apresentamos a aplicagao deste processo a solugao dual dada no quadro (29). Como a linha 2 e a
coluna 1 sao as que contém mais zeros, deve-se comecar por marcar uma delas. Se marcarmos primeiramente
a coluna 1, a linha 2 mantém-se com dois elementos nulos, pelo que é marcada a seguir. A fase 1 do processo

termina com essas duas marcagoes. Entao
0 = min{2,4,6,9} =2

e as varidveis duais sao actualizadas segundo as férmulas (31). Esses dois tipos de operagoes sao efectuadas no

quadro (29), obtendo-se o seguinte quadro

68



Seguidamente actualizam-se os coeficientes de custo reduzidos ¢;; a partir de (32) e obtém-se um quadro, que,

de acordo com o Processo Afectagao, fornece a afectacao associada aos zeros enquadrados

N1 1 2 3w
1 4 9|10
2 | 9 0| -2
300 6 2|0
v; | 15 19 18] 60

N T 2 3 Ju
1 [[o] 2 7 |10
2 |11 [0] o0 |-2
310 4 [o]]o
v, [ 1519 18 | 60

Portanto o algoritmo huingaro termina. A solugao éptima do problema de afectacdo é dada por
T =xog =w33 =1

x;; = 0 para todos os outros (4, j)

e o valor 6ptimo da funcao é 60. Note-se que esta solucao é a mesma que foi obtida pelo método simplex.
Na resolucao de um problema de afectacao pelo método hungaro os Passos 1 (ou 4), 2 e 3 que constituem
uma iteragao do algoritmo sao efectuados no mesmo quadro. Deste modo cada iteracao tem associada um

quadro. A titulo de exemplo consideremos o problema de afectagao cuja matriz de custos é apresentada a seguir

Nl 1 2 3 4 5 6
1 (180 6 11 6 16 19
2 | 5 180 18 13 21 9
318 12 180 22 18 11
4120 18 27 180 22 15
5110 22 11 25 180 18
6 | 16 10 17 30 10 180

A aplicacao dos passos 1, 2 e 3 do algoritmo hungaro conduz ao seguinte quadro

N[ 1 2 3 4 5 6 |u
1 [ A% # 6 £ A [0
2 74 1 7T AL p |0
3| A 4 46T 14 p P |2
40 p 6 A0 168 p 6
5 1 5 16 19 A70 9 | 0
6 | A1 4 p 24 AT1] 0
v, | 5 6 11 6 10 9 |5

Portanto nao se obteve uma afectagao e uma nova iteragao tem de ser efectuada. Para actualizar as varidaveis
duais marcam-se primeiramente as linhas e colunas de acordo com a regra referida anteriormente. Agora 6 = 4
e apenas as varigveis uj (correspondente & linha marcada) e vg, vy4 (referentes a colunas ndo marcadas) sao
actualizadas por

uy = 0— 4,

vo=64+4, vy =06+4.
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Portanto o valor da funcao dual aumenta em 4 unidades, o que estd de acordo com o referido anteriormente. O

préximo quadro inclui a nova solucao dual e os coeficientes de custo reduzidos ¢;; e fornece uma afectacao

N[ 1 2 3 4 5 6 |u
1179 0o 4 [o] 10 14]—4
2 [[0] 170 7 3 11 0|0
311 [o] 167 10 6 0 |2
419 2 10 164 6 6
5 05 12 [0] 15 170 9 | 0
6 |11 0 6 20 [0] 171 0
v, | 5 10 11 10 10 9 |59

Portanto o algoritmo termina com a solucao 6ptima
T14 = Tg1 = T32 = T46 = T53 = Te5 = 1

x;; = 0 para todos os outros (4, j)

e o valor 6ptimo da funcao é 59.

22 Problemas de Afectacao Nao Equilibrados

Considere-se o problema de afectar m individuos a n tarefas, com n < m, em que cada individuo executa no
maximo uma tarefa e cada tarefa é executada por um e um sé individuo. Tal como no caso do problema de
fluxo de custo minimo, é possivel equilibrar o problema de afectagao introduzindo (m — n) tarefas ficticias com

coeficientes de custo todos nulos, isto é,
ci; =0, i=12,....om; j=n+1ln+2,...,m.

Se na solugao 6ptima z;; =1 com j < n, o individuo ¢ executa a tarefa j e se z;; =1 com j > n, o individuo 4
nao executa nenhuma das tarefas pedidas.

Considere-se agora o problema de afectar m individuos a n tarefas, com n > m, em que cada individuo
executa uma e uma so tarefa e cada tarefa pode ser executada por um individuo ou nao. Neste caso é também
possivel equilibrar o problema de afectacao introduzindo (n — m) individuos ficticios com coeficientes de custo
todos nulos, isto é,

i =0, i=m+1m+2,...,n; j=12,...,n

Se na solucao 6ptima x;; = 1 com ¢ < m, o individuo 7 executa a tarefa j e se x;; = 1 com i@ > m, a tarefa j
nao ¢ executada por nenhum dos individuos.

A titulo de exemplo consideremos o problema de afectagao cuja matriz de custos é apresentada a seguir

Nj|1l 2 3 4 5
196 9 9 5
217 55 6 1
317 8 6 8 3

Como existem trés individuos e cinco tarefas, temos de juntar dois individuos ficticios 4 e 5 com custos

cij =0, i=4,5; j=1,2,3,4,5.
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Deste modo, obtemos um problema de afectacao equilibrado cuja matriz de custos é a seguinte

[T 2 3 4 5
119 6 9 9 5
2 17 55 6 1
317 86 8 3
410 00 0 0
510 000 0

A aplicacao dos passos 1, 2 e 3 do algoritmo hungaro conduz ao seguinte quadro

N1 2 3 4 5 [uw
1| 4 1 4 4 5
2 |6 4 4 5 p |1
314 5 35 0|3
4 6 6 6 p|o
51 6 86 8 oo
v, [0 0 00 0109

Nao se obteve uma afectacao e uma nova iteragao do método hingaro deve ser efectuada. Depois de marcadas
as linhas e colunas, de acordo com o ponto (i) do passo 4, obtém-se § = 1. A nova solugao dual e os coeficientes

de custo reduzidos que sao actualizados a partir de (31) e (32), estao apresentados no quadro seguinte

N T 2 3 4 5 Ju
1| 3 3 3 B|5
2 |5 3 3 4 1
33 4 2 4 p |3
4 0 0 9 A |-
5 | 0 0 0 A |-
v, [ 1 1 1 1 0 |11

A solucao correspondente a este quadro nao é primal admissivel . Assim deve-se efectuar uma nova iteragao do

método hungaro com ¢ = 2, obtendo-se o seguinte quadro

N[ 1 2 3 4 5 [u
113 o] 3 3 2/ 3
2 3 1 1 2 [o]] 1
301 2 [0] 2 o] 3
4 [[o] o o o 3]-3
500 0 o [o] 3 |-3
v, |3 3 3 3 0 |13

O algoritmo termina com a solucao éptima
X1 = Tos = T3z = Tq1 = T4 = 1

x;; = 0 para todos os outros (4, j)

e o valor éptimo da funcao é 13. Como os individuos 4 e 5 sao ficticios, a tarefa 2 é afectada ao individuo 1,
a tarefa 5 ao individuo 2, a tarefa 3 ao individuo 3 e as restantes tarefas 1 e 4 nao sao afectadas a qualquer

individuo.

71



23 Optimizacao Nao Linear em Redes

Seja f uma funcio continuamente diferencidvel (derivadas parciais existem e sdo continuas) de R™ em R' e
K CIR" um conjunto convexo. O problema de optimizacao consiste em

Minimize f(x)

Sujeitoa z € K
e diz-se Nao Linear se f ou as fungoes que definem o conjunto K sao nao lineares. Uma solucao éptima deste
problema diz-se Minimo global de f em K. Na pratica, a determinagdo de um tal ponto T € K ¢ dificil, pelo
que a maioria dos algoritmos de optimizagao nao linear procura obter um minimo local de f, isto é, um minimo
T de f numa dada vizinhanca de T.

O conceito de ponto estacionério de fem K esta associado a determinacao de um minimo local ou global de

f em K. Diz-se que T é um Ponto Estaciondrio de f em K se
V§@)7T(x —T) >0 para todo = € K (33)

isto é, se T é minimo global do problema de optimizacao

Minimize Vf(z)Tx
Sujeito a x € K

0
Notar que V f(x) representa o gradiente de f em z e ¢é definido por Vf(z) = ( g(:c)> eR".
T
Para ilustracao deste conceito, consideremos o seguinte programa linear
Minimize ¢’z
Sujeito a  Ax =b
x>0

Entao

K={xeR": Az =b,z > 0}
é um conjunto convexo e T é ponto estacionario de f em K se e sé se
AT <cTx, VeeK

Assim para programas lineares, T é ponto estaciondrio de f em K se e s6 se T é minimo global de f em K.
Para problemas de optimizagao nao linear, o resultado nao é em geral valido, mas é possivel estabelecer
algumas propriedades que ilustram a importancia do conceito de ponto estaciondrio em optimizagao nao linear

diferencidvel. Para as estabelecer necessitamos dos seguintes resultados:

Teorema 3 (Teorema dos acréscimos finitos) Se f € continuamente diferencidvel em IR", entdao para quais-

quer x, T € R", existe pelo menos um & €T, x| tal que
fla) = f(@) + V(@) (« - z)

Teorema 4 Uma fungdo f continuamente diferencidvel é convera no conjunto convero K (isto é, f(Ax' + (1 —

Nx2) < Af(xh) + (1 — N) f(z?) para todos X\ € [0,1], 2%, 2% € K) se e s6 se para quaisquer x,% € K,
f@) > f(@) + V@) (x—7)
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Como consequéncia destes dois teoremas é possivel provar as seguintes propriedades, cujas demonstragoes

simples se deixam como exercicio:
Teorema 5 Se T é minimo local ou global de f em K, entdo T é ponto estaciondrio de f em K.

Teorema 6 Se f é convexa em K, entdo T € ponto estaciondrio de f em K se e s se T € minimo global de f
em K.
O algoritmo de Frank-Wolfe para optimizacao nao linear considera programas da forma
Minimize f(z)
Sujeitoa Az =1b (34)
x>0

onde f: R™ — IR! é uma funcio continuamente diferencigvel em IR™, ou pelo menos num conjunto aberto que

contém o conjunto admissivel

K={xeR": Az =b,z > 0} (35)

em que A é uma matriz de ordem m X n, com m < n, b € R™ e z € IR". Esse algoritmo procura determinar
um ponto estacionario de f nesse conjunto K resolvendo em cada iteracao um programa linear que surge da
definicao de ponto estacionario.

Para uma descrigao do algoritmo, seja T € K uma solucao admissivel do programa nao linear. Para verificar

se T é um ponto estacionario de f em K, hd que resolver o programa linear

Minimize Vf(z)Tz
Sujeito a  Ax =1b (36)
x>0

Seja y € K a solucao éptima desse programa. Dois casos podem acontecer e sao discutidos a seguir.

1. Se
Vi@ Z< V@) "y (37)

entao

Vi@ <Vi@Ty < Vi@
para todo x € K e portanto T é ponto estacionario de f em K.

2. Se (37) nao se verifica, considere-se o vector
d=y—7=
Entao d é uma direccao descendente de f em T, pois satisfaz
Vi@T'd=vf@'(y-7) <0
Como f é continuamente diferencidvel, existe @ > 0 tal que

Vv Vf@+ad)ld<0 (38)
0<a<a
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Entao, pelo teorema dos acréscimos finitos, para 0 < o < @ tem-se
o3 f@+ad) = f(@)+ Vf@+ad)T (ad)
<a<ao
Mas a>0e
V(@ +ad)Td<0
por (38). Portanto
(@ + ad) < f(T). (39)

0<a<la

Provdmos assim que um movimento de T para um outro ponto (T + ad) € K ao longo da direcgao d é

conveniente para o objectivo de minimizar a fungao f em K.

K

O desenvolvimento de um algoritmo para a determinagao de um ponto estaciondrio de f em K necessita de
um processo pratico para calcular o valor de « que satisfaca a desigualdade (39). A primeira exigéncia para a

determinacao de um tal valor « diz respeito a (T + ad) € K. Mas isso acontece se

AT+ ad)=b

Como T € K, entao AT = b e T > 0. Portanto

{O‘(Ad) =0 i=1,2,.

Ti+ad; >0’ a el

Mas y € K e portanto
Ad=Aly—T)=Ay— AT =0

pelo que a primeira restri¢ao é verdadeira. A segunda restrigao é verdadeira se d; > 0 para todoi =1,2,...,n.
De outro modo
a < _x;li, para todo ¢ tal que d; < 0
Entao o tem de ser escolhido menor ou igual do que o nimero
400 se d; > 0 paratodoi=1,2,...,n
Gmax = min{ j:i cd; < 0} (40)
—a;

Assim « deve ser um ndmero positivo inferior ou igual a amax que satisfaca a desigualdade (39). Na prética

essa desigualdade é substituida pela chamada Férmula ou Critério de Armijo:
f@+ad) < f(T)+aBVfE)'d (41)

onde # é um numero real positivo e menor do que um. E de notar que se « satisfaz essa desigualdade, entao

também satisfaz f(T + ad) < f(T). A determinagio de « é feita por tentativas da forma

a=0"min{l, amax}, t=0,1,... (42)
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com 0 < # < 1 um ntmero dado (normalmente § = 1/2) até a satisfagdo da desigualdade (41).
O algoritmo de Frank-Wolfe determina em cada iteracao a direccao descendente d definida anteriormente e
o passo a > 0 de acordo com o critério de Armijo. E possivel provar que o algoritmo possui convergéncia global

para um ponto estacionério de f em K [Nash and Sofer, 1996]. Os passos do método sao apresentados a seguir:

ALGORITMO DE FRANK-WOLFE

Passo 0 — Seja 7 € K.
Passo 1 — Determine a solucao 6ptima y do programa linear

Minimize Vf(z)Tz
Sujeitoa  Axr =1b
x>0

Passo 2 — Se a condigao (37) é verdadeira, entao T é ponto estaciondrio de f em K e termine. De
outro modo, seja

d=y—=x

Passo 3 — Determine amax a partir de (40) e seja o dado por (42), onde ¢ é o primeiro inteiro nao

negativo que satisfaz o critério de Armijo (41)

Passo 4 — Actualize T = T + ad e volte ao Passo 1.

Da descricao dos passos do algoritmo, facilmente se conclui que o processo necessita de resolver um pro-
grama linear em cada iteracao. Por isso s6 é utilizado na pratica quando esses programas lineares se podem
resolver de um modo extremamente rdpido. A utilidade desse algoritmo resume-se assim a programas lineares
estruturados, como o de fluxo de custo minimo (transportes e afectagao), onde o uso de outros processos nao
explora devidamente as suas estruturas especiais. E ainda de acrescentar que cada um dos programas lineares a
resolver nas iteragoes k > 2 tem uma base avancada admissivel, que é exactamente a correspondente a solugao
6ptima do programa linear resolvido na iteracao k — 1.

A titulo de exemplo de aplicacao do algoritmo de Frank-Wolfe, consideremos o problema de transportes

definido pelo seguinte grafo bipartido

onde para cada aresta (i, j) a fungao custo f;;(z;;) é definida por

1
fij(zij) = xij + 51712]-

(0]



Portanto ha que resolver o programa nao linear:

2 4
1 1
Minimize f(z) = Z Z (Iij + §$3j> =elz+ ixTx

i—1 j=3
Sujeito a T13 + T14 =4
To3 + Tog = 4

—T13 — 23 =—4

—T14 —@xoq = —4

onde

€= (L 1,1, 1)Ta €T = (5613,117147$23,1724)T

No passo 0 do algoritmo de Frank-Wolfe é necessario determinar uma solucao admissivel do conjunto de

restrigoes do problema de transportes, o que pode ser conseguido através do processo normal

Entao

7 = (4,0,0,4)"

f@) =T+ %TTT =24
No passo 1 do algoritmo é necessario calcular o gradiente Vf(Z) de f em Z. Mas para qualquer z € RY,
Vix)=x+e
Donde

V@) =T+e=

Ol = = Ot

Para determinar a solugao 6ptima do programa linear de transportes
Minimize Vf(z)Tz
Sujeitoa Az =10
x>0

utiliza-se o método simplex com solugao inicial Z. Assim tem-se

Entao x14 é a varidvel nao basica escolhida a passar a basica e forma-se o ciclo
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Donde # = 4 e uma das varidveis x13 ou xo4 deve passar a nao basica por troca com x14. Se escolhermos
x13, entao obtém-se uma nova solucao basica. O grafo seguinte contém essa solugao, as varidveis duais e os

coeficientes de custo reduzidos associados as variaveis nao bésicas:

Entao

y=1(0 4 4 0)T

é a solucao 6ptima desse programa. Além disso o valor 6ptimo é 8, pelo que
Vi@ Ty =8<Vf@)TT =140

Assim considera-se a direcgdo descendente

d=y—7=

= BN N )
|

s oo
=~

No passo 3, calcula-se primeiramente

o= min{ 5 =5 =1

oo () = (2)

com t o primeiro inteiro nao negativo tal que « satisfaz o critério de Armijo

f@+ad) < f(@) + faVf(T)'d
com = 0.1. Entdo determinam-se as seguintes quantidades:
Vi@)Td=Vf(@) " (y-1)=Vf(@)y-Vf(@)T=8-40=-32
BVf(z)Td=—-3.2
£(z) =24

Para t = 0, tem-se

FE+1d) = () = "y + gy = 24
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Como

f@) +apVf@)Td=24-32< f(T+1d)

entao faz-se uma segunda tentativa com

1
=0 ==
@ 2
Mas
4 —4 2
. _ . 1. 10 4 1 | 2
4 —4 2
e
- _ 1 . 1 _p.
f@)=rf x+§d =e x+§x F=848=16
Como

entao o = % e o0 novo iterando é

z=(2 2 2 2)T
Na segunda iteracao, calcula-se primeiramente
Vi@ =3 3 3 3)"

para resolver o problema de transportes necessario ao calculo do vector y. A solucdo éptima do problema de
transportes resolvido na primeira iteragao do método de Frank-Wolfe deve ser a solucao inicial para o novo

problema de transportes, pelo que se tem

A solugdo éptima desse problema é y = (0 4 4 0)7 e o valor éptimo ¢é

Vi@ 'y =24
Como .
3 2
Vi@ =1 4 5 | =21=Vi@y
3 2

entao T é ponto estacionario de f em K. Notar que esse ponto estacionario é o minimo global de f em K, pois
a funcao é convexa em IR? e também em K.

Como é discutido em livros de optimizacao nao linear, existem varios critérios para a determinac¢ao do passo
«. Em termos puramente tedricos, o deve procurar minimizar o valor da funcao f ao longo da direccao d, isto
é, a deve ser solucao 6ptima do programa nao linear unidimensional

Minimize f(T + ad)

Sujeito a  a € [0, max] (43)
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Em geral a determinagao da solugao éptima desse programa é dificil, pelo que se utiliza o Critério de Armijo
na maioria dos casos. Contudo se f é quadratica, o pode ser determinado de uma maneira simples a partir da
solucao 6ptima de um problema de optimizagao unidimensional. Para explicacao do processo, notemos que se
f é quadratica, entao

1
flx)=c"z+ §$TH$
comceR" ze€R"e HeR™". ParaZe€ R",d € R" e a € R tem-se

1
f@+ad) = cT(f+ad)+§(E+ad)TH(f+ad)
T AN Ty o L 2.7
= ¢ T+ac d—|—§x HZ + ad (Ha:)—i-Ead Hd

1
= f(@) +alc+ Hz)Td+ 5oFdTHd

Donde
f@+ad) = f(@)+aVf@T)Td+ %anTHd = o(a)
Para determinar o minimo de ¢ sem restri¢oes iguala-se a derivada de ¢ a zero. Mas
¢'(a) =0 a(d"Hd) = -V f(@)"d

Entao a resolugao do programa (43) é feita da seguinte forma:

1. Se d"Hd < 0, entdo o = amax.

2. Se d"Hd > 0, entdo .

ammn{-T 0o, (44)

E facil de concluir a simplicidade do processo para o caso da fungao ser quadratica. Note-se ainda que se
Qmax = +00 € & = Qpax, entao a funcao quadratica ¢é ilimitada inferiormente no seu conjunto de restrigoes.
Finalmente, se f é linear, H = 0 e portanto @ = amax em cada iteragao. O processo de determinagao de « a
partir de (43) é denominado Critério de Minimizagdo.

Para ilustracao deste critério, consideremos o exemplo anterior. Entao
Z=(4 00 47
é a solugao inicial e, como vimos, a direccao d determinada pelo algoritmo é
d=(-444 —4)T

Portanto
Vi@ =(115"=vf@)'d=-32
T

—4 —4
4 4
Ty _
d" Hd= A 4 =64>0
—4 —4
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. Vi@Td . Lt
min § Gmax; T Hd = min 57 3

Donde a = %, que é exactamente igual ao valor determinado pelo critério de Armijo. O novo ponto é, como

anteriormente,

1
T+§d=(2222)T

que ¢ a solucao éptima do programa nao linear do exemplo.

24 Problema de Fluxo Multicomodidade de Custo Minimo

Este problema considera véarios produtos (ou mercadorias) a enviar através de um grafo G = (V, F) directo. Se
g é o ntiimero total de produtos, entao as variaveis do problema z;;;, representam o fluxo do produto k a enviar
através da aresta (i,j) € E (k= 1,2,...,g). Tal como no problema de uma sé mercadoria, as restri¢oes de
conservacao de fluxo tém de ser verificadas em cada né. Além disso hé limites inferiores e superiores para cada
varidvel e um custo unitdrio ¢;j; dado para enviar o produto k do né i para o né j através da aresta (i,j) € E.
O problema assume também uma restrigao linear das varidveis x;;; em cada aresta, o que torna impossivel a

sua reducao a g problemas de fluxo de custo minimo simples. A formulacao do problema multicomodidade é a

seguinte:
Minimize z = Z CijkTijk
(i,j) € E
ked{l,....q}
Sujeito a Z Tijk — Z Tjik = b, 1=1,....m; k=1,...,g
Ji(i,5)EE J:(Ji)EE
g
> @ik <aij, (i,j)€E
k=1
lijk < @i < ugje, (,j) €E; k=1,...,g
onde

g
Q5 < Z (Uijk - lijk)
k=1

O grafo a seguir apresenta um problema de fluxo multicomodidade com l;;, = 0 para todas arestas (7, j) € E

e produtos k = 1,2 (g = 2). Em cada aresta escrevemos as quantidades
(aij, uij1, Wij2, Cij1, Cij2)

e em cada no
(bi1, bi2)
representam as quantidades de fluxo existentes para os dois produtos do problema.

2.0) @ 4.3.4.5-2)

(5.1.646

(1.-3)

(1.54.1-1)

(=200 4 - @{—1,3}
(7.5,3.0.2)

(3.4.2.1.00
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Notar que para cada produto k = 1,2
> bk =0
i=1

pelo que o problema multicomodidade é equilibrado. Além disso para cada aresta (i,j) € F,
2
Q5 < Z (Uijk - lijk)
k=1

A formulagao do problema é apresentada a seguir:

Minimize z = 5121 + T231 + Ta11 + 40421 — 27122 + 27342 — Ta12 + 62422
Sujeito a 121 — X411 = 2
—T121 + T231
—T231 + 341 =-1
—341 + Ta11 + T421 = -2
T122 — T412 =0
—T122 + T232 — T422 = —3
—T232 + T342 =3
—342 + T412 + T422 = 0
T121 + T122 <4
231 + T232 <3
341 + T340 <7
T411 + Ta12 <1
421 + 2422 <5
0 <121 <3,0< 7122 <4,0 <7931 <4,0< 7932 <2,0< 2341 <5,
0<2342 <3,0< 7411 <5,0< 2412 <4,0< 2421 1,0 < w400 <6

— T421 =1

Para escrever a forma matricial do problema, consideremos os seguintes vectores:

z=[z42% . . 29T, 2F=[zy] €eRY, k=1,2,...,9
c=[c,2..., 97, F=leuxl eR", k=1,2,...,9
w=[utu? .. uIT, uF=uy] € R, k=1,2,...,9
L=[0,2,. 197, =[] eRY k=1,2,....9

b=[b4,0%,... 09T, b =[py] e R™, k=1,2,...,9

onde m é o nimero de nés do grafo, n é o nimero de arestas e g é o nimero de mercadorias (ou comodidades

ou produtos). Se A € R™*" é a matriz incidéncia arco-né definida anteriormente e I é a matriz identidade de

ordem n, entao a formulagao matricial do problema de fluxo multicomodidade de custo minimo é a seguinte:

Minimize z = ()72 + (®)Ta? + -+ + (c9) T a9
Sujeito a It + 122+ -+ 129 <a
A:El = bl
2 2
Az =b (45)
Ax9 = b9

Ik <ak<ub, k=1,2,...,9

Tendo em conta os vectores introduzidos anteriormente, podemos escrever a forma normal do problema de fluxo

multicomodidade de custo minimo:
Minimize z =
Sujeito a
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Fx+y=a
Bx=b (46)
[ <z<u



onde

E=[T.. IeR™, B= ' € R™9*"9
A

ey € IR™ é o vector das varidveis de desvio associadas as desigualdades.

25 Decomposicao com Geracao de Colunas

Consideremos o programa linear na forma

T

Minimize c¢*'x
Sujeitoa Az +y=2»> (47)
reX, y>0

onde X é um conjunto compacto e poliédrico, ¢,z € IR", y,b € R™ e A é uma matriz de ordem m X n.
Como X é poliédrico e compacto, entao para qualquer vector d € IR™ o programa linear

Minimize d7z

- (48)
Sujeitoa z € X
tem solugao 6ptima. Na técnica de decomposigao de geracao de colunas, que iremos descrever a seguir, é forgoso
que este programa seja muito facil de resolver. Esse é o caso de X conter apenas limites superiores e inferiores
ou restrigoes de transporte, afectagao ou de redes.

Como X é compacto e poliédrico, entao pelo chamado teorema da representacao de poliedros,

p p
VoeX:x=>» Na', A >0i=1,....p > \=1 (49)
=1 =1

com z',x2,..., 2P os pontos extremos de X.
Substituindo o valor do vector z em (49) no programa linear (47), obtemos um programa linear em A € IR?

eyeR™

M=

PL(\,y): Minimize (c"a?) A

<.
Il
—

M

Sujeito a (A:vj) Ai+y=0b

By
Il
—
—
ot
(e
=

NE

A =1
/\]207 .7:177p
y=0

<
Il
—

Portanto o programa linear dado é equivalente a PL(J, y), cuja forma normal é

Minimize dz = v(z)

Sujeito a Ez = f (51)
z>0
com:
_ A p+m _ b m—+1
< [M]erom =[2]em
e

d=[d;] e RF*™ E = [E.;] e Rm+)xetm)
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sao definidos por

Axd .
‘ 1| i=Lhep
4 — cai, j=1,....p B —
J 0, j=p+1,...,p+m 7" oi—p
[ 0 } J=p+Ll...,ptm

e et € R™ é o vector da base canénica definido por

of — 1 se 1=t
Tl 0 se 1#£t

A técnica de decomposicao de Dantzig-Wolfe consiste exactamente em resolver o programa linear PL(\,y)
usando o método simplex. Este processo é assim denominado por explorar a decomposi¢ao de qualquer solugao
admissivel de X em termos dos pontos extremos desse conjunto. A dificuldade na implementacao desse algoritmo
estd no nimero exponencial de varidveis A € IR” do programa PL(\,y). E no entanto possivel, como alids iremos
ver a seguir, implementar o algoritmo gerando apenas as colunas da matriz £ que vao sendo necessarias ao longo
do processo. A denominagao geracao de colunas tem exactamente a ver com esta caracteristica do processo.

Recordemos que o método simplex para a resolucdo do programa linear PL()\,y) apenas utiliza solugoes
bésicas admissiveis. Uma solugao bdsica para Ez = f tem associado um conjunto de indices .J, com |J| = m+1,
de varidveis basicas z; tal que a matriz base B = [E.j]jes ¢é nao singular. Entdo uma solucao bésica é dada por

Zj:{fi se jeJ . 1.

0 se jeL nmtl

com L={1,....p+m}—Je feR™" o vector definido por
Bf=f
E importante notar que se z é uma solugao bésica e se J; C J contém as varidveis A; basicas (j € J1 < j < p),
entao o valor da funcao objectivo associada a z é dado por
o
v(z) = Zdjzj = Z Aj(cha?) .
jeJ jeJ1
Uma solugao bésica ¢é admissivel se as varidveis basicas sao todas nao negativas, isto ¢, z; > 0 para todo j € J.
Entao y > 0 e A > 0 em qualquer solugao basica admissivel. Além disso
>N =1
jeJ1

Portanto

T=> Nal (52)

jeJr
¢ um elemento do conjunto poliédrico X que é decomposto em apenas |Ji| pontos extremos de X. Provdmos

assim que dada uma solugdo bésica admissivel do programa linear PL(\,y), é facil de recuperar uma solugao

admissivel do programa original. Além disso, o valor da funcdo em T é dado por:

Tr=e [T = T () =00

jeJ1 jeJ1

Para verificar se a solucdo bésica admissivel é éptima ou ndo, determina-se a solucdo dual 7 € IR""!

associada:
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a partir de

Essa solucao ¢ dual admissivel se e sé se

T
w
dj =d; — E;>0
jevLJ / |:04] 7=

Dois casos podem acontecer e sao discutidos a seguir. Se j < p,

dj =c'2? —wh Az? — a

ou seja
Jj:(c—ATw)ij—a, ji=12....p

Por outro lado para j > p, tem-se
dj=0—wlel™ —ax0=—w,
Tendo em conta a expressao de Jj, a solugao bésica é dual admissivel se e s6 se
(CO) 1.w<0
2. min(c — ATw)Tz > «
zeX

Com efeito, 2. tem de ser verdadeira, pois 27 é ponto extremo de X e o minimo da funcéo linear
(c— ATw)Tx

é alcangado num ponto extremo. Estas duas condi¢oes de (CO) fornecem um critério de optimalidade, segundo
o qual uma solugao bésica admissivel de PL(\,y) é 6ptima. E ainda importante notar que (CO) nao utiliza os
pontos extremos de X, mas apenas o ponto extremo 6ptimo do programa em 2.. Além disso este programa é
muito simples de resolver, pois essa é uma das hipdteses consideradas na introdugao do algoritmo.
Suponhamos agora que o critério (CO) nao é satisfeito e portanto a solugao bésica admissivel corrente nao

é a solugao 6ptima de PL(\,y). Entao
ds =min{d; <0, j€L} <0
e ha dois possiveis casos:
1. de = —ws—p
2. ds = (c— ATw)Tz* —

com x° o ponto extremo de X que é solugao 6ptima do programa

Minimize (¢ — ATw)Tx
Sujeitoa x € X

84



Portanto a variavel nao basica zs escolhida para passar a bésica tem associada uma coluna F.; que tem de ser

gerada. No primeiro caso (ds = —ws_,) tem-se E.; = e*7P € IR™"! enquanto que
Ax?
B, = [ : }

no segundo caso. Note-se que x*® ja tinha sido gerado ao resolver o programa linear (53), pelo que a geragao da

coluna F.4 nao requer um esforgo computacional consideravel. A coluna actualizada E., é calculada a partir de

BE.; =FE.; (54)

Entao B B
H—min{ﬁzéis>0}—£ (55)

€is Ers

determina a variavel z; a sair da base.

No processo de actualizacio da solucdo bésica admissivel, o vector f é primeiramente transformado por

fr=10
{ fi=1i—0¢s, j#r (56)

O conjunto J é modificado para

J—{t}u{s}

pelo que a nova solucao béasica admissivel é dada por
zy=f, 2z =0

Na actualizagdo da matriz base B, apenas é modificada a coluna B.; correspondente & varidvel basica z: que

passou a nao bésica e ha quatro casos possiveis:

1. s>pet>p

B.jzetipiB.jzesip
2. s>pet<p

Azt o
B.j—|: 1 :|:>B.j—6 p
3. s<pet>p

B.j :etip:>B.j: |: Az :|

1

4. s<pet<p

Azt Az?®

Uma nova iteracao do algoritmo tera agora de ser efectuada com essa solugao basica admissivel.

Determinacao de Uma Solucao Béasica Admissivel Inicial Seja ' um ponto extremo de X e conside-

remos os vectores

A=(10...07", y=b— Az’
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Se
J={p+1,...,p+m,1}

entao
I Az! .
B = é nao singular
0 1
e portanto obtém-se uma solugao bésica com varidveis basicas y;, 2 = 1,...,m e A\1. Essa solugao serda admissivel

se y > 0, ou seja, se Az! < b. Se tal ndo acontecer, introduz-se um vector h € IR e uma varidvel artificial
Ym+1 tais que ym41 >0 e

!
m:{ 0 se (b=dal), 20 o

-1 se (b—A:vl)l.<O ’

O problema Fase I tem a forma

M=

Minimize (OT:vj) Aj + Ym1

<.
Il
—

M=

Sujeito a (A:vj) A+ y+hymyr =0b

<
Il
—

(]
>

<.
Il
[y

y%.
<0l
—
Y%
=
<
Il
—_

- Dy yZO? Ym+1 >0
Seja r o indice tal que

(b— Az'), = min{(b — Az'); <0, i =1,2,...,m}

Entao

J={p+1,....,p+m, 1} —{p+r}U{p+m+1}

fornece uma solugao bésica admissivel para o programa Fase I. A resolucao desse programa permite concluir que
o programa linear original é inadmissivel ou entdo uma solugao bésica admissivel para o PL(\,y) é determinada

como solugao 6ptima desse programa.

Exemplo Como ilustracao da aplicagao da técnica de decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe, consideremos o pro-

grama linear retirado de [Bazaraa et al., 1990]

Minimize z = —2x1 — T9 — T3 + T4
Sujeito a 1 + 3 <2
xr1 + X9 + 2{E4 S 3
X S 2
1 + 229 <5
—xr3+ x4 <2
203+ x4 <6

z; >0, i=1,2,3,4

Seja X o conjunto definido pelas terceira até a tdltima desigualdades. Como as varidveis x1 e xs sO
aparecem nas primeiras duas desigualdades e o mesmo acontece as varidveis x3 e x4 em relagao as duas

seguintes, entdo para qualquer vector d € IR? a resolucéo do programa linear

Minimize d7x
Sujeitoa z € X
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reduz-se a dois programas lineares com apenas duas variaveis

Minimize
Sujeito a

Minimize
Sujeito a

diz1 + dawo
X1 §2
1 +ax2 <5
X1 Z 0, X9 2 0

dszs + dazy
—xr3+ 14 <2
2053+ 14 <6
3 >0, 24 >0

que podem ser resolvidos graficamente. Trata-se assim de um caso em que a técnica de decomposicao

pode ser recomendada. O programa linear dado pode ser escrito na forma

Minimize z = —2z1 — 29 — T3 + T4

Sujeito a T + x3 + 1 =2 (57)
T1 + To + 214 +y2 =3
zeX, y>0

com x = (z1, 72,23, 74)7, que é semelhante & apresentada em (47).

Como ! = 0 é um ponto extremo de X e satisfaz as desigualdades de (57), entao

J={p+1,p+21}

fornece uma solugao bésica admissivel para o programa PL()\,y). Mas

Azt
1

pelo que

B =

0
|- o

1_
10 0]
01 0
00 1

é a matriz base inicial. As varidveis bésicas sdo y1, y2 € A\1 e os seus valores correspondem ao vector f

dado por
1 00
Bf=f< |0 1 0
0 0 1

Donde
Y1
Y2
A1

h 2 fi=2
fa|=|3|eq fo=
I3 1 f3=1
2
= 3
1

O vector das variaveis duais m = ( o >, w e R?, o € R é determinado a partir de

Para calcular d; tem-se

w
a>_dJ

dp+1 = dp+2 = 0, dl = CT,Tl =0
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Entao w =0, a = 0. Como w < 0, é necessério resolver o programa linear
Minimize (¢ — ATw)To = —2x1 — 29 — 23 + 14
Sujeitoa x € X
para verificar se o critério (CO) ¢ satisfeito. Resolvendo graficamente dois programas lineares com duas

variaveis, obtém-se a solugao éptima do programa

T
3
2
=12,-,3,0
x <a257>

que é um ponto extremo de X. O valor éptimo do programa é
17

(c— ATw)Ta? = cT'a? = -5 <a= 0

pelo que a solucao bésica admissivel corrente nao é 6ptima para PL(A,y). Entao zo = Ao (s =2) e

Az?
e[ ]

== Ot

pois

LIN[wW DN
Il
—

, [Tt o010
Ax_{1102

Para determinar a varidvel basica que troca com Ay, calcula-se E.o (s = 2) a partir de

N~ O
I

o

BE.Q = E.2 = E.Q = E.2 =

|
|
=l Ot

Donde

2 31 2
H—mm{g,;,i}—gér—let—p—l—l

A varidvel y; troca com Ay e portanto J é actualizado para J = {2, p + 2,1}, que induz a matriz base

500
B=|1 10
1 01

Além disso o vector f é actualizado a partir de

- 2
fi=0= £
_ _ 2 7 8
= — 97 s = 3 —_ — —_ = —
fo=f2— O F X5 =%
— - 2 3
= — 97 s = — — 1 = —
f3 = fz—fOes F X z
Entao os valores das variaveis basicas sao
2 8 3
=g Ty Ty
A solugado T € X correspondente aos valores A1 e g é
4 3 6
T=Ma!+X2?=(=,2,-,0
X 1T + 2 (5755 55 )
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e o valor da funcio objectivo é v(T) = ¢T7 = —

ol

Na segunda iteracao determinam-se primeiramente as variaveis duais a partir de

5 101 wy -
Bir=d;< |0 1 0 wy | = 0
0 0 1 ! 0
pois,
di=cfzt =c"o=0
2
3 17
— T2 =719 —1 — 2 | —_2f
dy =c"z°=[-2 1 1 0] 3 5
0
dp2 =0
Entao
_ 17
w = [ 1% ] , a=0
Para verificar o critério de optimalidade (CO) tem-se:
1. w<O0.
2. O programa
3 7
Minimize (¢ — ATw)Tx = _Exl — 22 + Ewg + 24

Sujeitoa z € X

tem solucdo 6ptima x> = (O % 0 O)T, que se obtém resolvendo dois programas lineares graficamente.

Além disso

)
(c— ATw)T2® = —y<a= 0

Portanto a solugao basica admissivel corrente nao é éptima para PL(\, y) e a varidvel ndo bdsica escolhida

é z3 = A3 (s = 3). Para determinar a varidvel bésica a trocar com z3, tem-se

3
=k

ot O

oy
s
Il
&
J
s
Il
=t O

i 3
9:min{_i:eis>0}:g:>r=3 e t=1
Cis

Para obter a nova solugao bésica admissivel, J é actualizado para

J={2,p+2,3}
Donde
5 0 0
B=|I1 13
1 0 1
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O novo vector f é obtido a partir de:

= 3
fa=0= 5
-2 3 2
hi=g-5x0=3
- 8 3 5 1
P=5T5 5 10
Entao os valores da variaveis bésicas sao:
2 1 3
NTg T M
Assim se obteve o novo ponto T € X:
4216 \"
T=Xz’+M2” = (2, =, ¢
T 2&” + A3 (5510557 >

e o valor da funcao em T é v(T) = —4.9.

Na terceira iteragao calcula-se o vector 7 das varidveis duais a partir de

Donde w < 0. O programa linear
Minimize (¢ — ATw)Tx
Sujeitoa x € X

3 T
4

=(2-00
= (2309)

T \T 49 )
_ 4 _ =Y _ v
(c— At w) 2" = 10 < 5

pelo que a varidvel nao basica escolhida é z4 = \4. Entao

tem solugao 6ptima

de valor

_2_
5
. 2
E4_|:Af :|_ ; :>F4: g
1
3
5

fi 1
G_min{i:éis>0}—6ér— e t=p+2
€is

Portanto ys troca com A4 e obtém-se

J=1{2,4,3} =B =

=] =1 Ot
— ol N
= o O

90



Donde f é actualizada a partir de

-
petbdeb )
Os valores das varidveis basicas sao
=g M=z =

a que corresponde o ponto T € X:

T = /\2172 + /\3{E3 + /\4$4 e (1 21 O)T

T

com valor da fungao objectivo v(Z) = ¢’ T = —5.

Na iteracdo 4 as varidveis duais w € IR? e « séo calculadas a partir de

B'r=d,
e tem-se
w = -1 a=20
=\ 4 ) a=
O programa linear
Minimize (¢ — ATw)Tx = —3z4

Sujeitoa z € X
tem solucdo éptima x® = 0 e valor éptimo 0. Donde w < 0 e

Minimize (¢ — ATw)Tz =0>a =0
Sujeito a x € X

Entao a solugao bésica corrente é éptima para PL(\,y) e
z=(1 21 07T
é a solucdo 6ptima do programa linear dado. O valor éptimo é ¢’z = —5. O

Este exemplo sugere um tipo de problemas em que a técnica de decomposicao pode ser muito util. Conside-

remos o problema de optimizagao de redes com restrigoes laterais no grafo G = (V, E), com V = {1,2,...,m}
e |E| =n,
Minimize z = Z CijTij
(i,9)€eE
Sujeitoa Z Lij — Z Lji :bi, i:1,2,...,m
Ji(i,9)EE J:(Ji)EE
lij <wij <y, (i,j) €E
Ax =d

onde z = [z;;] € R" e Az = d, (A € RP*") representam as p restrigoes laterais. Se considerarmos o conjunto
X definido pelas restrigoes de conservacao de fluxo e capacidades, entao cada um dos programas lineares que a
técnica de decomposicao necessita é exactamente um problema de fluxo de custo minimo. Por isso esse processo
de decomposig¢ao é muito recomendado para a resolucao deste tipo de problemas, particularmente quando o
numero p de restricoes laterais nao é muito elevado. Como veremos na seccao seguinte, este tipo de técnica tem

também utilidade na resolucao de problemas de fluxo multicomodidade de custo minimo.
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26 Resolucao do Problema de Fluxo Multicomodidade de Custo
Minimo

Como referimos na secgao 24, o problema de fluxo multicomodidade de custo minimo tem a forma

Minimize z = ()72t + (®)Ta? + -+ + (c9) T 29
Sujeito a a4 it y=a
Azt = pt
Ax? — b2
Ax9 = b9
<o <ul, i=1,2,...,9
y=>0

onde cada vector ' € R", y € R", a,c’,l*,u’ € IR" sdo vectores dados, b’ € R™, A é a matriz incidéncia
né-arco de ordem m x n do grafo G = (V, E), |[V| =m, |E| =n e g é o niimero de mercadorias.

Consideremos os conjuntos poliédricos compactos X; definidos por
eX; e At =0, IP<zt <t (58)

Entao, pelo teorema de representacao de conjuntos poliédricos compactos, tem-se

Pi Pi
v Iizzkmx“, Z)‘ijzlv Aij 20, j=1....p; (59)
rteX; - S
j=1 Jj=1
com p; o ntimero de pontos extremos %, j = 1,...,p;, de X;.

Se substituirmos a expressdo de cada z* em (59) pelo programa original obtemos o programa linear em \ e

y:
P1 Pg
Minimize Z ((Cl)Txlj) Ay 4o+ Z ((CQ)T xgj) Agj
Jpzll | - J-Zl
Sujeito a Z () Ay + -+ Z (9) \gj +y =a
Jj=1 o j=1
A1 —1
PL(A\.y): ; Y
Pg
S =1
j=1

y >0
Aij >0, i=1,...,9, 7=1,...,p4

g
Portanto PL(\,y) tem (n 4 g) restrigoes de igualdade e | n+ ij varidveis, o que é um numero ex-
7j=1

tremamente elevado. Tal como na seccao anterior, este programa tem de ser resolvido usando a técnica de
decomposicao de Dantzig-Wolfe com geracao de colunas.

Devido & defini¢ao (58) de cada elemento 2 € X;, chega-se imediatamente & conclusio que cada ponto
extremo de X; constitui uma arvore geradora admissivel para o problema de fluxo de custo minimo. Cada

solucdo bésica admissivel para o problema PL(\,y) tem varidveis basicas de um de dois tipos:
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1. Varidvel de folga y;; com coluna e! € IR"*9 na matriz base.

2. Variavel \;; com coluna na matriz base da forma

2t
ol
com e € IRY uma coluna da matriz identidade de ordem g e % um ponto extremo de Xj.
O critério de optimalidade (CO) tem a forma
1. w<0
2. min (¢ —w)T2' > 04,1 =1,2,...,9.
zteX;
Este iltimo programa linear é equivalente a
Minimize (¢! — w)Tz?
Sujeito a Az’ = b
<zl <yl
ou seja, a um problema de fluxo de custo minimo simples. Portanto para verificar o critério de optimalidade é
necessario resolver g problemas de fluxo de custo minimo simples.
O problema de fluxo multicomodidade ¢é assim resolvido usando a implementacao do método simplex dis-
cutida na ultima secgao com as pequenas diferencas referidas nesta seccao. Para ilustragao desse procedi-
mento, consideremos novamente o problema com duas mercadorias dado pelo seguinte grafo (I;; = 0 para todo

(i,7) € E):

(2,0) (4,3,4,5,-2) (1,-3) — (b!,02)

1771

(17 57 47 17 _1) (37 47 27 170) = ([lij, U&],’U‘?J, 67{7’0?])

(_270) (775737072) (_173)
O problema PL(\,y) tem entao a forma
P1 T ) P2 T )
Minimize » ((cl) :Clj) e ((02) £C2J) A2j
j=1 j=1
P1 ) P2 )
Sujeito a Z (z'7) Ay + Z () Xoj +y=a
Jj=1 j=1

p1
Z A1) =1
j=1
b2
o =1
j=1

)\11'20, )\2j207 yZOa ’i:l,...,pl, jzla"'7p2

Portanto o problema tem (n + 2) restri¢oes de igualdade e (n + p) varidveis, com p = p1 + p2 € p; 0 nidmero de
pontos extremos do conjunto X;, i = 1,2, definido por (59).

Tal como na secgao anterior, a solucao béasica admissivel inicial tem associado o conjunto

J={p+1p+2,p+3,p+4,p+51,p +1}
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que corresponde as variaveis bésicas

Y12, Y23, Y34, Y41, Y42, A1, A21

Entao a matriz B é dada por

5 Iy | 2l 22
0 I

1

com I; a matriz identidade de ordem k e x'! e 22! pontos extremos de X; dados pelas arvores geradoras

(1=1,2):

L={(4,1),(42)}, U=10

Portanto

2™ =(2,3,2,0,007, z* =(0,0,3,0,3)"
Para calcular os valores das varidveis bésicas, determina-se f € IR a partir de

a

Bf=f=11
1
Como a = (4,3,7,1,5)7, entdo
f=202121 17
As variaveis bésicas sao dadas por
y12=2 y=0; yu=2; yu=1 we=2, Au=1 Aa=1

e a solugao basica é admissivel por serem todas nao negativas.

A solugdo dual m = [w o1 as]” é determinada a partir de

BTr=d;

dpt1 = dpj—i-2 =dpy3 =dpya =dpy5 =0
di=(ct) 2=(10142'"=13
dpi1= () 22 = (=2 0 2 1 6)a2 =24

ewe R’ e qy,i=1,2sao calculados por

w 0
(5] = 13
9 24

Donde w =0, a; =13 e as = 24. Como w < 0, entao o critério de optimalidade é verificado se
min (¢ —w)'z" > a;, i=1,2
zteX;

Portanto h& que resolver os dois problemas de fluxo de custo minimo simples seguintes (w = 0 = ¢* —w = ¢')
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(5,0)

Para isso o método simplex deve ser usado com solucdes bésicas iniciais z'' e 22! respectivamente.

Ao resolver o subproblema 1 (X7), constata-se que a solucao inicial ! é é6ptima. Além disso o valor éptimo
respectivo é
(Tt =13 =a
O segundo subproblema requer uma iteracio para obter a partir de 22! a solucdo éptima 2?2 dada pela

arvore geradora:

&)
N
S W wWwow

Além disso o valor 6ptimo é
(T2 = -3 <ay=24
Portanto o critério (CO) néo é verificado e a solugao basica admissivel corrente nao é éptima para PL(\,y).

A varidvel nao bésica zs é entdo Aoz (s = p1 +2) e a coluna respectiva é:

Para determinar a coluna transformada E., tem-se
BE,=E.,=E,=[3003 -301]"

Entao B
[ fi 1
f=min< —: € >0 :§:>r=4 e t=p+4
Cis

e Ag2 troca com y41. O conjunto J é entao actualizado para
J = {p+ 1ap+27p+37p1 +2ap+5715p1 + 1}

e a nova base é
el o2 3 22 o5 gl 21

B=|0 0 0O 0O 0 1 0
0o 0o 0 1 0 0 1

Além disso o vector f é actualizado a partir de

W =

e

W =
|

fa=

pro
o= NN O DN
W= W N O =
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Donde os valores das varidveis basicas sao os seguintes:

2 1
Y12 =1; y23 =0; ysa = 2; yaz = 3; A1 =1; A1 = 3’ gz = 3
A solucao correspondente no programa original é

vl =prtt =21 =(23200)7
x? = )\2111721 + )\2211722 = (1 031 2)T

e o valor da funcao objectivo é
(Cl)T:EI + (CQ)T:EQ — 928
Na segunda iteragao calcula~se o vector m = [w oy ag]T das varidveis duais a partir de

Blr=d;=w=000 -90)7; a; =13; ay =24

Entao w < 0. Os dois subproblemas associados a X;, ¢ = 1,2, tém a forma

Minimize (¢! —w)?
Sujeito a Az’ ="
0 <zt <l

Mas

11

L.et—w= (10 10 4)7 = solucio éptima z'! (inicial) de valor éptimo igual a o .

22

2. —w=(2 0 2 8 6)T = solugao éptima 2?2 (inicial) de valor éptimo igual a as.

Entao a solugao basica admissivel corrente é 6ptima para PL(\,y) e portanto
' =(23200), 22=(10312)

é solucao 6ptima do problema de fluxo multicomodidade do exemplo e o valor éptimo é 28.

Chegédmos assim a conclusao que o problema de fluxo multicomodidade se resolve usando a técnica de de-
composicao de Dantzig-Wolfe com geracao de colunas. O processo consiste essencialmente numa implementagao
eficiente do método simplex para a resolugdo de um programa linear PL(\, y) equivalente ao problema de fluxo
multicomodidade. Em cada iteragdo a matriz base B é muito esparsa e de ordem (n + g), com n o nimero de

arestas do grafo G = (V, F) e g o nimero de mercadorias. Cada iteracao requer:
1. A resolucio de dois sistemas com B e a sua transposta BT
2. A resolugao de g problemas de fluxo de custo minimo simples usando o método simplex.

E importante acrescentar que a decomposicao LU matriz B é usada e actualizada em cada iteragao na resolugao
dos sistemas com B e BT de acordo com o processo descrito em [Judice et al., 2006]. Em cada iteracio k > 2,
para cada problema de fluxo minimo simples, a solugao inicial do método simplex é exactamente a solugao
optima do problema de fluxo respectivo na iteracao anterior. Além disso na primeira iteracao o método simplex

é iniciado com o ponto extremo do conjunto X; respectivo usado na construcao da matriz base original.
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27 Problemas de Planeamento - Método do Caminho Critico

A gestao de projectos de grandes dimensoes requer o planeamento, escalonamento e coordenagdo de véarias
actividades interrelacionadas. Quando é conhecido o tempo de duragao de cada uma das actividades, o Método do
Caminho Critico, conhecido por CPM (do inglés “critical-path method”), é normalmente usado na determinagao
do tempo que o projecto demora a ser concluido. O método do caminho critico tem sido usado em muitas
aplicagoes reais, nomeadamente na construgao de edificios, estradas, piscinas e navios, mudanca de instalagoes,
lancamento de voos espaciais, instalacao de sistemas computacionais e fusao de instituigoes.

As vérias actividades que constituem o projecto sao representadas numa Rede de Precedéncias, que identifica
os momentos em que as actividades podem ser executadas e a sua duragao. Como é natural o projecto estara
concluido quando todas as actividades estiverem terminadas. Para cada actividade, existe um conjunto de
Actividades Precedentes, que devem ser completadas antes desta ser iniciada. Neste tipo de problemas as
actividades podem ser representadas por arcos e os nds sao usados para identificar o inicio e/ou conclusao de
uma ou varias das actividades. Os seguintes exemplos mostram como se pode estabelecer essas relagoes de

precedéncia

A actividade a deve ser terminada antes de b ser iniciada.

it

A actividade a deve ser terminada antes de b e ¢ serem iniciadas.

]

O

E

As actividades a e b devem ser terminadas antes de ¢ ser iniciada.
A construgao da rede de precedéncias deve obedecer as seguintes regras:
1. O né 1, designado por no inicial, representa o inicio do projecto.
2. O né de numeracao mais elevada, designado por né terminal, representa a conclusao do projecto.

3. O né que representa a conclusao de uma actividade tem uma numeracao mais elevada do que o que

representa o inicio da mesma actividade.
4. Cada actividade é representada por um e um sé arco.
5. Dois nés nao podem ser ligados por mais de um arco.

Na construcao da rede de precedéncias pode ser necessario o recurso a actividades ficticias para garantir a
verificacao das regras 4 e 5. Suponhamos que existem duas actividades a e b precedentes de uma mesma

actividade ¢ e que sao iniciadas ao mesmo tempo:

C—==0—0

¥
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Como a regra 5 é violada, introduzimos uma actividade ficticia, de acordo com a seguinte figura

=@ = =®

-
-JI,J'IFLCTJ.C 1a

Para ilustrar a construcao de uma rede de precedéncias, consideremos um problema com sete actividades

Actividades | Precedéncias | Duracao (meses)
a - )
b - 9
c aeb 11
d aeb 7
e d 10
f cee 4
g d 16

A rede de precedéncias associada a este problema é apresentada no grafo a seguir

Para calcularmos a duragao do projecto, temos necessidade de calcular em cada né j o Tempo Mais Cedo
de ocorréncia, que corresponde ao menor tempo possivel que permite a conclusao de todas as actividades que
tém j por né final. O tempo mais cedo de ocorréncia do né 1 é igual a zero e o tempo mais cedo de ocorréncia
dos outros nés j, que denotamos por T'MC};, podem ser calculados recursivamente a partir da férmula

TMC] = max {TMCZ'—FCZ']‘}, 71=23,...,n
i:(i,j)EE

com n o nimero de nds da rede de precedéncias, 2 o conjunto de arcos e ¢;; a duracao da actividade associada
ao arco (4, 7). E de notar que, pela regra 3 da construcao da rede de precedéncias, todos os arcos sao da forma
(i,7) com i < j e por isso podemos calcular sucessivamente TMCy, TMCo, TMCs, ..., TMC,. No exemplo
introduzido nesta secgao temos

TMCy =0

TMCy =max{TMC} + c12} = max{0+ 9} = max{9} =9

TMC5 =max{TMC; + c13, TMC5 + co3} = max{0+ 5,9+ 0} = max{5,9} =9

TMCy = max{TMC5 + ¢34} = max{9 + 7} = max{16} = 16

TMC5 = max{TMC5+ ¢35, TMCy + c45} = max{9+ 11,16 + 10} = max{20,26} = 26

TMCs =max{TMCy+ cs6, TMCy + c56} = max{16 + 16,26 + 4} = max{32,30} = 32
Como o no 6 representa a conclusao do projecto, o tempo de duracao do projecto é no minimo de 32 meses.

E facil de ver que se forem alteradas as duracoes de algumas actividades, a conclusao do projecto é alte-
rada. Por exemplo, se a actividade g for dilatada, o projecto durard mais tempo a ser executado. Por outro
lado, também existem actividades que podem ser dilatadas por mais algum tempo sem influenciar a conclusao
do projecto, como é o caso da actividade f que pode ser dilatada em dois meses. As actividades que ao se-

rem dilatadas provocam automaticamente um atraso na conclusao do projecto sao designadas por Actividades
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Criticas. A determinagao dessas actividades é fundamental para a execucao eficiente do projecto. Para esse fim,
introduzimos em cada nd i o conceito de Tempo Mais Tarde de ocorréncia, que corresponde ao maior tempo
possivel que permite a conclusao do projecto sem atrasos. O tempo mais tarde de ocorréncia do né final é igual
a duracao do projecto. Os tempos mais tarde de ocorréncia dos outros nos ¢ da rede, que denotamos por TMT;,
podem ser calculados recursivamente a partir da férmula
TMT;, = min {TMT; —c¢j}, j=nn—1,...,2
i:(i,j)EE

com n o nimero de nds da rede de precedéncias, 2 o conjunto de arcos e ¢;; a duracao da actividade associada
ao arco (4,7). No exemplo introduzido nesta secgdo temos

TMTs =32

TMTs = min{TMTs — c56} = min{32 — 4} = min{28} = 28

TMTy = min{TMTs — c45, TMTs — c46} = min{28 — 10,32 — 16} = min{18, 16} = 16

TMTs; =min{TMT, — ¢34, TMT5 — ¢35} = min{16 — 7,28 — 11} = min{9,17} =9

TMT; = min{TMT5 — c32} = min{9 — 0} = min{9} =9

TMT) = min{TMT5 — ¢12, TMT3; — ¢13} = min{9 — 9,9 — 5} = min{0,4} =0

A Flutuagao Total de uma actividade associada ao arco (i,7) representa a dilatacio dessa actividade sem

alterar a conclusao do projecto. A flutuac@o total da actividade associada a (i,7), que denotamos por FT;;,

pode ser facilmente calculada a partir da expressao
FTyj =TMT; —TMC; —cij, j=n,n—1,...,2

No exemplo que consideramos nesta sec¢ao temos

FT12:TMT2—TM01—012 =9-0-9=0
FT13:TMT3—TM01—013:9—0—5:4
FTQgZTMT3—TMCQ—CQ3:9—9—020
FT34=TMT4—TM03—034: 16—9-7=0
FT35:TMT5—TM03—035 =28—9—-11=8
Flys =TMTs —TMCy —cy5 =28 —16—-10=2
FT46 :TMTG—TMO4—C46 =32-16—-16=0
FT56:TMT6—TMC5—C56 :32—26—422
Assim se conclui que a actividade a correspondente ao arco (1,3) pode ser dilatada em 4 meses sem alterar a
data de conclusao do projecto. Do mesmo modo, as actividades ¢, e e fpodem ser dilatadas em 8, 2 e 2 meses,
respectivamente. Por fim, as actividades b, d, g e a actividade ficticia sao criticas, pois qualquer dilatagao numa
das actividades provoca um atraso na execucao do projecto.
O caminho que se obtém a partir dos arcos correspondentes as actividades criticas entre o né inicial e o né

terminal é designado por Caminho Critico. No exemplo desta seccao, sabemos que as actividades b, d, g e a

actividade ficticia sao criticas. Com os arcos correspondentes a estas actividades obtemos o caminho critico
1-2—-3—-4—6

Mostramos assim que é possivel determinar o caminho critico e a duragao de um projecto de um modo muito
simples baseado na teoria dos grafos. Seguidamente apresentamos uma formulacao de programa linear deste

problema. Para isso representamos por x; a data de ocorréncia do né j. As restricoes desse programa impedem
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que a data de ocorréncia de um determinado né seja anterior as das actividades que lhe sao imediatamente

antecedentes. Deste modo, associamos a cada arco da rede a restricao
Tj— T 2 Cyj

O objectivo deste problema consiste em minimizar o tempo de duragao do projecto, que é dado pela diferenca
entre a data de ocorréncia do né final (z,) e a data de ocorréncia do né inicial (z1). A formulagao matemética

do problema é

Minimize z = =z, — 21
Sujeito a Tj— T > Cij, (’L,]) S
T > O, j eV
com V ={1,2,...,n} o conjunto dos vértices da rede e FE o conjunto de arcos. Em relacdo ao exemplo desta

seccao obtemos o seguinte programa linear

Minimze z = 1z — 21

Sujeito a To — 1 > 9
I3—$125
1‘3—1‘220
1‘4—1‘327
.%'5—.%‘3211
$5—.§C4210
$6—.§C4216
1‘6—.%'524
.%'jZO, 1€V

O valor éptimo deste programa linear é z = 32 e as varidveis x; da solugao 6ptima assumem os valores T'M T}

ou TMC); para todo o j.

Exercicios

1. Determine a drvore geradora de custo minimo dos seguintes grafos nao orientados usando o algoritmo de

Kruskal.

cij
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2. Um banco deseja ligar terminais de computador de cada uma das suas agéncias a um computador na
sua rede, usando linhas telefénicas especiais com dispositivos de telecomunicagdes. A ligacao de qualquer
agéncia com a sede pode ser directa ou indirecta através de uma outra agéncia. No entanto é exigido que
cada ageéncia fique ligada por alguma via a sede. O custo das linhas telefénicas especiais é directamente
proporcional ao comprimento total utilizado, onde a distancia entre qualquer par de agéncias é dada na

tabela seguinte:

sede A1 AQ Ag A4 A5

sede - 190 70 115 270 160
Ay 190 - 100 240 215 50

As 70 100 -~ 140 120 220
As 115 240 140 175 80

Ay 270 215 120 175 — 310
As 160 50 220 80 310 —

Pretende-se saber como se deve fazer a ligagao das agéncias através das linhas especiais por forma a ligar

cada agéncia (directa ou indirectamente) a sede, de modo a que o custo total seja minimo.
(a) Indique de que tipo de problema de optimizagao em redes se trata.
(b) Resolva esse problema de optimizagao, usando o processo que achar mais conveniente.
3. Uma companhia distribuidora possui trés fabricas de leite. A producao didria da fabrica i parai=1,2,3

é, quando muito, 350, 50, 700 milhares de litros respectivamente. Todos os dias a companhia tem de

fornecer 4 armazéns com pelo menos 200, 350, 300 e 210 milhares de litros de leite fresco, pelas imposicoes

do publico.

O esquema anterior mostra os custos de transporte de mil litros de leite entre cada fabrica e cada armazém.
Note que nao existe via de acesso da fabrica 2 para o armazém 3.

(a) Formule o problema em termos de programagao linear.

(b) Determine uma solucao bdsica inicial sem recorrer & Fase I.

(¢) Determine a solu¢ao 6ptima do problema.

4. Existem trés reservatérios Ri, Ro, R3 e R4 que diariamente sao fornecidos de 20, 13, 7 e 5 milhoes litros
de dgua, respectivamente. Diariamente é preciso abastecer trés cidades A, B e C' cujos 0os consumos sao

de 15, 15 e 15 milhoes de litros, respectivamente. Os custos de bombagem (por milhao de litros) sao dados
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na seguinte tabela:

A B C
Ry| 7 5 6
Ry |10 7 6
Rs| 9 12 8
Ry 5 207

Formule o modelo como um problema de transportes.

(a
(b

)
) Determine uma solugao basica admissivel.
(¢) Escreva o dual do problema formulado em a).
(d) Determine a solucao 6ptima do problema.

5. Uma empresa, constituida por 5 fabricas, decidiu-se pela producao de 3 novos produtos, A, B e C. Os

custos unitarios de producao estimados nas fabricas sao (em euros/ton.):

Fébrica \ Produto | A | B | C
1 90 | 62 | 76
2 82 | 58 | 70
3 92 | 64 | 80
4 84 | 56 | -
5 86 | 58 | -

O produto C nao pode ser produzido nas fabricas 4 e 5. A previsao das vendas diarias é de 5, 3 e 4 tons.,

respectivamente. A capacidade das fdbricas é 2, 3, 2, 3 ¢ 5 tons. por dia.

(a) Formalize o problema como um modelo de transporte por forma a obter a localizacao das quantidades

a produzir dos 3 novos produtos, minimizando o custo total de producao.

(b) Determine a solu¢ao 6ptima do problema.

6. Resolva os seguintes problemas de transporte:

O\D [ 1 2 3 [ Oferia OD | 1 2 3 |Oferta
1 8 9 7 20
1 4 3 7 25
2 8 9 6 30
(a) 2 8 6 6 5 (b)
3 5 8 3 40
3 6 8 7 10
P 15 15 10 4 4 ) 6 40
rocura
Procura | 30 70 30

7. Considere o seguinte problema de transporte nao equilibrado em que a oferta total é maior que a procura

total:
O\D 1 2 3 | Oferta
1 1 6 2 20
2 0 4 5 40
3 2 3 3 30
Procura | 30 20 20

Para cada unidade da origem 7 que nao for expedida, incorre-se um custo de armazenagem. Sejam estes
custos, por unidade, de 5, 4 e 3, respectivamente, nas origens 1, 2 e 3. Determine a solugao 6ptima que

minimiza o custo total.
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8. Em periodos de ponta o director de trafego da RODOVIA vé-se frequentemente perante o problema de
afectar os autocarros de passageiros estacionados em trés garagens da empresa a trés localidades da sua
rede de exploracao. Os dados seguintes representam o nimero de autocarros usualmente necessarios em
cada uma das localidades e o niimero de minutos necessarios para um autocarro atingir uma localidade

via cada rota possivel.

Localidades . L
Garagens Autocarros disponiveis
Ly Ly Ls
G, 12 14 12 6
Go 14 12 15 9
Gs 19 18 19 5
Autocarros necessarios | 8 4 8 20

Como deve o director de trafego afectar os autocarros disponiveis a fim de minimizar o tempo total

necessario para se atingir aquelas trés localidades.

9. Numa cidade ha trés fabricas Fy, F5 e F3 que produzem diariamente 20, 40 e 40 toneladas de um de-
terminado produto respectivamente e o fornecem a 3 postos de venda Vi, V5 e V3. Sabe-se que cada um
dos postos deve vender 10, 40 e 50 toneladas desse produto respectivamente e que os custos unitarios de

transporte das fabricas para os postos de venda sao dados pela seguinte tabela

J
(Vi Vo W3
110 4 8
12 3 7
511 3 2

(a) Formule o problema de transportes correspondente.
(b) Escreva esse problema na forma normal.

(¢) Mostre que esse problema tem solu¢ao 6ptima.
(d) Determine a soluc¢ao 6ptima.

10. Considere o problema da determinagao do fluxo de custo minimo na seguinte rede

(a) Determine a arvore geradora de custo minimo.
(b) Verifique se é admissivel a solugao bdsica associada a arvore geradora da alinea anterior.
(¢) Escreva o problema Fase I associado & drvore geradora de custo minimo com ou sem nés adicionais.

(d) Mostre que a arvore geradora definida pelos arcos

J=A{(1,2),(1,3),(4,1),(5,1),(6,1), (7, 1)}

¢ admissivel.
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(e) Determine a solucao 6ptima do problema de fluxo de custo minimo usando o método simplex e

iniciando com a solugao bésica definida na alinea anterior.

11. Considere a seguinte rede G = (V, E)

onde o nimero real associado a cada né i representa a quantidade de fluxo b; e o niimero real ¢;; associado
a cada aresta (i, j) representa o respectivo custo unitério.
(a) Determine a arvore geradora de custo minimo.

(b) Mostre que a drvore geradora de custo minimo nao fornece uma solugao éptima para o problema de

fluxo de custo minimo.

(¢) Escreva a formulagao matematica de um problema M-Grande associado a drvore geradora de custo

minimo.

(d) Mostre que a partigdo {J, L} de E definida por
J={(1,2),(2,3),(2,4),(5,3)}, L=FE—J

fornece uma solugao bésica admissivel para o problema de fluxo de custo minimo.

(e) Determine a solugao éptima do problema de fluxo de custo minimo usando o método simplex com a

solugao inicial obtida em (d).

12. Considere o problema de fluxo de custo minimo associado & rede G = (V, E)

T w:ﬂ}

-1,7.2)
(s o
O\‘ 187 23
2,5-5) (L4-4)

—4

6

onde em cada aresta (i, j) € E as componentes de (;;, u;;, ¢;;) representam os limites inferiores e superiores
e o custo unitario associados e o nimero real associado a cada né i € V representa a quantidade de fluxo

b;.
(a) Mostre que a particdo de E definida por
J={(23),(2,4),4,1)}, L={B.4}, U={1,2)}

fornece uma solugao bésica admissivel.

(b) Determine a solugao éptima do problema usando o método simplex e iniciando com a solugao bésica

apresentada na alinea (a).
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13. Considere o problema de fluxo de custo minimo associado & rede G = (V, E)

() 2,57 ’
5 (2.5.7)

onde em cada aresta (i, j) € E as componentes de (;;, u;;, ¢;;) representam os limites inferiores e superiores
e o custo unitario associados e o nimero real associado a cada né i € V representa a quantidade de fluxo

b;.
(a) Mostre que a particdo de E definida por

J={(1,2),(2,3),3,4)}, L={(41}, U={(24)}
fornece uma solugao bésica nao admissivel.
(b) Apresente o problema Fase I de fluxo de custo minimo associado & solugao bésica da alinea a).

(¢) Mostre que a partigdo de E definida por

J = {(2’3)7 (2’4)7 (4’ 1)}7 L= {(374)}’ U= {(1’ 2)}

fornece uma solugao bésica admissivel.
(d) Determine a solugao éptima do problema usando o método simplex e iniciando com a solucao apre-

sentada na alinea (c).

14. Considere o problema da determinagao do caminho mais curto entre o né 1 e o né 7 no seguinte grafo

orientado

(a) Formule o problema como um problema de fluxo de custo minimo.
(b) Determine a solu¢ao 6ptima usando o algoritmo de Dijkstra.

(¢) Determine a solucao bdsica 6ptima associada ao problema de fluxo de custo minimo correspondente

ao problema do caminho mais curto do né 1 ao né 7.

15. Determine o caminho mais curto do né 1 aos nds restantes nas seguintes redes
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16. Considere a seguinte rede G = (V, E)

onde o nidmero real associado a cada aresta (i, j) representa o custo da ligacao de i para j.
(a) Determine os caminhos mais curtos do né 1 a cada um dos restantes nds da rede, usando o algoritmo
de Dijkstra.

(b) Mostre que o caminho mais curto do né 1 ao né 6 é equivalente a um problema de fluxo de custo

minimo e apresente esse problema.

(¢) Determine uma arvore geradora de custo minimo associada & solu¢ao éptima do problema de fluxo

de custo minimo referido na alinea anterior.

17. Considere a seguinte rede G = (V, E)

onde o nidmero real associado a cada aresta (7, j) representa o custo da ligacao de i para j.
(a) Determine os caminhos mais curtos do né 1 a cada um dos restantes nds da rede, usando o algoritmo
de Dijkstra.

(b) Mostre que o caminho mais longo do né 1 ao né 6 é equivalente a um problema de fluxo de custo

minimo e apresente esse problema.
(¢) Determine a &rvore geradora de custo méximo.

(d) Mostre que a arvore geradora de custo méximo fornece uma solucao bdsica admissivel para o problema

de fluxo de custo minimo apresentado na alinea (b).

(e) Determine o caminho mais longo do né 1 ao né 6.
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18. Considere o problema de fluxo maximo do né 1 ao né 8 associado a seguinte rede, onde em cada aresta

estao representadas as respectivas capacidades

uij

(a) Formule o problema como um problema de fluxo de custo minimo.

(b) Determine a soluc¢ao 6ptima do problema de fluxo maximo.

19. Considere o seguinte grafo directo, onde estao representados os valores da capacidade associada a cada

arco. Determine o fluxo maximo e o corte minimo do né 1 ao no 8.

14
10 .
18

20. Considere a seguinte rede G = (V, E)

1]

onde o numero real em cada aresta (i, j) representa a capacidade méxima u;;.
(a) Formule o problema de fluxo maximo entre o né 1 e o né 7 como um problema de fluxo de custo
minimo.

(b) Determine o fluxo méximo entre o né 1 e o né 7 usando o algoritmo de Ford-Fulkerson.

21. Considere a seguinte rede G = (V, E)

-]

@—Sb
\

onde o numero real em cada aresta (4, j) representa a capacidade méxima u;;.
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(a) Formule o problema de fluxo maximo entre o né 1 e o né 7 como um problema de fluxo de custo

minimo.
(b) Mostre que o problema de fluxo méximo entre o né 1 e o né 7 tem solugao.
(¢) Determine o fluxo méximo entre o né 1 e o né 7 usando o algoritmo de Ford-Fulkerson.
22. Considere o processo produtivo representado pela figura a seguir que indica os varios caminhos que um

produto pode tomar no seu trajecto produtivo numa fabrica. Os numeros em cada cela representam o

limite superior de itens por hora que podem ser processados nessa secgao.

— o

4,E|_

o [

(a) Qual é o nimero maximo de itens por hora que a fébrica pode produzir?
(b) Que alteragoes deve tentar melhorar?
23. A prova de natagdo de 4x100 metros estilos requer quatro nadadores que sucessivamente devem nadar

100 metros costas, brugos, mariposa e estilo livre. Um treinador dispoe de 4 nadadores cujos tempos em

segundos em cada um dos estilos s@o apresentados na seguinte tabela:

Estilo
Nadador | Costas | Brugos | Mariposa | Livre
1 65 73 63 57
2 67 70 65 58
3 68 72 69 55
4 70 75 70 59

(a) Formule o problema de afectagao correspondente a escolha dos nadadores para cada uma das provas.
(b) Mostre que esse problema de afectacao se reduz a um problema de transportes.
(¢) Indique a escolha do treinador resolvendo o correspondente problema com o algoritmo hingaro.

24. Numa fébrica foram instaladas 4 novas maquinas dispondo para a sua laboracdo de 5 empregados. A

direcgao da fabrica tem por objectivo, estabelecer uma afectacao empregado-maquina. Com esta finalidade

e apés varios testes, estimou-se a seguinte matriz de custos:

Méquina \ Empregado | 1 2 3 4 5
35 95 87 - -
53 90 85 65 69
91 93 73 75 73
15 20 22 30 42

= N

”

onde o simbolo “-” significa que o empregado nao tem formacao suficiente para operar a maquina respec-

tiva.
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(a) Apresente a formulacdo do problema.

(b) Determine a solu¢ao 6ptima usando o método hingaro.

25. Resolva os seguintes problemas de afectacao usando os métodos simplex e hungaro:

(a)

26. Considere o problema de afectacao que envolve 5 categorias diferentes de maquinas e 4 tipos de tarefas.

i\i

1
2
3

-1 =~ 00|

O Ut O
0 =~ ~J( W

(b)

N1 2 3 4
1 |2 1 4 7
2 |31 25
3 (45 7 3
4 (18 9 7

Os custos de afectagao da maquina @ para a tarefa j sao dados pela tabela.

Njl 1 2 3 4
110 2 3 9
2 |5 10 15 3
3115 5 14 15
420 15 13 8
506 5 9 4

(a) Formule o problema em termos de programagao linear.

(b) Obtenha a solugao éptima.

27.

ambos tenham o mesmo nimero de tarefas e que o tempo gasto por semana nos deveres de casa seja
mantido a um minimo. Felizmente, hd um nimero par de tarefas, fazer compras, cozinhar, lavar a louca,
lavar a roupa, limpar o chao, fazer as camas, tirar o p6 e manter o carro. O tempo para os trabalhos

semanais (em horas) que a Ana e o César precisam para executar estas tarefas é dado no quadro seguinte:

Dois jovens recém casados, César e Ana, querem dividir os trabalhos domésticos entre si de modo que

Fazer Cozinhar | Lavar a | Lavar a | Limpar | Fazer as | Tirar | Manter

Compras louga roupa o chao camas o pb 0 carro
Ana 1 6 2 1,5 0,75 1 1 1
César | 1,5 5,5 1,5 1,5 1 0,75 0,5 1,5

(a) Apresente a formulacdo do problema.

(b) Determine a sua solugao ptima.

28. Considere o problema de afectacao de n tarefas a n maquinas.

(a) Mostre que esse problema ¢é equivalente a um problema de fluxo de custo minimo.

(b) Mostre que o problema tem solugao ptima.

(¢) Mostre que a caracteristica da matriz da forma normal do problema de fluxo de custo minimo da

29. A Camara Municipal de Coimbra deseja construir um Restaurante, um Bar e um Salao de Festas. Para

isso contactou quatro empresas de construgao civil que apresentaram as seguintes propostas (em unidades

monetdrias):

alinea a) é igual a (2n — 1).
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Empresa 1 Empresa 2 Empresa 3 Empresa 4
Restaurante 63 65 69 70
Bar 55 58 56 59
Salao de Festas 73 70 72 75

A Camara pretende construir as trés obras de modo a que o custo total seja 0 menor possivel e por razoes

operacionais resolveu adjudicar no maximo uma obra a cada empresa.

(a) Formule o problema de adjudicagao das obras as empresas como um Problema de Optimizagao.
(b) Mostre que o Problema de Optimizagao se reduz a um Problema de Fluxo de Custo Minimo.

(¢) Mostre que o Problema de Optimizagao tem solugao 6ptima.

(d) Indique a escolha feita pela Camara Municipal resolvendo o Problema de Optimizagdo com um
método a sua escolha.

30. Considere a seguinte rede G = (V, E):

onde o nimero real associado a cada né i representa a quantidade de fluxo b; e o niimero real ¢;; associado
a cada aresta representa o respectivo custo unitario.
(a) Determine a arvore geradora de custo minimo.

(b) Mostre que a drvore geradora de custo minimo fornece uma solugéo bédsica primal ndo admissivel e

dual admissivel.

(¢) Escreva a formulacao matematica do Problema Fase I sem nds adicionais associado & arvore geradora

de custo minimo e indique uma solugao bésica admissivel para esse problema.

(d) Mostre que a partigao de E definida por
J=1{(2,4),(3,1),(3,4),(5,3)}, L=FE—J

fornece uma solugao bésica primal admissivel para o Problema de Fluxo de Custo Minimo em G.

(e) Determine a solugao éptima para o Problema de Fluxo de Custo Minimo em G usando o método

simplex com a solucdo inicial obtida em (d).

31. Considere a seguinte rede G = (V, E)
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onde o nimero real associado a cada aresta (i, j) representa o custo da ligacao de ¢ para j.
(a) Determine os Caminhos Mais Curtos do né 2 a cada um dos restantes nds da rede, usando o algoritmo
de Dijkstra.

(b) Mostre que o Caminho Mais Curto do né 2 ao né 4 é equivalente a um Problema de Fluxo de Custo

Minimo e apresente esse problema.

(¢) Determine uma &rvore geradora de custo minimo associada & solugao éptima do Problema de Fluxo

de Custo Minimo referido na alinea anterior.

32. Considere o Problema de Fluxo de Custo Minimo associado a rede G = (V, E)

o
(2,5-5)

onde em cada aresta (i, j) € E as componentes de (;;, u;;, ¢;;) representam os limites inferiores e superiores

e o custo unitario associados e o niimero real associado a cada né i € V representa a quantidade de fluxo

b;.
(a) Mostre que a particdo de E definida por

J = {(37 1)7 (374)7 (47 2)}7 L= {(174)}7 U= {(273)}

fornece uma solugao bésica admissivel.

(b) Determine a solugao éptima do problema usando o método simplex e iniciando com a solugao bésica

apresentada na alinea (a).

33. Um fabricante de mobilidrio é proprietario de trés fabricas que necessitam mensalmente de 300, 250 e
150 toneladas de madeira. O fabricante pretende encomendar madeira a trés empresas fornecedoras. A
producgao mensal de cada uma das empresas é de 100, 350 e 250 toneladas. Os custos de transporte por

tonelada entre as empresas fornecedoras e as fabricas sao dados na seguinte tabela:

Empresas fornecedoras Fébricas
1 2 3
1 10 6 5
2 1 7 8
3 2 3 3

O fabricante pretende fazer a sua encomenda de modo a reduzir ao maximo o custo total de transporte.

(a) Formule o problema do fabricante como um Problema de Optimizacao.
(b) Mostre que o Problema de Optimizagao tem solugao 6ptima.

(¢) Determine a drvore geradora de custo minimo do grafo associado ao Problema de Optimizagao.
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(d) Mostre que a drvore geradora de custo minimo fornece uma solucao bdsica nao admissivel para o

Problema de Optimizacao e apresente o Problema M-grande associado a essa solugao bésica.

(e) Indique a encomenda do fabricante, resolvendo o Problema de Optimizagao por um algoritmo & sua

escolha.

34. Considere a seguinte rede G = (V, E):

9

>t

9 10

11

onde o numero real em cada aresta (4, j) representa a capacidade u;;.
(a) Mostre que o Problema de Fluxo Maximo do né 1 ao né 8 é equivalente a um Problema de Fluxo de
Custo Minimo.
(b) Determine o Fluxo Maximo do né 1 ao né 8 usando um algoritmo & sua escolha.

(¢) Mostre que o fluxo vélido 6ptimo do Problema de Fluxo Méximo fornece uma solucao bésica ad-
missivel para o Problema de Fluxo de Custo Minimo equivalente e indique os conjuntos das varidveis

bésicas e nao bésicas dessa solugao.

35. Considere o Problema da Mochila

n
Maximize E Cjx;

j=1
n
Sujeito a ijxj <M
j=1
x; > 0 e inteiros, j=1,2,...,n
onde ¢; > 0,7 =1,2,....,ne M, p;, j =1,2,...,n, sao inteiros positivos tais que p; < M para todo
j=12,...,n.
(a) Mostre que o Problema da Mochila é equivalente a um Problema de Fluxo de Custo Minimo numa
rede com (M + 1) nds.

(b) Discuta dois processos para determinar a solugao 6ptima do Problema da Mochila baseados nas

técnicas de Optimizacao em Redes.
36. Seja G = (V, E) uma rede, com V = {1,2,...,m}.

(a) Considere o Caminho Simples C:

1—-2—-3—...—m

e seja

J={(i,i+1), i=1,2,...,m—1}

112



Mostre que se G’ = (V, J) é uma arvore geradora de custo minimo satisfazendo

J
Cij — Z cik 20

k=i+1

para todos (i,7) € J tais que i < j, entao C é o caminho mais curto entre os nés 1 e m.

(b) Considere a seguinte rede

k! lﬁ
( 1 )
10

[%%)

onde o ndmero real associado a cada aresta (i, j) representa o custo da ligacao de ¢ para j. Determine

o caminho mais curto entre os nés 1 e 5 usando dois processos diferentes.

37. Considere o Problema Multicomodidade de Fluxo de Custo Minimo com 2 mercadorias, onde para cada

aresta (i, ) e mercadoria k a fungdo custo tem a forma

fign(wigr) = wij, + ki,

(a) Apresente a formulacao do problema.

(b) Descreva o algoritmo de Frank-Wolfe para a determinagao do minimo global do Programa Nao Linear

apresentado na alinea anterior, dando especial atengao ao processo de determinacao da direccao de

pesquisa.

38. Considere o Problema de Fluxo de Custo Minimo Nao Linear com Restri¢oes Laterais na rede G = (V, E):

39.

Minimize

Sujeito a

> filwy)
(i,5)EE

Z Tij — Z Iji:bi7 i:1,2,...,m
J:(i.))EE J:(Gi)EE

> i Sbmys i=1,2,...m
j:(i,j)EE

lij <y <wij(i,j) € E

onde V = {1,2,...,771}, bz S Rl, = 1,2,...,2m, com Z?;l bz = O, lij,uij S Rl, com lij < U5, € fij

sao fungdes convexas e continuamente diferencidveis em IR'. Descreva o algoritmo de Frank-Wolfe para a

determinacgao de um minimo global do programa, dando particular atengao ao processo de determinagao

da direcgao de pesquisa.

Um historiador a viver em Coimbra foi convidado a realizar trés conferéncias durante cada um dos trés

dias de um fim-de-semana alargado (sexta-feira, sébado e domingo). Cada conferéncia terd lugar numa das

cidades de Coimbra, Porto, Braga, Lisboa e Evora, recebendo para o efeito um subsidio de 400, 450, 440,

500 e 550 Euros respectivamente. A conferéncia de Braga nao poderd ocorrer no sdbado e o historiador

tem de estar em Lisboa na segunda-feira a seguir ao fim de semana.

As deslocagoes serao suportadas pelo historiador e constam da seguinte tabela em Euros:
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Coimbra Porto Braga Lisboa Evora
Coimbra 0 50 80 70 100
Porto 50 0 30 120 150
Braga 80 30 0 150 180
Lisboa 70 120 150 0 30
Evora 100 150 180 30 0

Pretende-se saber as conferéncias e respectivos locais que o historiador deve realizar de modo a maximixar
o seu lucro.

(a) Apresente a formulacdo do problema.

(b) Discuta dois processos para a determinac¢ao de um limite inferior para o valor 6ptimo do problema

baseados nas técnicas de optimizacao em redes.

40. Considere o problema da determinagio das rotas de p (p > 1) caixeiros viajantes que partindo da mesma
cidade A; visitam algumas das cidades Ag, As, ..., A, e voltam a cidade de partida, de acordo com as
seguintes condigoes:

e Quaisquer duas cidades ¢ e j estdao ligadas entre si e a uma distancia d;; > 0.
e Cada cidade é visitada por um e um sé caixeiro.

e Cada caixeiro s6 pode visitar uma vez cada cidade.

(a) Apresente a formulacdo do problema.

(b) Discuta dois processos para a determinac¢ao de um limite inferior para o valor 6ptimo do problema

baseados nas técnicas de optimizacao em redes.

41. Um consorcio planeia a construcao de uma central hidroeléctrica. Os trabalhos que se tém de executar

sao os seguintes:

construgao das ruas de acesso ao local,;

(a)
(b) terraplanagens;
()
(d

construcao de uma aldeia para alojar os trabalhadores;

) encomendar o material eléctrico e hidrdulico;
(e) construgao da central;
(f

) construcao da barragem;

(g) construgao das galerias e das condutas;

(h) montagem das maquinas;

(i) ensaios de funcionamento.

A ordem pela qual os trabalhos devem ser executados, a interdependéncia entre eles, bem como a sua

duracao, sao apresentados na seguinte tabela:
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Trabalho | Duracao | Trabalhos de
que dependem
a 4 meses | -
b 6 meses | a
c 4 meses | -
d 12 meses | -
e 10 meses | b, ¢
f 24 meses | b, ¢
g 7 meses | a
h 10 meses | d, e, g
1 3meses | f,h

Identifique as actividades criticas, o tempo mais cedo da realizacao (acabamento do projecto), bem como

a flutuagao total para cada uma das actividades.

42. Para o seguinte projecto identifique as actividades criticas, o tempo mais cedo da realiza¢ao (acabamento

do projecto), bem como a flutuagao total para cada uma das actividades.

Trabalho | Precedéncia | Duragao
a - 5 dias
b - 10 dias
c - 8 dias
d a 6 dias
e a 12 dias
f b, d 7 dias
g c 4 dias
h e, f, g 6 dias
i c 10 dias
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